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Abstract— This paper presents a computational approach for the robust pole placement controller design
problem in the presence of interval uncertainties in the plant parameters. The proposed approach produces a
controller with interval coefficients which contains all possible solutions of the robust pole placement problem.
In order to reduce the conservativeness of the controller due to the so-called dependency phenomenon, present in
the classical interval analysis, we adopt a parametric interval analysis approach, which takes into account multi-
incident interval parameters. Simulation results from the application of the proposed approach to the problem
of stabilizing a gyroscope are compared with those obtained through classical interval analysis. The comparison
is favorable to the proposed approach.
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Resumo— Este artigo apresenta uma abordagem computacional para o problema de projeto de controladores
por alocagdo robusta de pdlos na presenga de incertezas intervalares em pardmetros da planta. A abordagem
proposta gera um controlador com coeficientes intervalares que contém todas as possiveis solugdes para o pro-
blema de alocagdo robusta de pdlos. De forma a reduzir o conservadorismo do controlador devido ao chamado
fenémeno da dependéncia, presente na andalise intervalar cléssica, utiliza-se a anélise intervalar paramétrica, que
considera parametros intervalares multi-incidentes. Resultados de simulacao resultantes da aplicagdo da abor-
dagem proposta ao problema de estabilizar um giroscépio sdo comparados aos fornecidos pela andlise intervalar
classica. A comparacgao é favoravel a abordagem proposta.

Palavras-chave— Teoria de Controle, Sistemas Intervalares, Controle Robusto, Alocacdo de Polos, Anélise

Intervalar.

1 Introducao

O problema de projetar um controlador dinamico
de forma a restringir as raizes do polinémio ca-
racteristico de um sistema em malha fechada a
uma regiao pré-determinada do plano complexo s
¢é fundamental no contexto da Teoria de Controle
(Chen, 1999), (Rotstein et al., 1991). Um con-
trolador robusto deve alocar os polos de malha
fechada em uma regiao particular do semi-plano
esquerdo do plano s considerando incertezas no
modelo matematico do sistema, quase sempre pre-
sentes em problemas reais. Neste artigo conside-
ramos incertezas estruturadas - paramétricas.

Uma alternativa de abordagem para este
problema é a Andlise Intervalar (Moore, 1966),
(Neumaier, 1990), pela qual assume-se que os pa-
rametros incertos do sistema sao descritos por in-
tervalos reais. Ksta abordagem é atraente, pois
pode fornecer solucoes analiticamente precisas.

Entretanto, a aplicacao de métodos de ana-
lise intervalar a problemas reais de Engenha-
ria pode levar a superestimagao de conjuntos-
solucao devido ao chamado fenémeno da depen-
déncia (Muhanna and Mullen, 2001), que ocorre
quando uma expressao contém multiplas incidén-
cias de um ou mais parametros intervalares. Di-
versas solugoes foram propostas para resolver o
problema da multi-incidéncia de parametros in-
tervalares, como a Analise Intervalar Generalizada

(Hansen, 1975) e a Aritmética Afim (Comba and
Stolfi, 1993), (Stolfi and de Figueiredo, 2003), com
aplicagbes em areas diversas, como em andlise es-
trutural (Santoro et al., 2015) e sistemas elétricos
e mecanicos (El-Owny, 2014).

Em (Lordelo and Ferreira, 2006) o problema
de projetar um controlador robusto foi resolvido
utilizando técnicas de Andlise Intervalar sem con-
siderar o problema da dependéncia de parametros.
O presente artigo apresenta um método compu-
tacional para projeto de controladores por aloca-
¢ao robusta de polos com tratamento de multi-
incidéncias de parametros (incertezas) intervala-
res. A metodologia fornece uma solugao para este
problema quando o projeto do controlador é for-
mulado em termos de equagOes Diofantinas in-
tervalares. O método proposto fornece solucoes
bastante menos conservadoras do que as produzi-
das por métodos intervalares classicos e problemas
de alocacao robusta de polinémios caracteristicos
passam a ter solucbes vidveis por meio de Ana-
lise Intervalar. O artigo inclui a solucao para o
problema de estabilizagao robusta de um girosco-
pio como forma de demonstrar a viabilidade e a
eficiéncia do método proposto.

O artigo esta organizado como segue. Na Se-
cao 2 apresentamos a notagao utilizada no artigo
e alguns resultados bésicos relacionados a andlise
intervar e ao problema de controle em estudo. Na
Secao 3 introduzimos o principal resultado em-



pregado no artigo, relacionado ao tratamento de
multi-incidéncias de parametros em sistemas de
equagoes lineares intervalares. Na Secao 4 aplica-
mos o método proposto ao problema de estabiliza-
¢ao de um giroscopio e comparamos seus resulta-
dos aos fornecidos pela analise intervalar cldssica.
Na Secao 5 apresentamos as conclusoes gerais do
trabalho.

2 Notagao e Resultados Basicos

2.1 Notacao

O{A} Casca intervalar de A

R Conjunto dos intervalos reais fe-
chados

R™ Conjunto dos vetores intervalares
de dimensao n

IR"X™ Conjunto das matrizes intervala-
res de dimensao n x m

[a] =[a",at] Vetor intervalar

[a;] = [a; ,a]] i-ésimo elemento de [a]

a” Limitante inferior de [a]

at Limitante superior de [a]

Aw Largura de [a]

ac Ponto central de [a]

[A] = [A—,AT] Matriz intervalar

[Aij] = [A;,,AZ;] ij-ésimo elemento de [A]

A~ Limitante inferior de [A]

At Limitante superior de [A]

A = (At — A7)/2 Matriz largura de [A]
Ac = (AT 4 A7) /2 Matriz central de [A]

2.2 FEquacgao Diofantina Intervalar

Considere o sistema de controle com realimenta-
¢ao unitaria da Figura 1.

C(s, [=])

G(s. [p])

Figura 1: Sistema de controle com realimentacao
unitéria.

A planta a ser controlada é um sistema linear
invariante no tempo intervalar de ordem n, des-
crito pela fungao de transferéncia racional

com Np(s,[b]) e Dp(s,[a]) polindmios na varidvel
de Laplace s:

Ny(5,b]) = [ba]s™ + [ba]s" ™1 + - - + [bpta],
Dy(s,la]) = [a1]s" + [az]s" " + - + [anta].

Assumimos que 0 ¢ [a1]. Os coeficientes
intervalares de Np(s,[b]) e Dy(s,la]) dao origem
ao vetor intervalar de parametros [p] € IR*"2
definido como [p] := [[p1],[p2]; ..., [p2nt2l] =
[[al]a [aQ]a BREE) [an-i-l]’ [bl]’ [bQ]’ SERE) [bn-i-l]]'

O objetivo é encontrar um vetor intervalar
[]T = [[z1] [x2] ... [x2r4+2]] cujas componentes
sao os coeficientes do controlador dinamico inter-
valar de ordem r
Ne(s,[z])

D.(s.[a)

[71]s” + [z2]s" L + ... + [z4]

[Trga]s” + [Trpa]s™™ ! 4+ [w2rg2]

C(s,[x])=

O controlador deve resolver a equagao Diofan-
tina intervalar

De(s,[2]) Dp(s,[a]) + Ne(s,[2]) Ny (s,[b])
=F(s [fD) (1)

para algum polindmio caracteristico de malha fe-
chada intervalar pré-determinado

F(s, [f]) := [f)s™ 7 + [fo]s" 71
+oot [fn-i-r-i-l]

com [f] = [frsr+a]]™, [f] €

HR’H,-{-T-{-l )

[LA) 1Fa]

O conjunto espectral de (qualquer polindémio
intervalar) F(s,[f]) é o conjunto de todas as rai-
zes de F(s,[f]) = 0 quando f varia em [f]. O
conjunto espectral de F(s,[f]) descreve a regiao
do semi-plano esquerdo do plano complexo na
qual os polos de malha fechada do sistema devem
ser alocados (Soh et al., 1987) (Lordelo and Fer-
reira, 2006). Pode ser calculado e representado
graficamente no plano complexo utilizando o Te-
orema das Arestas (Bhattacharyya et al., 1995).

Na anélise seguinte, consideramos r = n — 1,
0 que nos permite escrever (1) como um sistema
de equagoes lineares quadrado e garante a aloca-
¢ao de polos arbitraria para sistemas precisamente
conhecidos (Chen, 1999). Na forma matricial,

], (2)

com [S] := S([p]), [S] € IR**?", a matriz (resul-
tante) de Sylvester associada ao sistema G(s,[p]),
definida por

o [b1] [a1] T
ba] ] faa]  faa]
siph=| : S 3)
Boir] Dol lanpr]  fa2]
I ' [bnsa] fans1]]

E evidente que a matriz de Sylvester (3) apre-
senta multiplas incidéncias dos coeficientes da
planta, o que impGe um alto nivel de conserva-
dorismo quando métodos cldssicos de anélise in-
tervalar sdo utilizados para resolver (2) (Lordelo
and Ferreira, 2006).

Para sistemas precisamente conhecidos, a
equacao Diofantina matricial Sx = f tem uma



unica solugao x para qualquer f se e somente se
S é nao singular. Por sua vez, S é nao singular
se e somente se os polindmios (numerador e de-
nominador) que descrevem a planta sdo coprimos
(Chen, 1999). A seguinte Proposigdo estabelece
uma condigao suficiente para a coprimo robustez
de polinémios intervalares.

Proposicao 1 Dois polonomios intervalares sao
coprimos se a matriz de Sylvester intervalar asso-
ciada [S] € ndo singular.

A prova da Proposigdo 1 é simples. Se [S] é nao
singular, entdo cada matriz de Sylvester S € [S] é
nao singular, implicando que os polinémios inter-
valares sdo coprimos. A nao singularidade de [S]
é uma condigao suficiente para coprimo robustez
porque [S] contém matrizes que ndo sdo matrizes
de Sylvester. A néo singularidade de [S] é testada
a partir dos resultados apresentados a seguir.

Definigao 1 Considere o conjunto de 2™ vetores
Z={zeR":zi=4+1louz;=-1,1<i<n}

e para cada z € Z defina

0 29 . 0
.=\ . . . .| =diag(z1,22, .. . y20)-
0 0 --- 2z,

Dado x € R™, define-se ainda

. +1 sex; >0,
sign(zx); = -1 sex; <0.

e sign(x) € Z para todo x € R™. Se z = sign(x),
entio Tyx = |x|.

Teorema 1 (Jansson and Rohn, 1999) Uma ma-
triz intervalar [A] = [Ac — A,Ac + A] € robus-
tamente nao singular se e somente se o problema
de Programacao Linear

maximizar z'x
x
(P) sujeito a  (Ae — ATy)x <0,

(Ac+ AT,)x > 0,
T,z >0

€ limitado para todo z € Z.

Assim, se para algum z € Z a solugao do
problema de Programagao Linear associado é ili-
mitada, [A] é singular. O Teorema 1 exige que até
2™ problemas de Programagao Linear sejam testa-
dos antes que se conclua que a matriz intervalar
[A] é robustamente néo singular.

A partir do Teorema 1 é possivel mostrar que
no maximo metade dos problemas lineares pre-
cisam ser considerados, o que reduz substancial-
mente o custo computacional envolvido na verifi-
cagéo de nao singularidade robusta de [A].

Corolario 1 (Fazzolari and Ferreira, 2017) Con-
sidere o problema de Programacgdo Linear (P,).
No mdzimo 2"~ problemas lineares (P,) preci-

sam ser verificados para estabelecer a nao singu-
laridade de [A].

Prova: Como (P,) é vidvel (pois o vetor nulo é
vidvel) para todo z € Z, o Teorema 1 exige que
até 2" - a cardinalidade de Z - problemas lineares
sejam resolvidos antes de se concluir que [A] é ndo
singular.

Entretanto, no maximo 2" ! problemas linea-
res precisam ser resolvidos, fixando qualquer com-
ponente de z em 1 ou —1, por exemplo, z; =1, e
restringindo z a
Z = {z=10,2,...,22) : |25/ =1,2<j<n}

De fato, como T'_, = —T',, segue que x é vii-
vel para (P,) se e somente se —x for vidvel para
(P-.), e entdo os valores das fungdes-objetivo
de (P,) e (P-,) s@o iguais. Assim sendo, (P,)
¢ ilimitado (limitado), se e somente se (P-,) é
ilimitado (limitado). [

O valor 6timo de (P,) pode ser caracterizado
como segue. Defina y := T,x, seja e € R” o
vetor de uns e observe que TZ_1 = T,. Entao, o
problema (P,) é equivalente a

maxigl}lizar e’y
(AcTz - A)y S 07

(AT.+A)y >0,
y > 0.

Q) sujeito a

Se y é vidvel para (@), entdo ay com « > 0
também é vidvel, e y # 0 implica que (@) é ilimi-
tado se @ — co. Consequentemente, (@), z € Z,
é limitado se e somente se sua solugao étima for
y = 0 e o valor 6timo for 0. De maneira equiva-
lente, (P,),z € Z, é limitado se e somente se a
solugao 6tima for & = 0 com valor étimo 0. Isto é
consistente com a condicao necessaria e suficiente
(i) de (Rohn, 2009), que d& origem ao problema
(P,).

O Corolédrio 1 mostra que o limite existente
para o ntmero de problemas lineares que devem
ser resolvidos para verificar a nao singularidade de
matrizes intervalares pode ser melhorado por um
fator de 2. Verifica-se também que o valor 6timo
de P, funciona como uma fun¢ao indicadora para
z € Z, sendo igual a 0, se P(z) é limitado, e igual
a +00, caso contrario.

3 Tratamento de Multi-incidéncias de
Parametros Intervalares

Para um vetor de parametros & € R¥, considere
sistemas lineares A(0)x = b(0) dependentes de 6.



Se @ varia no intervalo [0] € TR*, pode-se definir
o conjunto-solugao

Y(A(0),b(0),[0]) :={xcR":30 € (0] :
A=A(0),b=>b(0) ¢ Az = b}.

Assuma que os coeficientes de A(0) e b(0) de-
pendem linearmente de 8, ou seja, existem vetores
w(i,j) € R¥ para 0 <i<n,1<j <n, tais que

{A0)}ij =w(i,j)"0 , {b(8)}; =w(0,5)"0. (4)

Cada coeficiente {A(0)};; e {b(0)}; de A(6)
e b(0) é uma fungao linear de 0.

Teorema 2 Seja A(f)x = b(0) com A(9) €
R™*" b(@) € R", 8 € R¥ um sistema linear pa-
rametrizado, onde A(0) e b(@) sdo descritas por
(4). Seja R € R™*" [y] € IR", £ € R", e defina
[2] € IR", [C] € IR™*"™ como

[2i = | D {Ri(w(0,5) — z,w(jv)}" | [61(5)

=1

(C] == I — RA(6)). (6)

Defina [v] € IR™ por meio da sequinte recur-
sao do tipo Gauss-Seidel: para 1 < i <mn,

vi = {O([z] + [Cllu])};

onde [’U,] = (vla---avi—layia""yn)T' (7)

Se [v] G [y], entao R e cada matriz A(6)
com @ € [0] € nao singular, e para cada A =
A(0),b=b(0) com 0 € [0] a solugdo Unica & =
A7'b de Ax = b satisfaz & € &+ [v]. Além disso,
as sequintes estimativas internas sao vdlidas para
1<i<n:

x; = &; +inf([2];) + sup([A];) > inf o; e

K2

gcey,

zf = &; + sup([z];) + inf([A];) < sup o;. (8)
ocy’

Prova: Ver (Rump, 1994). |

As aproximagbes externa e interna do
conjunto-solugdo de A(0)x = b(0), com 0 € [6],
sao definidas por [zoyt] == T + [v] e [@jyy] =
[x7, "], respectivamente. Considera-se T =
A7'b,; R= A"

Por meio do Teorema 2 obtém-se tanto uma
aproximacao interna [@;,,,] quanto uma aproxima-
¢lo externa [xqoyt] do conjunto-solucdo do sistema
intervalar parametrizado. Quanto menor a dife-
renga entre [Zout] € [Tinp], mais préximas estardo
as aproximagoes da casca intervalar do conjunto-
solugdo. A determinagao direta da casca inter-
valar é computacionalmente inviavel na maioria
das situagoes praticas. Para todos os propdsitos
praticos, adotamos [xgyt] como aproximacao do
conjunto-solucao.

4 Aplicagao a Estabilizacao de um
Giroscopio

Nesta se¢ao, o método proposto é aplicado ao pro-
blema de estabilizar robustamente um giroscépio.
O problema consiste em resolver uma equagao Di-
ofantina intervalar, [S][x] = [f], cuja matriz de
Sylvester é funcao de um vetor de pardmetros [p]
dos coeficientes intervalares da planta (Segao 2).

O método consiste em encontrar o conjunto
de controladores [zout] D L. Se, com [Toyt], 0
conjunto espectral da equagao Diofantina interva-
lar (1) estiver contido no conjunto espectral de
[F'(s)], que por sua vez define a regido de alocagéo
de polos no semiplano esquerdo do plano s, entao
qualquer controlador em [xqy,t] pode ser adotado.

Giroscépios sao usados para medir o movi-
mento angular em relagao a uma estrutura fixa,
sendo de fundamental importancia para pilotos
automaticos de aeronaves, sistemas de orientagao
e de navegagao (Ruiz-Ledn et al., 2002).

Considere um giroscépio com dois eixos ilus-
trado esquematicamente na Figura 2, um sistema
didético desenvolvido por Quanser Innovate Edu-
cate (Quanser, 2018). O giroscépio consiste nos
seguintes componentes: uma placa de suporte que
contém o médulo de giroscépio com um rotor que
gira a uma velocidade constante, sendo seu movi-
mento produzido por um motor de corrente con-
tinua, sensores para os angulos «a e 1 e um cartao
de aquisicao de dados que liga o giroscépio a um
computador.

Modulo Giroscépio

Estrutura
Sensor

Motor

Suporte

Figura 2: Giroscopio com dois graus de liberdade.

O objetivo do controlador a ser projetado é
manter a direcao em que o giroscépio estd apon-
tando, enquanto a placa de suporte gira em rela-
¢ao a placa base. A entrada de controle do sistema
é a integral do angulo medido pelo encoder « e a
saida é o angulo de rotagao da plataforma em rela-
¢ao a base . A fungao de transferéncia da planta



é dada por

4BeyRs +4K2 Ko
GgJegRs

cqRs + K%Kgns 4K, Ky

JeqRs GgJegRs

42
G, 5t

G(s) =

52—|—

na qual G, = 5,207 é o ganho do giroscépio,
K,, = 7,68.1072 N - m/A é a constante de tor-
que do motor, K; = 70 é a relagao de trans-
missao entre as engrenagens, n = 0,621 é a efi-
ciéncia total, Ry = 2,6 () é a resisténcia de ar-
madura do motor € By = 0,004 N - m - s/rad
é o coeficiente de amortecimento viscoso equiva-
lente. Para esta aplicagao, consideramos que pode
haver variagao na carga, resultando em um mo-
mento de inércia equivalente intervalar dado por
[Jeq) = (6,839 x 1073,7,161 x 1073] kg - m?.

A matriz de Sylvester associada ao giroscépio

[ 0 1 0
a9 a as 1
1
[Jeq] [Jeq]
S = 0 a2 —0q as
o] Peal U
0 0 0 2
I [Jeq]
na qual
4 4B Rs + 4K,2an277
ay = -, a2 = ?
Gy Gy4R,
2 — BeyRs + K7 K21 _ 4Kng77.

R, T TGR,

A utilizacdo do Coroldrio 1 mostra que esta
matriz de Syslvester é robustamente nao singular.
Entao, por meio de um controlador de terceira
ordem, deseja-se alocar polos no entorno das raizes
da equacao caracteristica de malha fechada

f(s) = 8° +16,85565% 4 103,2586s + 545,1182 = 0,

correspondentes a —2,4079 4 6,2832¢ e —12,0397.
O vetor intervalar de pardmetros [p] é dado

o = |15

foi descrita de maneira linearmente dependente
do vetor de parametros [p] através dos vetores
w(1,1) = [a1 0], w(1,2) = [0 0], w(1,3) = [1 0],

]. A matriz de Sylvester

w(ld) = [0.0], w(21) = [0 a, w(2, 2) = la1 0],
w(23) = [0 as), w(24) = [1 0], w(3.1) = [0 0],
w(3,2) = [0 az], w(3,3) = [0 —a4], w(3,4) = [0 as],
w(4,1) = [0 0], w(4,2) = [0 0], w(4, ) [0 0],
w(4,4) = [0 — aq].

O polinémio caracteristico de malha fechada
foi descrito de maneira linearmente dependente de
[p] através dos vetores w(0,1) = [1 0], w(0,2) =
[16,8556 0], w(0,3) = [103,2586 0] w(0,4) =
[545,1182 0].

A resolucao da equacao Diofantina intervalar
por meio de andlise intervalar cldssica, que nao

considera parametros multi-incidentes na matriz

de Sylvester, fornece o controlador intervalar
[-1,00, 10,31]s + [52,81, 64,56]

[-6,92, 1,77]s + [—39,58, —37,75]

[Ccla(s)] =

A resolugao da equagao Diofantina intervalar
por meio de andlise intervalar paramétrica, que
considera parametros multi-incidentes na matriz
de Sylvester, fornece o controlador intervalar al-
ternativo

[4,55, 4,75]s + [57,14, 60,23]
[—2,65, —2,50]s + [—39,58, —37,75]

[Cout(s)] =

Observa-se que o controlador obtido quando
se consideram as multi-incidéncias é consideravel-
mente menos conservador (possui coeficientes in-
tervalares de menores raios) do que o obtido por
meio da andlise intervalar classica.

A Figura 3 ilustra o espectro de (1) quando
o controlador intervalar [Cqyyut(s)] é utilizado e a
Figura 4 ilustra o espectro de (1) quando o con-
trolador [C,(s)] é utilizado.

Somente o controlador intervalar [Coyut(s)]
aloca todos os polos do sistema em malha fechada
no semi-plano esquerdo do plano s. O controlador
baseado em andlise intervalar classica nao garante
a estabilizagao do sistema em malha fechada.

15

T T T T
0.82 07 056 0.42 0:28 0.14

5
T

0,975
sk

sk
0.975

Eixo imagindrio (s™!)

10k

082 07 056 0.42 028 0.14

Eis real (s™™) N °

=25 -20

Figura 3: Espectro de malha fechada gerado pelo
controlador [Cyyt(s)]. Todos os polos de malha
fechada estao localizados no semi-plano esquerdo
do plano complexo.

5 Conclusoes

Neste artigo propomos uma abordagem para o
controle robusto de sistemas dinamicos lineares
baseada na resolucao de equacoes Diofantinas in-
tervalares. A consideracao explicita de parame-
tros intervalares multi-incidentes produziu uma
aproximagao para o conjunto-solucao do sistema
de equagoes muito menos conservadora do que a
fornecida pela andlise intervalar cldssica (nao pa-
ramétrica). Este resultado ficou evidenciado na
aplicacao da abordagem proposta ao problema de
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Figura 4: Espectro de malha fechada gerado pelo
controlador [Ceiq(s)]. Hé polos de malha fechada
localizados no semi-plano direito do plano com-
plexo.

estabilizagao de um giroscépio. Contrariamente a
analise intevalar cldssica, a andlise intervalar pa-
ramétrica foi capaz de estabilizar o sistema em
malha fechada nas mesmas condi¢Ges de projeto.
Vantagens adicionais da abordagem proposta sao
a de ser facilmente implementada por meio de
softwares como INTLAB (toolboz para Anélise In-
tervalar do MATLAB) e de possuir baixo custo
computacional, essencialmente ligado a resolucoes
de sistemas de equagOes lineares. Atualmente
os autores investigam aproximacoes ainda menos
conservadoras para conjuntos-solugoes de sistemas
de equacoes lineares intervalares, com aplicagoes
em Teoria de Controle.
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