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Abstract— This paper considers the problem of designing robust dynamic precompensators for reducing the
effects of interactions in uncertain multivariable systems obtaining as an outcome a diagonal system. The system
has the same number of inputs and outputs and it is subject to time-invariant polytopic uncertainties. The
conditions are expressed as linear matrix inequalities (LMIs) and synthesize robust dynamic precompensators by
minimizing the Ho norm of the compensated system with a reference system to yield diagonal dominance. As
another contribution, a new indicator of diagonal dominance is proposed for polytopic systems, an open problem
in the literature. The efficiency of the proposed synthesis procedure is illustrated by numerical experiments.

Keywords— Diagonal dominance, linear matrix inequalities, polytopic uncertain systems, Bounded Real
Lemma.
Resumo— O artigo considera o problema de projeto de pré-compensadores dinamicos robustos para reduzir

os efeitos de interagoes entre malhas em sistemas incertos multivaridveis por meio da diagonalizagdo da dinamica
resultante. Sao considerados sistemas com o mesmo numero de entradas e saidas e sujeitos a incertezas poli-
tépicas invariantes no tempo. As condigoes de projeto, expressas por meio de desigualdades matriciais lineares
(LMIs), sintetizam pré-compensadores dinamicos robustos por meio da minimizac¢do da norma Hss do processo
compensado com uma dindmica de referéncia como forma de obter dominancia diagonal. Como outra contribui-
¢ao, é proposto um indicador de dominancia diagonal para sistemas politépicos, um problema ainda em aberto

na literatura. A eficiéncia do procedimento de projeto é avaliada por meio de exemplos numéricos.

Palavras-chave— Dominancia diagonal, desigualdades matriciais lineares, sistemas incertos politépicos,

Bounded Real Lemma.

1 Introducao

O controle de processos industriais é desafiador
devido a presenca de incertezas, nao linearidades
e de uma grande quantidade de malhas que in-
teragem entre si. A teoria de controle moderno
apresenta um numero consideravel de técnicas de
projeto de controladores multivaridveis para lidar
com o acoplamento de malhas, contudo o con-
trole descentralizado, por meio de controladores
proporcional-integral-derivativos (PID), tornou-se
bastante popular devido as facilidades no projeto,
operacao e manutencao por técnicos e engenheiros
de campo (Dittmar et al., 2012). Quando o aco-
plamento entre as malhas é muito grande o con-
trole descentralizado nao ¢ eficiente e o uso de um
pré-compensador que desacople as malhas é dese-
jado antes do projeto do controlador de realimen-
tagao. Dessa forma, os engenheiros de campo po-
derdo utilizar multiplos PID monovaridveis (con-
trole multi-malha) para sintonia ad-hoc.

Uma das formas para reduzir as interagoes en-
tre malhas de uma planta é a obtencao de domi-
nancia diagonal (Rosenbrock, 1974) por meio de
um pré-compensador. O projeto de controle pode
entdo ser feito por técnicas classicas monovarid-
veis. A técnica tradicional de obtencao de domi-
nancia diagonal é por meio de pré-compensadores
estaticos (Hawkins, 1972; Chughtai e Munro,
2004) cujo desempenho é pobre em frequéncia.
Mais recentemente, pré-compensadores dinami-
cos surgiram como uma alternativa mais atra-
ente (Nobakhti, 2002; Chughtai et al., 2005; Jetto

et al., 2017).

Considerar incertezas de modelo no projeto de
pré-compensadores robustos para obtencao de do-
minancia diagonal tem sido feito de forma conser-
vadora (Chughtai et al., 2005; Jetto et al., 2017).
Em Chughtai e Munro (2004), o projeto de con-
troladores estdticos foi realizado por meio de de-
sigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear
Matriz Inequalities - LMIs) e em Chughtai et al.
(2005) o caso incerto foi reescrito como um pro-
blema de minimizagao de norma H,. Em Si-
queira et al. (2014), o desacoplamento e o projeto
de controladores descentralizados sao abordados
para sistemas discretos no tempo sujeito a incer-
tezas politopicas, mas recaindo em um problema
de otimizacao nao convexo resolvido em duas eta-
pas.

Um dos principais problemas dos trabalhos
que buscam a dominancia diagonal por meio de
condigoes convexas é considerar a minimizagao da
norma H., do processo compensado em relacao a
identidade como termo dominante. Além do mais,
esse valor de norma nao reflete a relagao de mag-
nitude entre os elementos fora da diagonal (linha
ou coluna) com os da diagonal principal em fungao
da frequéncia.

Destaca-se que, apesar da larga aplicagao em
processos industriais, a diagonalizacao de sistemas
politopicos tem recebido muito pouca atengao na
literatura e, no conhecimento dos autores, propoe-
se método inédito de projeto. Sao apresentadas
nesse trabalho condigoes LMIs para o projeto de
pré-compensadores dinamicos robustos por meio



da minimizacao da norma H., do processo com-
pensado com uma dinamica diagonal de referén-
cia. O sistema é representado por incertezas po-
litopicas pertencentes ao simplex unitario. Como
outra contribuicao, sao apresentadas novas con-
digoes convexas para o calculo de um indicador
de dominancia diagonal para sistemas politépicos,
um problema ainda em aberto na literatura.

2 Formulacao do Problema

O problema de diagonalizagao de um sistema G(s)
com um pré-compensador K(s) pode ser formu-
lado a partir da definicao de dominancia funda-
mental, como feito por Chughtai e Munro (2004)
e Chughtai et al. (2005):

Definicao 1 (Dominancia Fundamental)
Sejam A,B,D € C"*" tal que B seja nao-
singular ¢ A = B + D. Diz-se que B ¢ termo
dominante de A se

p(B™'D) < 1 (1)

em que p(.) € o raio espectral (maior magnitude
de autovalor).

Aplicando essa definicio a uma matriz de
transferéncia G(s) = X(s) + Y(s), em que
p(X(s)71Y(s)) < 1, entdo o pré-compensador
pode ser definido tal que X(s)K(s) = I. Assim,
a identidade serd o termo dominante do sistema
compensado

G(s)K(s) =T+ Y(s)K(s)

p(I1Y (5)K(s)) = p(G(s)K(s) ~I) < 1

Como p < 7, em que ¢ é 0 maior valor singular,
chega-se ao seguinte problema de minimizagao:

p(G(s)K(s) —T) <T(G(s)K(s) — )

<
_ (2)
<IG(8)K(s) = Tlloo <

Trata-se, portanto, de um problema de con-
trole em malha aberta por modelo de referéncia,
em que a matriz diagonal I é o modelo de re-
feréncia. Apesar de se tratar de um modelo de
referéncia diagonal, que é o que se procura para
um sistema desacoplado, é um modelo conserva-
dor, como salienta os autores de Chughtai et al.
(2005).

Uma forma de evitar a necessidade de matriz
nao estritamente prépria no termo diagonal domi-
nante é escolher K(s) tal que X(s)K(s) = N(s),
em que N(s) é uma matriz de transferéncia dia-
gonal que serve como referéncia para a diagonali-
zagao, resultando em

IN(s) "' G(8)K(s) — Tl|oo <7 (3)

Uma vez que ||[N(s)'G(s)K(s) — Il <
IN(s)~|[|G(s)K(s) —N(s)||, por questoes numé-
ricas, pode-se optar por resolver o problema de
otimizagao de minimizar v* sujeito a restricao

1G(s)K(s) = N(5)[looc <7 (4)

A vantagem de escrever o problema de di-
agonalizagao como problema de minimizacao da
norma Hso é que podem ser utizadas desigualda-
des matriciais lineares (LMIs) para resolver esse
problema, em especial para sistemas incertos.

3 Principais Resultados

Seja G(s,«) um sistema incerto invariante no
tempo dado por

iq(t) = Ac(a)za(t) + Ba(a)u(t)
y(t) = Cala)ze(t) +Dal@)u(t)
em que Ag(a) € R"6*"6¢ Bg(a) € R"ex™,
Cg(a) € R Dg(a) € R™*™ ¢ a um ve-
tor de parametros incertos pertencentes ao sim-
plex unitario

N
A={peR":) pi=1, p;>0 i=1...,N}

i=1
Por questao de notacao, serd dito que
G(Sa Oé) = {AG(Q)v Bg(Oé), CG(Q)v DG(Q)} ou

_ [ Ac(®) | Ba(e)
G(s,a) = [ Ca(a) | Dela)

Seja um pré-compensador robusto K(s) :=
{Ak,Bk, Ck,Dk} e um modelo diagonal de re-
feréncia N(s) := {AN, BN, Cn,Dn}:

AKacK(t) + BK’U(t)
Ckri (t) + DK’U(ﬁ)

ANacN(t) + BN’U(t)
z(t) = CNzn(t)+ Dno(t)

em que Ag € R"EX"K Bg € R'"6<X™ Ck €
Rmxn;(’DK c Rmxm,AN c RannN,BN c
RNXm Cn € R™M*™N Dy € R™*™, Entao o
sistema H(s, ) = G(s,a)K(s) — N(s), cujo dia-
grama é apresentado na Figura 1, pode ser escrito
como

H(s, @) = {A(a), B(@), C(a), D(a)}

Ag(a) Bc;(a)CK 0
- 0 Ak 0
- 0 0 An
Cc;(a) Dc;(a)CK —CN
B(;(OA)DK
B
F (5)




Figura 1: Diagrama de blocos do sistema H(s, «v).

3.1 Condicoes de projeto wvia custo garantido

Hoo

Os problemas de minimizacao de norma H., do
sistema (5) sdo formulados em LMIs pelo Boun-
ded Real Lemma (Boyd et al., 1994), o qual, apds
aplicacao do Lema de Finsler, resulta no seguinte
lema (Lacerda et al., 2011):

Lema 1 Seja o sistema politépico H(s,a) dado
por (5) e A(a) Hurwitz estavel. A desigualdade
IH(s, @)|loo < € vdlida para todo oo € A se e so-
mente se existir uma matriz simétrica definida po-
sitiva W (a) € R™™ e matriz X (a) € RM*2+m)
em que n =ng + Nk +ny, tais que1

Qo) + He(X(a)B(a)) <0, Vaec A (6)

0 W() 0 B(a)

* 0 0 0
Qla) = * * -1 D(«)

* * P |

A desigualdade (6) envolve o produto de va-
ridveis do problema (Ak e Ck) com a varidvel de
otimizagdo X' (), devido ao produto B(a)' X («)’.
Uma estratégia para obter LMIs é impor restri¢oes
a varidvel X(a) de forma a eliminar esses produ-
tos seguindo linhas apresentadas em Mazzoccante

e Oliveira (2016).

Teorema 1 Se existirem uma matriz simétrica
definida positiva W () € R™*™ matrizes X1 (a) €
Rnre ><2(n+7n)7 Xg(a) c RnNX2(n+m), X c
Rexxnx - B € RM"6X™ ¢ Dg € R™*™ La, €
RPEXNK  Tiq, € RMX7K em que n = ng +ni +
ny, e dado Oy € R™<X2+m) com rank(fy) =
nk, tal que

Qo) + He(Y(a)A(a)) <0, VYaec A (7)
em que
Bg(a)DK
0 W( O Bk
By

Av=1, o o 0

* * —-I Dg(a)Dk — Dn

* * * S |

IDefine-se a notagio He(M) := M + M’ e * como sendo
o bloco simétrico da matriz.

i Ac;(a) Bg(a)LCK 0
0 Lay 0
0 0 AN
, —I 0 0
Ale) = 0 X 0
0 0 - |
Cg(a) Dc;(a)LCK —CN
I 0 0 0 |
[ X1 ()
V) =] 0x |,
| As()

entio Ag = La, X!, Ckx = L. X!, Bk ¢
Dk sao as matrizes do pré-compensador K(s) que
garantem || G(s, @)K(s) — N(8)]|co < 7.

Prova: Sejam

Ac;(a) Bg(a)CK 0
0 Ax 0
0 0 AN
, 1 0 0
Bla) = 0 -1 0
0 0 —I
Cg(a) Dg(a)CK —CN
0 0 0
e
X1 ()
X(a)': Xo)(
X3 ()
Repare que
I 0 O
Al@) =B@)'| 0 X 0
0 0 I
I 0 O
Xa))=]0 X 0|V
0 0 I
Entao A(a)'Y(a) = B(a)'X(a)', o que torna a

condigao (7) equivalente a

Oa) + X(a)B(a) + B(a) X(a) <0, VaeA
(8)

Considere, ainda, A(a), B(a), C(a), D(a) as

matrizes do sistema (5) e a seguinte base para o

espago nulo de B(«) (ou seja, B(a)BL (a) =0):

I Al 0 O
BJ_ (O&)/ = 0 C(a) I O
0 0 o01I
Desenvolvendo a partir da condigao (8):

Qa) + X(a)B(a) + B(a) X(a) <0

= B () (Q(a) + He(X (a)B(a)))BL(a) < 0
= B (a)'Q(a)B) (a) =

He(A(a)W(a)) W(a)

C(a) B(a)
* -1 D(a) | <O
* —'yQI
Va € A



que é uma LMI para o Bounded Real Lemma do
sistema (5) (Boyd et al., 1994). O

Comentario 1 No Teorema 1 as matrizes de
N(s) podem ser escolhidas de forma a representar
as dinamicas do sistema original em suas funcoes
de transferéncia da diagonal. Assim, um N(s)
possivel € a matriz de transferéncia em que hd ape-
nas a diagonal de G(s) nominal. Contudo, como
o critério de projeto ignora N(s)™! de (3), uma
forma de nao privilegiar uns canais em detrimento
de outros € normalizd-los aplicando a diagonal de
G(s) a inversa da matriz de ganho estdtico dessa
diagonal. Assim, os canais passam a ter pesos si-
milares.

Comentério 2 A matriz 0y € Rrxx20tm)
por sua wvez, pode ser escolhida de forma
arbitrdria,  desde que tenha posto  com-
pleto. Uma escolha possivel é Oy =
[OnKXnG I OnKXnN-i-nG I OnanN—i-Qm]
Salienta-se que a escolha de Ox repercurte no
conservadorismo do projeto.

Comentario 3 O parametro ni deve ser esco-
lhido por conveniéncia para implementa¢cao. Uma
regra prdtica é escolher a mesma dimensao do sis-
tema (ng). A escolha de ny, por sua vez, depende
principalmente da forma com que a diagonal de
G(s) € representada no espago de estados. Nor-
malmente, a representag¢dao aumenta o numero de
estados em relacdao ao sistema original, mas de
forma virtual, com cancelamento de zeros e polos
repetidos. E interessante, pois, diminuir a ordem
da diagonal eliminando estados menos expressivos
(no Matlab, pode ser utilizada fun¢ao modred com
ajuda da funcao balreal, para avaliar os esta-

dos).
3.2 Indicador de diagonalizac¢ao

Seja o sistema compensado
G(s,)K(s) dado por

H(s,a) =

H(s,a) = {A(a),B(a), C(a), D(a)} :=
AG(O‘) BG(OC)CK Bc;(a)DK
0 Ak Bk C)

C(;(Oz) DG(Q)CK | Dc;(a DK
Podemos representar H(s, o) como
H(s,a) = Hp(s,a) + (H(s,a) — Hp(s, a))
em que Hp (s, ) é a diagonal do sistema compen-
sado. Utilizando a abordagem pela dominancia
fundamental, Hp (s, ) é termo dominante se
p(Hp(s,a)™" (H(s,a) - Hp(s, o)) =
p(Hp(s,a) 'H(s,a) = 1) < 1

Assim, uma medida da diagonalizacao de
H(s, «) pode ser obtida minimizando A sujeito a

|[Hp(s,a) ' H(s,a) — I|jo < A (10)

E possivel representar Hp (s, o) no espago de
estados construindo as funcoes de transferéncia de
cada termo da diagonal em fun¢ao das matrizes do

sistema em (9)?:

H;i(s,a) = Cz-,;(a)(sI—A(a))lecyi(oz) +D; ()

Agrupando as fungoes de
transferéncia, o sistema Hp =
{Au, («),Bug (), Cap (@), Dag (o)} é  dado
por

[ A() 0
An, (o) = :
| o A)
[ B.1(«) 0 i

Bu, (o) = :

. 0 B:m(a) |
[ Cy.(a) 0
Cup(a) = :
L 0 Cin,:(@) |
Di1(a) 0
Dug(a) = : - :
0 v Dpmla)

A inversao do sistema Hp (s, a) no espago de
estados exige que Dy, («) seja ndo-singular para
que seja realizdvel, ou seja, D;;(a) # 0 Vi =
1,...,m, pois Dﬁ:]lj = diag{Dg(a)Dx}~'. No
caso de G(s,a) ou K(s) serem estritamente pro-
prios, é necessdrio adicionar zeros até que o nu-
mero de zeros seja igual ao de polos do sistema.
Para nao alterar significativamente o sistema, é
importante que os zeros adicionados estejam longe
dos zeros e polos originais, o que pode ser feito de-
finindo Dy, (o) = Dpp, (independente de o) e su-
ficientemente pequeno. No caso de processos com
termo de transmissdo direta nao nulo, Dg («) # 0,
é necessario impor no projeto Dg = 0, pois nao
é possivel obter a inversa de uma matriz depen-
dente de parametros, e Dy suficientemente pe-
queno. A expressao para Hp(s,a)™! a partir de
suas matrizes no espago de estados é dada por

Hp'(s,0) =
AHD (a) - BHD (a)DITLlDCHD (a) |
—Dyp, Crrp (@) |
BHD (a)Dﬁl

Dy,

com Dy = €I, com ¢ suficientemente pequeno.

Por  fim, para obter o  sistema
Hp(s,a) 'H(s,a) — I em (10), basta es-
crever o sistema formado pela cascata entre

2A notacdo M;,. indica a i-ésima linha, M. ; a j-ésima
coluna e M; ; o elemento (7,j) de M.



Ay, (a) — Bup (0)Dgp, Chp (@) Bup (a)Dgp Ca(@) Bup(a)DgyDeCk | Bup (a)Dgy,
0 A(;(Oé) B(;(Q)CK BG(Q)DK
0 0 Ax Bk
—~Dg. Chp (@) Dy. Ca() Dy DcCk | Dt DDk — 1
(11)

Hp(s,a)~t e H(s,a), dado por (9), e subtrair
I da matriz de transmissao direta do sistema
resultante, conforme mostrado em (11).

Para calcular o menor valor para A\, chamado
neste trabalho de grau garantido de diagonaliza-
¢ao, pode-se utilizar o Bounded Real Lemma ou o
resultado equivalente (6).

4 Exemplos Numéricos

Todas as rotinas foram implementadas em Ma-
tlab, versao R2016a usando Yalmip (Lofberg,
2004) e SeDuMi (Sturm, 1999), em um compu-
tador Intel Core i7 CPU (2.00GHz), 8GB RAM.
O pacote ROLMIP (Agulhari et al., 2012) é utili-
zado para implementar as condi¢oes dependentes
de parametros em um conjunto de LMIs de dimen-
sao finita.

Exemplo 1 Neste primeiro exemplo, serd utili-
zado um processo de quatro tanques de ordem qua-
tro com duas entradas e duas saidas (Johansson,
2000) (Siqueira et al., 2014). Trata-se de um sis-
tema nao-linear que, apos linearizado, resulta no
sistema G(s) .= {Ag,Bg,Cq,Dg}:

- A
77% 01 Aﬁ“s B
Ag = 0 T Ty 01 A2%4
I
- T
r 7114’?1 0
0 J2ka
A
Bg = 0 (1*122)’4?2
[ osum
(k. 0 0 O 0 0
Ce=| kcoo}DG_{o 0]

em que Ay, A3 =28 em?, Ay, Ay =32 em?, k. =
0,50 V/em, ki = 3,14 cm3/Vs, ky =
3,29 em3/Vs, v = 0,43, 72 = 0,34, T3 =
39 s, Ty = 56 s sao parametros conhecidos e T} =
63 s+10%, To = 91 s+10% sdo parametros cons-
tantes, mas desconhecidos. A matriz de transfe-
réncia G(s) nominal (Ty = 63 s, To = 91 s) €
erpressa como

G(s) =
0,024111 0,000994
5+0,01603 (5+0,02564) (s+0,01603)
0,000499 0,17

(s40,01786)(s+0,0111) 5+0,0111

Para aplicar a técnica descrita em 3.1, foram
escolhidos nxg = 4, mesma ordem do sistema, e

N(s) obtido a partir da diagonal de G(s) e poste-
rior normalizacdao em relacao aos ganhos estdticos
e reduc¢ao para ordem ny = 4, conforme Comen-
tarios 1 e 3:

[ —0,0111 0 0 0
A — 0 —0,0160 0 0
N~=1 _-0,0082 —0,0012 —0,0113 0,0175
| 0,0121  0,0014 —0,0001 —0,0141
0 0,1054
B _ | —0.1260 0
N~=1 -0,0047 0,0387
0,0055 —0,0574
Cu — 0 —0,1266 0 0
N7 0,1054 0 0 0
[0 0
Dn = 100
Além  disso  foi  escolhido Oy =
[I I I I 1T O], resultando em
v = 0,1007 e no pré-compensador K(s) :=
{Ak,Bk,Ck,Dxk}:
[ —0,8468 0,1556  0,0002 —0,0093
A _ | 0,4272 —1,5461 —0,0694 —0,0069
K= 1 0,1236 —0,3576 —0,0408 —0,0050
| —0,8553 —0,2765 —0,0487 —0,0304
[ 0,0348 0,0495
Be _ | ~0.1315 0,0040
K= 1 -0,0317 0,0029
| 0,0388 0,0577
Cw — _ | 15,7548 46932 0,8750 0,2248
K= —1,8519 4,6843 0,2036 0,0669
Do — | 06952 1,0351
K= 1 -0,4082 0,0453

Para mostrar os resultados, serdao apresenta-
dos dois tipos de grdficos. No primeiro tipo, as
Figuras 2 e 3 mostram, respectivamente, os ga-
nhos do diagrama de Bode dos sistemas sem pré-
compensador G(s,a) e do sistema compensado
G(s, ), para cada par entrada-saida (correspon-
dentes a cada elemento da matriz de transferén-
cia). Idealmente, para um sistema desacoplado,
apenas os elementos da diagonal devem ser dife-
rentes de zero. Na prdtica, quanto maior o ganho
do elemento da diagonal em relagao aos demais
elementos da mesma linha, menos a saida corres-
pondente a essa linha € influenciada pelas outras
entradas. Observe que, enquanto a Figura 2 mos-
tra um sistema em que a saida 1 € influenciada
mais pela entrada 2 que pela entrada 1, na banda



passante do sistema, a Figura 3 mostra um sis-
tema bem desacoplado, com ganhos nos elementos
da diagonal consideravelmente maiores que os de-
mais da mesma linha. FEssa melhora indica bom
resultado do pré-compensador K(s).

O outro tipo de grdfico, ilustrado nas Fi-
guras 4 e 5, mostra os wvalores singulares de
Hp(s,a) 'H(s,a) — I, que, conforme mostrado
na Se¢ao 3.2, indicam quanto o sistema H(s, )
é diagonal/desacoplado. Para uma dada frequén-
cita, quanto menor o maior valor singular, mais
desacoplado o sistema é nessa frequéncia. Em to-
dos o0s grificos, os wvalores minimos e mdxrimos
dos ganhos foram obtidos apds avaliar todos os
a = [al a9 on} possiveis, em que M é
o numero de vértices, utilizando apenas valores
a; € {0;0,2;0,4;0,6;0,8;1,0}. O indicador de
diagonalizacao foi calculado conforme descrito na
Secio 3.2, com a escolha Da, = 1077 para tor-
nar o sistema compensado nao estritamente pro-
prio. Para o sistema G(s,«) o indicador resul-
tou em Ag = 1,6426, enquanto para o sistema
compensado G(s,2)K(s), \gx = 9,0014. Em-
bora pareca contradizer o bom resultado, trata-
se de um indicador conservador, por considerar
todo o espectro de frequéncias. Isso pode ser
analisado com as Figuras 4 e 5, que mostram
0s valores singulares em funcdo da frequéncia de
Gp(s,a) *Gp(s,a)—I e Hp(s,a) 'H(s,a) -1,
respectivamente. O indicador A\g = 1,6426 (4,31
dB) é um limitante superior dos valores singula-
res de Gp(s,a) 1Gp(s,a) — I, que sdo maiores
na banda passante do sistema (Figura 4). O in-
dicador A\gx = 9,0014 (19,09 dB), por sua vez,
€ um limitante superior dos valores singulares de
Hp (s, ) 1H(s,a) — I, que sdo altos apenas fora
da banda passante do sistema. Dentro da banda,
os valores singulares sao significativamente meno-
res em relacdo ao caso sem pré-compensador.

10 10
5 5
0 0
5 -5
-10 -10
10° 1072 10t 107 1072 10t
20 20
10 10
0 0
-10 -10
10° 107? 10t 107 1072 10t

Figura 2: Valores minimo e maximo do ganho
(dB) em fungao da frequéncia (rad/s), para o sis-
tema G(s, «) do Exemplo 1.

Dentro da banda do sistema, o pré-
compensador foi eficiente na diagonalizac¢ao.
Para frequéncias mais altas, porém, o sistema
€ pouco diagonal. De fato, a estratégia adotada

0 ﬁ 0
-20 -20
40 40
60 60
107 102 10 107 102 10t
0 0 R\
-20 -20
-40 -40
-60 -60
10°° 107? 10t 10°° 107? 10t

Figura 3: Valores minimo e méximo do ganho
(dB) em fungao da frequéncia (rad/s), para o sis-
tema G(s, a)K(s) do Exemplo 1.

busca minimizar o diferenca entre o sistema
compensado e a referéncia e ndao especificamente
a minimizacao do indicador de diagonalizacao.
Assim, para ganhos muito pequenos, pouco rele-
vantes para a minimizacao do critério de projeto,
nao hd qualquer expectativa quanto a dominancia
diagonal.  Por isso também, o indicador de
diagonaliza¢ao ndo foi baizro, pois considera o
baixo desempenho em altas frequéncias.

-15 ¢

-20

-25

-30

-350'3 10"2 10*
Figura 4: Gréafico de valores singulares
(dB) em funcao da frequéncia (rad/s) para
Gp(s,a) !Gp(s,a) — I do Exemplo 1.

20

10

otk

-10 -

-20

-30

40

-50 -

-60

-70 -

= | | | | |
10 102 10 10° 10t 10? 10%

Figura 5: Gréfico de wvalores singula-
res (dB) em fungdo da frequéncia (rad/s)
para  Hp(s,a)"'H(s,a) — I, em que

H(s,a) = G(s,a)K(s) do Exemplo 1.



Para efeito de comparacao, as Figuras 6 e
7 mostram o resultado do desacoplamento com o
pré-compensador obtido por Siqueira et al. (2014),
aqui nomeado K,(s). Nesse trabalho, que con-
sidera dinamicas em tempo discreto, foi reali-
zada discretizagdo da dinamica nominal G(s) com
tempo de amostragem T = 2.5 s. Para permitir a
comparacao, esse pré-compensador foi convertido
para tempo continuo para gerar as Figuras 6 e 7.
O alto valor singular de Hp (s, a) 'H(s,a)—1I em
baixas frequéncias retrata o mau desacoplamento
da primeira saida em relacdo a sequnda entrada,
que também pode ser observado na Figura 6. As-
sim, a metodologia proposta nesse trabalho resul-
tou em melhor desacoplamento entre as malhas.
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20 20
10 10
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10° 102 10t 10° 10* 10° 102 10% 10° 10t
55 55
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45 45
40 ﬁ 40

35 35
10° 102 107 10° 10% 10° 102 10 10° 10t
Figura 6: Valores minimo e maximo do ganho
(dB) em fungao da frequéncia (rad/s), para o sis-

tema G(s, @)K, (s) do Exemplo 1.

T10% 102 10" 10° 10!
Figura 7: Gréafico de valores singula-
res (dB) em funcdo da frequéncia (rad/s)
para  Hp(s,a)"'H(s,a) — I, em que

H(s,a) = G(s,a)K,(s) do Exemplo 1.

Exemplo 2 Neste exemplo, serd avaliado um sis-
tema hipotético passa-faiza. O sistema foi mon-
tado a partir de funcoes de transferéncia de se-
gunda ordem subamortecidos, para as quais a faixa
de frequéncia de interesse € na faixa de ressonan-
cia. O modelo nominal foi escolhido como sendo:

100 10
_ 5242,01s+100  s240,50025+100
G(s) = 1000 200

$2+45,1765+100

$2+1,001s+100

cuja representacao no espaco de estados do sis-
tema nominal G(s) := {Ag,Bg,Cg,Dg} utili-
zada foi obtida pela funcao ssdata do Matlab.

O sistema  incerto  estudado €  ob-
tido adicionando parametros imncertos
G(s,a) = {cAq,Bg,Cqg,Dc}, em que

c1,c2 € (0,9;1,1).  Os grdficos de ganho em
funcao da frequéncia para esse sistema $Go
mostrados na Figura 8.

Para aplicar a técnica descrita na Secao 3.1,
foram escolhidos nx = ny = 8, mesma ordem
do sistema, N(s) obtido a partir da diagonal de
G(s) e posterior normaliza¢ao em rela¢io aos ga-
nhos estaticos e reducdo de ordem, analogamente
ao Exemplo 1, obtendo:

100 100

N(s) = di
(5) = diag( G5 5157 100" 7 1.001s 1 100

)

Da mesma forma, foi escolhido Oy =
[I I I I T1T1I 0] , resultando em vy =
5,7526. As Figuras 8 e 9 mostram os ganhos em
funcao da frequéncia do sistema original e do sis-
tema compensado para cada par entrada-saida. A
saida 1 do sistema compensado € mais influenci-
ado pela entrada 2 que pela entrada 1, o que signi-
fica que o desacoplamento nessa primeira linha foi
ruim. A normalizagao de N(s) pelo ganho estdtico
nao ajuda no caso de sistemas passa-faixas, pois
0s ganhos mais relevantes para a minimizacdao de
v sao aqueles das faizas de ressonancia. A Figura
8 mostra que na banda de ressonancia a variacao
€ maior em relacdo a o, o que pode explicar a di-
ficuldade em aproximar o sistema compensado a
referéncia N(s), que é independente de a.

s

Assim, percebe-se que a escolha de N(s) ¢
importante para a eficiéncia da técnica. Como
neste exemplo, o sistema nao tem comportamento
passa-baizas, a escolha da diagonal de G(s) nor-
malizada nao resultou em boa diagonalizagao.
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Figura 8: Valores minimo e méximo do ganho
(dB) em fungao da frequéncia (rad/s), para o sis-

tema G(s,«) do Exemplo 2.
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Figura 9: Valores minimo e maximo do ganho
(dB) em fungao da frequéncia (rad/s), para o sis-

tema G(s, «)K(s) do Exemplo 2.
5 Conclusoes

Condigoes de projeto de pré-compensadores ro-
bustos para sistemas politopicos multivariaveis fo-
ram apresentadas de forma a obter uma dinamica
o mais diagonal possivel minimizando a interacao
entre as malhas. Condi¢oes LMIs foram formu-
ladas para minimizar a norma H,, do sistema
compensado com uma dinamica de referéncia e um
indicador de dominéncia diagonal. A escolha da
dinamica de referéncia mostrou-se sensivel para a
obtencao da dominéancia diagonal e em que faixa
de frequéncia ela é alcangada. Verificou-se, ainda,
ser uma fonte de conservadorismo a minimizagao
da norma H,, em todo o espectro de frequéncia.

Portanto, para trabalhos futuros, serd consi-
derada uma faixa seletiva na frequéncia na mini-
mizacao do custo garantido. Outra frente de pes-
quisa é melhorar a escolha do sistema de referéncia
N(s), como com um procedimento interativo , em
que o sistema de referéncia é tratado como varia-
vel e atualizado com o pré-compensador calculado.
Outra possibilidade a ser explorada é incorporar
os parametros incertos em N(s, ).
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