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Abstract— This paper discusses the stability of real-time control systems subjected to stochastic delays gen-

erated by wireless communication networks. A method of measuring delays in wireless networks is presented

and the experimental stochastic distributions of three different networks are shown. The results are applied in

simulations that use the stochastic delays measured in the wireless networks being considered.
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Resumo— É abordada a estabilidade de sistemas de controle em tempo real sujeitos a atrasos estocásticos

gerados por redes de comunicação sem fios. Um método de medição de atrasos em redes sem fios é apresentado

e são mostradas as distribuições estocásticas experimentais dos atrasos em três redes diferentes. Os resultados

são aplicados em simulações que usam os atrasos estocásticos medidos nas redes sem fios consideradas.
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1 Introdução

Sistemas de controle com redes sem fios são cada
vez mais usuais devido à sua aplicabilidade, facili-
dade de instalação e manutenção. Entretanto, as
deficiências das redes sem fios, tais como atrasos
de comunicação (Gao et al., 2008), perdas de pa-
cotes (Yu et al., 2004) e limite de taxa de transfe-
rência, prejudicam o desempenho e a estabilidade
de sistemas de controle.

Geromel (2014) mostra a necessidade de in-
corporar na análise ou no projeto de controlado-
res os efeitos da transmissão de dados. O prin-
cipal foco da pesquisa nessa área é a estabili-
dade de sistemas com atrasos variáveis (Hespanha
et al., 2007; Zhang et al., 2016). Pode-se men-
cionar a abordagem por cadeia e saltos Marko-
vianos em sistemas de tempo discreto (Seiler e
Sengupta, 2005) ou em tempo cont́ınuo (Huang
e Nguang, 2008).

Neste artigo é abordada a estabilidade de sis-
temas de controle com sinais amostrados e atrasos
estocásticos, assim como em (Nilsson et al., 1998)
e (Donkers et al., 2010). Aqui será utilizada
a esperança da norma de uma matriz de tran-
sição de estado que, como será mostrado, per-
mite obter condições menos conservadoras do que
numa abordagem que condicionaria a estabilidade
a um valor máximo de atraso admisśıvel. Tam-
bém é apresentado um método de medição de
atrasos em redes sem fios. Foram medidas ex-
perimentalmente as caracteŕısticas de redes Zig-
Bee (Callaway et al., 2002) e Wi-Fi. Os atrasos
estocásticos medidos são aplicados em simulações
que ilustram os conceitos apresentados de forma
bastante realista.

1.1 Conceitos e Notações Básicos

• A norma de um vetor x é denotada ‖x‖p ,
p ∈ {1, 2, . . . ,∞} (Strang, 2003). A norma
Euclidiana é denotada ‖x‖ := ‖x‖2.

• A norma de uma matriz Φ induzida pela
norma vetorial p ∈ {1, 2, . . . ,∞} é denotada
‖Φ‖p. A norma induzida pela norma Eucli-
diana é o seu maior valor singular, ‖Φ‖ :=
‖Φ‖2 = σmax(Φ) (Strang, 2003).

• O maior módulo dos autovalores de uma ma-
triz Φ é denotado λmax(Φ) := max{|λi|}, no
qual {λi} é o seu conjunto de autovalores.

O conceito de estabilizabilidade, definido
abaixo, alivia os requisitos de controlabilidade ou
alcançabilidade onde se requer apenas a estabili-
zação de um sistema por realimentação de estado.

Definição 1 Um sistema no espaço de estado em
tempo cont́ınuo é estabilizável se todos os seus au-
tovalores não controláveis forem estáveis (Chen,
1999, Seção 8.3.2).

Definição 2 Um sistema no espaço de estado em
tempo discreto é estabilizável se todos os seus
autovalores não alcançáveis (Åström e Witten-
mark, 2011, Seção 3.4) forem estáveis.

2 Formulação do Problema

2.1 Realimentação de estado amostrado periodi-
camente sem atraso

Considera-se um sistema dinâmico linear, invari-
ante no tempo (linear time invariant — LTI) e es-
tabilizável, representado pela equação de estado:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) , (1)



no qual t ∈ R é o tempo cont́ınuo em segundos,
x ∈ R

n é o vetor de estado e u ∈ R
m é o vetor de

controle. Assume-se o conhecimento das matrizes
A e B.

Para realizar seu controle por computador, o
estado é amostrado,

x[k] := x(kh) , (2)

com peŕıodo de amostragem h > 0, dado em se-
gundos. O tempo discreto é k ∈ Z.

A lei de controle ideal, sem atraso, seria a re-
alimentação de estado:

u[k] = −Lx[k] , (3)

no qual L ∈ R
m×n é a matriz de realimentação de

estado. O sinal de controle é mantido por um zero-
order-hold (ZOH) durante o intervalo de amostra-

gem (Åström e Wittenmark, 2011, Seção 2.3):

u(t) = u[k] , t ∈ [kh, kh + h) . (4)

A análise clássica do sistema (1), com estado
amostrado (2) e o ZOH (4) resulta no seguinte
modelo em tempo discreto:

x[k + 1] = Φx[k] + Γu[k] , (5)

no qual:

Φ = eAh , (6)

Γ =

[
∫ h

0

eAt dt

]

B . (7)

O sistema (5) controlado pela lei (3) resulta:

x[k + 1] =
(

Φ − ΓL
)

x[k] , (8)

cuja matriz de realimentação L deve ser escolhida
de forma que λmax(Φ − ΓL) < 1 para garantir a
estabilidade assintótica do ponto de equiĺıbrio na
origem do espaço de estado. Isto é sempre posśıvel
desde que o sistema (5) seja estabilizável.

2.2 Realimentação de estado amostrado periodi-
camente e sinal de controle atrasado

Um dos principais efeitos colaterais do uso de re-
des de comunicação em sistemas de controle é o
atraso na transmissão de sinais. Outros efeitos in-
desejados são ocasionados por falhas de comuni-
cação, por exemplo, a perda de pacotes de dados,
que não são considerados neste artigo.

Aqui assume-se que o estado seja amostrado
periodicamente, mas o sinal de controle é aplicado
atrasado no sistema (1), isto é,

u(t) =

{

u[k] , se t ∈ [kh + τk, kh + h) ,

u[k − 1] , se t ∈ [kh, kh + τk) ,
(9)

no qual τk ∈ [0, h) é o atraso dependente do ins-
tante de amostragem k.

O modelo do sistema dinâmico (1), com es-
tado amostrado (2) e controle atrasado gerado
por ZOH (9) é dado por:

x[k + 1] = Φx[k] + Γ0τk
u[k] + Γ1τk

u[k − 1] , (10)

com Φ dado por (6) e

Γ0τk
=

[
∫ h

τk

eA(h−t) dt

]

B , (11)

Γ1τk
=

[
∫ τk

0

eA(h−t) dt

]

B , (12)

o que é semelhante ao descrito por Åström e Wit-
tenmark (2011, pp. 38–39), porém aqui é genera-
lizado para o caso em que o atraso τk é variável.

Para analisar este sistema com a realimenta-
ção do estado amostrado, o sinal de controle atra-
sado é reescrito como:

u[k − 1] = −Lx[k − 1] . (13)

Assim, incluindo-se os sinais de controle atual (3)
e atrasado (13) no modelo (10), obtém-se:

x[k+1] = (Φ−Γ0τk
L)x[k] − Γ1τk

Lx[k−1]. (14)

Definindo-se o vetor de estado estendido que
inclui o estado atual e o atrasado,

X[k] :=

[

x[k]
x[k − 1]

]

∈ R
2n , (15)

pode-se reescrever a equação (14) como

X[k + 1] = Φτk
X[k] , (16)

na qual a matriz de transição de estado,

Φτk
:=

[

(Φ − Γ0τk
L) −Γ1τk

L

I 0

]

, (17)

é variante no tempo devido às variações do atraso.

3 Estabilidade do Sistema de Controle

Nas seções a seguir, são analisadas as propriedades
de estabilidade do sistema de controle, partindo-se
do caso sem atraso, o mais simples, atraso cons-
tante e atraso variante no tempo, tendo-se em
vista o atraso estocástico, o foco deste artigo.

3.1 Sistema sem atraso

Se não houver atraso, ou seja τk ≡ 0 s, então, a
matriz de transição de estado do modelo (16) será

Φτk
≡ Φ0 =

[

(Φ − ΓL) 0
I 0

]

, (18)

cujos autovalores são aqueles do sistema em malha
fechada sem atraso (8) e n autovalores na origem
devidos ao bloco diagonal 0 ∈ R

n×n.



3.2 Sistema com atraso invariante no tempo

Se o atraso for constante τk ≡ τ , então a solução
da equação de estado (16) com condição inicial
X[0] é dada por:

X[k] = Φk
τ X[0] , k ≥ 0 . (19)

Para garantir a estabilidade, deve-se escolher
a matriz L para que todos os autovalores da matriz
de transição de estado Φτ estejam no interior do
ćırculo unitário, isto é, λmax(Φτ ) < 1.

3.3 Sistema com atraso variante no tempo

Se o atraso τk for variante no tempo, então a solu-
ção da equação de estado (16) com condição inicial
X[0] é dada por:

X[k] =
(

Πk−1
i=0 Φτi

)

X[0] , k > 0 , (20)

cuja análise de estabilidade é mais complexa.
A convergência de X[k] à origem do espaço de

estado a partir de qualquer condição inicial ocorre
se e somente se

lim
k→+∞

∥

∥Πk−1
i=0 Φτi

∥

∥

p
= 0 . (21)

Uma condição suficiente para isto poderia ser ob-
tida da desigualdade

∥

∥Πk−1
i=0 Φτi

∥

∥

p
≤ Πk−1

i=0 ‖Φτi
‖p , ∀k > 0 . (22)

Para que o lado direito desta desigualdade tenda
a zero na medida que k → +∞, é necessário que
∃ ‖Φτk

‖p < 1. Entretanto, é posśıvel verificar que
qualquer norma matricial induzida satisfaz

‖Φτk
‖p ≥ 1 , ∀τk ∈ [0, h) , (23)

devido ao bloco I na matriz Φτk
(17) cuja norma

é ‖I‖p = 1, ∀p ∈ {1, 2,∞}. Uma alternativa, seria
escolher uma base mais apropriada,

X̄[k] = TX[k] , (24)

com T ∈ R
2n×2n não singular, resultando na re-

presentação do sistema (16) transformado:

X̄[k + 1] = Φ̄τk
X̄[k] , (25)

com
Φ̄τk

= TΦτk
T−1 . (26)

A solução da equação de estado (25) é:

X̄[k] =
(

Πk−1
i=0 Φ̄τi

)

X̄[0] , k > 0 . (27)

Se for posśıvel encontrar um base tal que
∥

∥Φ̄τk

∥

∥

p
≤ µ , ∀ k ≥ 0 , (28)

seja satisfeita para algum µ ∈ [0, 1), então:
∥

∥X̄[k]
∥

∥

p
=

∥

∥

(

Πk−1
i=0 Φ̄τi

)

X̄[0]
∥

∥

p

≤
(

Πk−1
i=0

∥

∥Φ̄τi

∥

∥

p

)

∥

∥X̄[0]
∥

∥

p

≤ µk
∥

∥X̄[0]
∥

∥

p
, ∀k > 0 , (29)

que tende a zero exponencialmente à medida que
k → +∞.

Uma representação alternativa do estado é:

X̄[k] :=

[

x[k]
x[k] − x[k − 1]

]

, (30)

obtida pela transformação (24) com

T = T−1 =

[

I 0
I −I

]

. (31)

Aplicando-se a transformação de similaridade (26)
e (31) na matriz (17), obtém-se:

Φ̄τk
=

[

(Φ − Γ0τk
L − Γ1τk

L) Γ1τk
L

(Φ − Γ0τk
L − Γ1τk

L − I) Γ1τk
L

]

.

De (7), (11) e (12) pode-se concluir que Γ =
Γ0τk

+ Γ1τk
, o que possibilita a simplificação:

Φ̄τk
=

[

(Φ − ΓL) Γ1τk
L

(Φ − ΓL − I) Γ1τk
L

]

. (32)

É posśıvel obter matrizes da forma (32) cujas
normas satisfazem a condição (28), o que é sufi-
ciente para se garantir a estabilidade exponencial
do sistema com atraso variante no tempo.

Para reduzir o conservadorismo desta análise
de estabilidade, seria melhor obter uma transfor-
mação que minimizasse o majorante µ. Caso a
matriz Φ̄τ seja constante e tenha um conjunto de
autovetores {v1, . . . v2n} linearmente independen-
tes, então pode ser diagonalizada pela matriz de
transformação de similaridade V = [v1, . . . v2n] ∈
C

2n×2n (Strang, 2003), que resulta na norma
∥

∥V −1Φ̄τV
∥

∥

p
mı́nima.

Para matrizes variantes no tempo, foi adotada
uma transformação de similaridade constante que
gerou bons resultados em exemplos práticos,

Φ̃τk
:= V −1Φ̄τk

V , (33)

na qual a matriz V é formada pelos autovetores
de norma unitária computados para uma “matriz
mais frequente”, aquela com atraso médio.

3.4 Sistema com atraso estocástico

Se o atraso τk for variante no tempo de forma es-
tocástica, assume-se que a sua distribuição tenha
densidade de probabilidade f(τk) conhecida, in-
dependente do tempo discreto k e que tenha as
seguintes propriedades:

f(τk) ≥ 0 , ∀τk ∈ [0, h) , (34)

f(τk) = 0 , ∀τk < 0 , (35)

f(τk) = 0 , ∀τk ≥ h , (36)
∫ +∞

−∞

f(τk) dτk =

∫ h

0

f(τk) dτk = 1 . (37)



As propriedades (34)–(36) implicam que
f(τk) ≥ 0, ∀τk ∈ R, que juntamente com a inte-
gral (37) são propriedades fundamentais para que
esta seja uma densidade de probabilidade. A pro-
priedade (35) é natural pois não há atrasos ne-
gativos, enquanto que a propriedade (36) está de
acordo com a hipótese de que o atraso é inferior
ao peŕıodo de amostragem. Assume-se também a
descorrelação entre os tempos de atraso τk1

e τk2

de amostras distintas, isto é, ∀k1, k2 ∈ Z, k1 6= k2.
No teorema sobre a estabilidade do sistema

dinâmico (16)–(17) com atraso estocástico apre-
sentado a seguir, utiliza-se a esperança:

E

{

∥

∥

∥
Φ̃τk

∥

∥

∥

p

}

=

∫ h

0

∥

∥

∥
Φ̃τk

∥

∥

∥

p
f(τk) dτk . (38)

Para que os resultados sejam menos conserva-
dores, é usada a matriz de transição de estado
Φ̃τk

(33) que é similar à Φτk
(17).

Teorema 1 Considere o sistema dinâmico (16)–
(17) com atraso estocástico τk, cuja densidade
de probabilidade f(τk) tem as propriedades (34)–
(37). Se ∃µ ∈ [0, 1) que satisfaça a desigualdade

E

{

∥

∥

∥
Φ̃τk

∥

∥

∥

p

}

≤ µ , (39)

então a esperança da norma do estado

E
{

‖X[k]‖p

}

→ 0 exponencialmente à me-

dida que k → +∞.

Prova: Para obter resultados menos conservado-
res, aplica-se uma transformação não singular no
vetor de estado

X̃[k] := V −1TX[k] , (40)

na qual a matriz T é definida em (31) e V é usada
em (33). Para k > 0, a esperança da norma do
estado X̃[k] é dada por:

E

{

∥

∥

∥
X̃[k]

∥

∥

∥

p

}

= E

{

∥

∥

∥

(

Πk−1
i=0 Φ̃τi

)

X̃[0]
∥

∥

∥

p

}

,

que pode ser majorada por:

E

{

∥

∥

∥
X̃[k]

∥

∥

∥

p

}

≤

(

Πk−1
i=0 E

{

∥

∥

∥
Φ̃τi

∥

∥

∥

p

})

∥

∥

∥
X̃[0]

∥

∥

∥

p

≤ µk
∥

∥

∥
X̃[0]

∥

∥

∥

p
, ∀k > 0 , (41)

uma vez que a condição inicial X̃[0] não é in-
certa e µ satisfaz a desigualdade (39). Desde que
|µ| < 1, pode-se concluir que a progressão geo-
métrica µk → 0 exponencialmente à medida que
k → +∞, o que implica a convergência exponen-

cial da esperança E

{

∥

∥

∥
X̃[k]

∥

∥

∥

p

}

→ 0. Da inversão

da transformação (40), obtém-se

‖X‖p =
∥

∥

∥
T−1V X̃

∥

∥

∥

p
≤

∥

∥T−1V
∥

∥

p

∥

∥

∥
X̃

∥

∥

∥

p
, (42)

que permite concluir que a esperança de ‖X[k]‖p

também converge exponencialmente a zero. 2

Corolário 2 Considere o sistema dinâmico (16)–
(17) com atraso estocástico τk, cuja densidade
de probabilidade f(τk) tem as propriedades (34)–
(37). Se ∃µ ∈ [0, 1) que satisfaça a desigualdade

∥

∥

∥
Φ̃τk

∥

∥

∥

p
≤ µ , ∀τk ∈ [0, h) : f(τk) > 0 , (43)

então o sistema dinâmico será globalmente expo-
nencialmente estável.

Prova: Para obter resultados menos conservado-
res, aplica-se a transformação (40) no vetor de es-
tado. A norma do estado X̃[k] pode ser majorada
por:

∥

∥

∥
X̃[k]

∥

∥

∥

p
=

∥

∥

∥

(

Πk−1
i=0 Φ̃τi

)

X̃[0]
∥

∥

∥

p

≤

(

Πk−1
i=0

∥

∥

∥
Φ̃τi

∥

∥

∥

p

)

∥

∥

∥
X̃[0]

∥

∥

∥

p

≤ µk
∥

∥

∥
X̃[0]

∥

∥

∥

p
, ∀k > 0 , (44)

uma vez que µ satisfaz a desigualdade (43). Desde
que |µ| < 1, pode-se concluir que a progressão ge-
ométrica µk → 0 exponencialmente à medida que
k → +∞, o que implica a convergência exponen-

cial da norma do estado
∥

∥

∥
X̃[k]

∥

∥

∥

p
→ 0. Da de-

sigualdade (42), conclui-se que ‖X[k]‖p também
converge exponencialmente a zero. 2

O Corolário 2 garante a estabilidade global
exponencial, mais forte do que a convergência ex-
ponencial da esperança do estado no Teorema 1.
Entretanto, o Corolário 2 assume a condição (43),
mais restritiva do que a condição (39).

4 Medição de Atrasos em Redes sem Fios

Nesta seção é abordado o método experimental
utilizado para medir os atrasos de comunicação
das redes ZigBee e Wi-Fi utilizando User Da-
tagram Protocol (UDP) ou Transmission Control
Protocol (TCP). O objetivo é utilizar a distribui-
ção estocástica dos atrasos obtido para cada caso
nas simulações e análises de um exemplo numérico
a ser definido.

Os testes realizados consistiam no envio perió-
dico de um pacote de dados de um módulo trans-
missor para um módulo receptor, ambos acoplados
a dois microcontroladores Arduino UNO e tam-
bém conectados fisicamente por um par de fios.
As Figuras 1 e 2 mostram os diagramas de blo-
cos dos arranjos utilizados nos experimentos com
a rede ZigBee e a rede Wi-Fi, respectivamente.
Nos experimentos foram utilizados os componen-
tes relacionados na Tabela 1.

Ao enviar um pacote, o Arduino transmissor
também sinalizava por meio do elo digital f́ısico
(par de fios), o que permitia que o temporizador
interno do microcontrolador receptor registrasse
esse tempo (tref [k]). Posteriormente, ao receber



Figura 1: Diagrama de blocos dos experimentos
com a rede ZigBee.

Figura 2: Diagrama de blocos dos experimentos
com a rede Wi-Fi.

Tabela 1: Componentes utilizados nos experimen-
tos para medição de atrasos em redes sem fios.

Quantidade Componente

2 Arduinos UNO
2 Módulos Wi-Fi RN-171XV
2 Módulos XBee Series 2
2 XBee Shields
1 Roteador TP-LINK N750

o comando via rede sem fios, o Arduino recep-
tor registrava o tempo em que o pacote foi rece-
bido (ta[k]). Esses dados eram enviados por meio
de uma porta Universal Serial Bus (USB) a um
microcomputador que os registrava para processa-
mento posterior. Dessa forma, é posśıvel calcular
o tempo de atraso, dado por:

τk = ta[k] − tref [k] , (45)

e a partir do conjunto de dados obtém-se a distri-
buição estocástica dos atrasos.

Para cada configuração das redes, os testes
foram repetidos três vezes, com uma duração de
cerca de uma hora cada teste. A resolução do
temporizador utilizado é de 4µs.

4.1 Resultados experimentais

A Tabela 2 apresenta os principais resultados dos
experimentos para cada configuração: o maior va-
lor dos atrasos, o menor valor dos atrasos, a mé-
dia dos atrasos, o desvio padrão dos atrasos e o
número de pacotes perdidos (absoluto e relativo).
Além disso, foi gerado um histograma para cada
configuração (Figuras 3, 4 e 5) para melhor visu-
alização da distribuição estocástica dos atrasos.

Figura 3: Histograma dos atrasos medidos na rede
Wi-Fi TCP.

Figura 4: Histograma dos atrasos medidos na rede
Wi-Fi UDP.

A Figura 3 sugere que o valor médio dos atra-
sos utilizando Wi-Fi TCP é o maior das três con-
figurações. Além disso, nesta configuração não
aconteceu perdas de pacotes, o que já era espe-
rado pois no TCP é previamente estabelecida uma
conexão entre o transmissor e o receptor e essa co-
nexão permite haver um mecanismo de controle de
envio e recebimento, garantindo a entrega do pa-
cote ao destinatário (Kurose e Ross, 2013, Cap. 3).

A Figura 4, mostra que o Wi-Fi UDP é o
mais rápido das três configurações. Entretanto,
observando-se a Tabela 2, houve a perda de cerca
de 1% do total pacotes, pois no protocolo UDP
não há o estabelecimento de uma conexão entre
o transmissor e o receptor, ou seja, a comunica-
ção é unilateral e não garante a entrega do pa-
cote (Kurose e Ross, 2013, Cap. 3).

A Figura 5 mostra que os atrasos da rede
ZigBee estão concentrados em torno de dois pi-
cos, o que se deve ao reenvio de pacotes que
essa rede realiza quando os pacotes não são en-
tregues (Bezerra, 2012), de forma semelhante ao
TCP. Além disso, esta teve o menor valor médio
de atrasos e o menor desvio padrão dentre as redes
testadas. Também não houve perdas de pacotes.



Tabela 2: Dados coletados e estat́ısticas para cada configuração de rede sem fios testada.
Módulo Wi-Fi (UDP) Módulo Wi-Fi (TCP) Módulo ZigBee

Total de pacotes 11620 11087 11306
Atraso mı́nimo (ms) 5,764 7,080 7,944
Atraso máximo (ms) 212,124 410,424 74,212
Atraso médio (ms) 12,465 21,863 10,666
Desvio padrão (ms) 9,178 18,929 2,814
Pacotes perdidos 117 (1%) 0 0

Vezes que τk > 17, 3 ms 1139 (9,8%) 4883 (44%) 433 (3,9%)

Figura 5: Histograma dos atrasos medidos na rede
ZigBee.

5 Exemplos Numéricos

Nestes exemplos numéricos, considera-se o sistema
com autovalores instáveis:

ẋ(t) =

[

0 1
2 1

]

x(t) +

[

0
1

]

u(t) , (46)

Escolheu-se o peŕıodo de amostragem h =
0, 5 s, maior que o atraso máximo das redes sem
fios na Tabela 2. O modelo dinâmico em tempo
discreto (5) tem as matrizes

Φ =

[

1, 3104 0, 7039
1, 4078 2, 0144

]

, Γ =

[

0, 1552
0, 7039

]

. (47)

Os autovalores desejados são λ1 = 0, 95 e
λ2 = 0, 96. Para obtê-los no sistema sem atraso,
calcula-se a matriz de realimentação de estado
L = [2, 0059 ; 1, 5676].

5.1 Sistema sem atraso ou com atraso constante

Para avaliar a estabilidade do sistema com atraso
constante, a Figura 6 apresenta o máximo autova-
lor da matriz Φ̃τ em função do atraso. Nota-se que
λmax(Φ̃τ ) ≥ 1 para τ > 45, 9 ms, ou seja, atrasos
grandes violam a condição de estabilidade.

As Figuras 7, 8 e 9 apresentam os resulta-
dos das simulações do sistema de controle em ma-
lha fechada sem atraso ou com atrasos constantes
τ = 25 ms e τ = 50ms, respectivamente. O estado
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Figura 6: Máximo autovalor em função do atraso.

inicial é x(0) = [ 1 ; −2 ]T . Como esperado, a res-
posta do sistema sem atraso, Figura 7, é estável.
Na Figura 8 o atraso é τ = 25 ms, o transitório
também é estável, conforme esperado da análise
do maior autovalor, mas é um pouco mais lento e
oscilatório do que no caso sem atraso. O atraso
τ = 50 ms instabiliza o sistema, o que é evidente
na Figura 9, pois o maior autovalor está fora do
ćırculo unitário, conforme a Figura 6.
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Figura 7: Simulação da realimentação de estado
sem atraso.

5.2 Sistema com atrasos estocásticos

Para analisar a estabilidade de forma menos con-
servadora, a matriz Φ̃τ dada por (33) foi compu-
tada com a matriz V formada pelos autovetores
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Figura 8: Simulação da realimentação de estado
com atraso constante τ = 25 ms.
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Figura 9: Simulação da realimentação de estado
com atraso constante τ = 50 ms.

da matriz Φ̄τ̄ , na qual τ̄ é o atraso médio da rede
ZigBee (vide Tabela 2). Pode-se observar na Fi-
gura 10 que a norma da matriz de transição de
estado é ‖Φ̃τ‖ < 1 para τ < 17, 3 ms. Conforme o
Corolário 2, a estabilidade do sistema com atraso
estocástico seria garantida se esse atraso máximo
fosse respeitado. Na Tabela 2, que mostra o nú-
mero de vezes que o atraso ultrapassou 17,3 ms,
verifica-se que isto não é atendido por nenhuma
das redes testadas. Naturalmente, esse resultado
é mais conservador do que a condição sobre o má-
ximo autovalor válida para atraso constante.

Para obter resultados menos conservadores
por meio do Teorema 1, deve-se calcular a espe-

rança E
{

‖Φ̃τk
‖
}

. Isto foi feito numericamente

para os atrasos estocásticos das redes sem fios
testadas. Os resultados são apresentados na Ta-

bela 3. Nota-se que, E
{

‖Φ̃τk
‖
}

< 1, para as redes

ZigBee e Wi-Fi UDP, o que garante a convergên-
cia exponencial da esperança do estado. Entre-
tanto, isto não pode ser garantido para a distri-

buição da rede Wi-Fi TCP, pois E
{

‖Φ̃τk
‖
}

> 1.

O sistema de controle foi simulado com os
atrasos das redes ZigBee e Wi-Fi medidos experi-
mentalmente. As Figuras 11, 12 e 13 apresentam
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Figura 10: Norma ‖Φ̃τ‖ em função do atraso.

Tabela 3: Esperanças E
{

‖Φ̃τk
‖
}

para o controle

com cada rede sem fios.

Rede E
{

‖Φ̃τk
‖
}

ZigBee 0,9702
Wi-Fi UDP 0,9905
Wi-Fi TCP 1,0310

as variáveis de estado simuladas. As Figuras 11
e 12 indicam que os comportamentos para as re-
des ZigBee e Wi-Fi UDP são estáveis, o que já era
esperado. Além disso, seus desempenhos são bem
semelhantes, o que talvez seja atribúıdo ao fato do
atraso médio de ambas as configurações serem pa-
recidos. A Figura 13 também indica a estabilidade
no caso da rede Wi-Fi TCP, o que não pode ser
garantido pelo Teorema 1. Além disso, o transitó-
rio é mais lento e oscilatório, possivelmente devido
ao seu maior atraso médio.
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Figura 11: Simulação da realimentação de estado
com atraso estocástico da rede ZigBee.

6 Conclusões

Foi estudada a estabilidade de sistemas com si-
nais de controle transmitidos por redes sem fios
com atrasos estocásticos. Para isso, aplicou-se
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Figura 12: Simulação da realimentação de estado
com atraso estocástico da rede Wi-Fi UDP.
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Figura 13: Simulação da realimentação de estado
com atraso estocástico da rede Wi-Fi TCP.

uma abordagem baseada na esperança da norma
de uma matriz de transição de estado, que é de-
pendente da distribuição estocástica do atraso.

Foi apresentado também um método de me-
dição de atrasos que permitiu obter caracteŕısti-
cas dos atrasos de três redes sem fios distintas.
Os resultados dos experimentos foram utilizados
em simulações realistas que ilustram a teoria de-
senvolvida. Esta é uma diferença significativa em
relação a outros trabalhos que apresentam resul-
tados conservadores ou em condições pouco rea-
listas, tais como atrasos constantes ou com distri-
buição gaussiana.
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