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Abstract— This article presents a comparative didactic study between well-known estimating techniques,

aiming to contribute to the understanding of the application of these estimators on a benchmark nonlinear
process - the four tank process. Computer simulations show the performance of the steady-state Kalman filter,
the recursive Kalman filter and the extended Kalman filter on various settings. Additionally, a new approach to
Kalman filter design for nonlinear systems is presented by Takagi-Sugeno fuzzy models. The results presented
in this study may help on the understanding of these estimation techniques and also illustrate the advantages of
more complex filters.
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Resumo— Este trabalho apresenta um estudo comparativo entre filtros classicos da literatura com o objetivo
de contribuir didaticamente para o entendimento da aplicacido destes filtros em um processo nao linear benchmark
em controle de processos, o processo de quatro tanques. Simulagdes computacionais mostram o desempenho do
filtro de Kalman em estado estaciondrio, do filtro de Kalman recursivo e do filtro de Kalman estendido para
diversos cendrios. Adicionalmente, é apresentada uma nova abordagem de projeto de filtros de Kalman para
sistemas ndo lineares por meio de modelos fuzzy Takagi-Sugeno. Propode-se que os resultados apresentados
possam ajudar no entendimento da aplicagdo desses filtros e ilustrar as vantagens de filtros mais sofisticados.

Palavras-chave— Filtro de Kalman, Desigualdades matriciais lineares, Estimador de estados, Processo de

quatro tanques, Sistemas fuzzy Takagi-Sugeno

1 Introducao

A obtengao de informagoes acerca da dinamica e
das varidveis de um sistema é fundamental para
o projeto de sistemas de controle. A qualidade
dos sensores e do modelo matematico de um pro-
cesso relaciona-se com a qualidade de controle do
sistema. Com o intuito de atenuar a influéncia de
ruidos de medicao e de erros de modelagem no de-
sempenho do controle, ferramentas de estimacgao e
filtragem sao utilizadas. Denota-se por estimac¢ao
de estados o procedimento de calculo das varidveis
de um sistema a partir do modelo matematico e
das leituras das saidas do sistema.

O processo de quatro tanques (Johansson,
2000) tem sido utilizado como benchmark para
ensino e pesquisa em sistemas de controle
(Johansson et al., 1999; Dormido e Esquembre,
2003). A Figura 1 mostra o diagrama esquem&-
tico do processo.

Filtros de Kalman podem ser utilizados para
contornar ruidos de medicao e possiveis impreci-
soes na modelagem em sistemas de controle de
processos lineares e nao lineares. No estudo Wal-
lebick (2008), o filtro de Kalman é utilizado para
a estimagao do nivel de combustivel do tanque de
um caminhdo. No artigo Seung et al. (2017), o
filtro de Kalman unscented é utilizado na estima-
¢ao de estados e na identificagdo de parametros
desconhecidos de um sistema de dois tanques aco-

plados. Em Azam (2017), o filtro de Kalman é
utilizado para a estimagao de estados do processo
de quatro tanques, tomando como base o modelo
discretizado do processo.
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Figura 1: Representagao esquematica do processo
de 4 tanques.

reservatorio

O filtro de Kalman fornece estimagao com
variancia minima para sistemas lineares com di-
namica e matrizes de covaridncia de ruidos co-
nhecidas (Kalman, 1960). Uma extensao para
sistemas nao lineares é dada pelo filtro de Kal-
man estendido (do inglés, extended Kalman fil-
ter). Contudo, em geral, a otimalidade do fil-
tro nao é conservada, podendo o filtro divergir
devido a linearizacao em torno do estado esti-
mado (Anderson e Moore, 1979). Outros filtros
foram propostos para contornar essas desvanta-



gens, como o filtro de Kalman unscented (Julier
e Uhlmann, 2004), que requer um maior esforgo
computacional na sua implementagao. E possivel
projetar filtros e observadores para sistemas nao
lineares por meio do uso de modelos fuzzy Takagi-
Sugeno (T-S) (Tanaka e Wang, 2001). Uma vanta-
gem do modelo T-S encontra-se na possibilidade
de representacao de sistemas nao lineares como
uma combinacao nebulosa de sistemas lineares em
um certo dominio, o que permite o emprego de
técnicas lineares de projeto. Assim sendo, neste
trabalho é proposta uma técnica de projeto de fil-
tros de Kalman fuzzy de varidncia minima como
um problema de minimizacdo de norma Hs. A
norma Hs pode ser vista como a variancia do erro
de estimacao quando a dinamica é sujeita a um
ruido branco de covaridncia unitdria. Filtros de
Kalman fuzzy tém sido objeto de estudos recentes
(Gauterin et al., 2016; Pletschen e Diepold, 2017).
Em Pletschen e Diepold (2017), uma andlise local
é realizada, mas as varidveis premissas sao con-
sideradas disponiveis para leitura. Em Gauterin
et al. (2016), observadores T-S sdo comparados
com filtros de Kalman. O caso de projeto de ob-
servadores T-S quando as varidveis premissas nao
estao disponiveis tem sido alvo de investigacao na
literatura, como por exemplo em Maalej et al.
(2017) por meio da estabilidade entrada-estado
(ISS). A técnica proposta propde um novo mo-
delo para tratar a incerteza ocasionada pela nao
leitura das varidveis premissas e apresenta condi-
¢oes LMIs mais relaxadas do que as existentes na
literatura.

A contribuicdo deste estudo é mostrar, com
fins didaticos, a aplicagao do filtro de Kalman em
estado estaciondrio (tempo continuo), do filtro de
Kalman recursivo (tempo discreto) e do filtro de
Kalman estendido (tempo discreto) na estimagao
de estados do processo de quatro tanques e em
compara¢ao com uma nova técnica proposta ba-
seada em modelos fuzzy T-S em tempo continuo.

2 Descricao do sistema e dos filtros

2.1 Sistema de quatro tanques

O processo consiste em quatro tanques de dgua in-
terconectados, duas bombas de liquido e diversas
valvulas de controle de fluxo, conforme mostrado
na Figura 1.

A partir das equagoes de balango volumétrico
dos tanques, pode-se derivar o modelo matematico
do processo, mostrado no sistema de equagoes a
seguir:

hy = L (03v/2gh3 + Y1K1v1 — 011/2gh1)

(
ha = 2= (04v/2gha + y2kzv2 — 02/2gh2) (1)
hs = 5= ((1 = v2)k202 — 031/2ghs3)
ha = 2=((1 — y1)k1v1 — 04v/2gha)

a3z

em que 01, 02, 03 € 04 520 as aberturas das valvulas

de saida dos tanques; a1, as, as € a4 sao as areas
da secao transversal dos tanques; k1 € ko S840 0s
ganhos das bombas 1 e 2; v; e v9 sao as tensoes
aplicadas nas bombas 1 e 2; g é a aceleracao da
gravidade; 1 e v2 sao as aberturas percentuais das
valvulas intermediarias 1 e 2; e, por fim, hy, ho,
hs e hy sao os niveis dos tanques. Os valores das
constantes utilizados neste estudo sao mostrados
na Tabela 1.

Tabela 1: Constantes utilizadas.

a (1,2,3,4) | 48.51 cm?
o(1,2,3,4) | 1 em?

K (1,2) 1 em?/V.s
g 9.81 m/s?

A partir da linearizagdo do sistema (1) em
torno de um determinado ponto de operacgao,
é possivel representar o modelo do processo na
forma de espacos de estados:

x = Ax + Bu
{ _ (2)
y=0Cx
As matrizes A, B e C da representagao do

sistema linearizado em espago de estados sao mos-
tradas abaixo!:

—01v2g 0 0329 0
2a1\/h__1 2“1\/h__3
0 —02+v2g 0 0429
2 ha 2 ha
A= 0 a20 2 oy a20 4 (3)
2a3\/ﬁ
0 0 0 M
2a4\/ ha
W(llllﬂ 0
0 J2K2
_ az _
b= 0 (A—vy2)kg |’ C=1s (4)
(I—=v1)k1 aOS

aq

Na notagao utilizada, o vetor de estados do
sistema é dado por x = [Ah; Ahy Ahz Ahy]7,
sendo Ah = h — h as varidveis de desvio dos
niveis dos tanques. Os termos hy, ho, hs e hy
sao os niveis em regime permanente dos tanques,
utilizados como ponto de linearizagao. O vetor
u = [Av; Awvg]T é o vetor de entradas do sistema,
sendo Av = v — T o vetor de varidveis de desvio
das tensoes v e vo aplicadas nas bombas, relativas
as tensoes de regime permanente 77 e 3. O vetor
y corresponde aos valores lidos pelos sensores de
nivel.

2.2 Modelagem por meio de sistemas fuzzy
Takagi-Sugeno

Para que seja possivel empregar técnicas lineares
no projeto do filtro de Kalman, o modelo nao
linear (1) pode ser descrito por modelos fuzzy
Takagi-Sugeno (T-S). O modelo é obtido a par-
tir da técnica de linearidade setorial (do inglés,

1A notacao I, e 0, indicam a matriz identidade e a
matriz de zeros de dimensoes R™*™.



sector nonlinearity) (Tanaka e Wang, 2001) para
representar de maneira exata a dinamica do pro-
cesso em uma certa regiao no espago de estados.
Na aplicacao, dividiu-se a altura dos tanques em
intervalos e calculou-se um modelo fuzzy valido
para cada intervalo.

Considerando o modelo nao linear (1) sujeito
a ruido gaussiano de processo w e ruido gaussiano
de medicao v, de médias nulas e covariancias @ e
R, respectivamente, o seguinte modelo fuzzy T—S é
obtido considerando os estados pertencentes a um
dominio 2 = {x € R™ : x; € [h h
1,...,4} C R™

Tmin ) imaz]a v =

T =A(u)x n 1w
{ (1)z + Bu+ B -

em que T = [h1 ha hs h4]T € R* é o vetor de
estados, u € R? é o vetor de entrada de controle,
y € RP é o vetor de saidas medidas (p = 4 ou
p=2), 0 =[@7 #7]", com i =Q V2we =
R~1/2y, é o vetor contendo os ruidos de processo
e de medicdo. As matrizes do sistema sao dadas

por

N
A(p) = mi(z)Ai, N =2
i=1

By = [B,Q'Y? 0], Di=[0 D,R?],
em que B dado em (4), pu(z) = (p1,...,un) é a
funcao de pertinéncia pertencente ao simplex uni-
tario, ou seja, p; > 0, Zfil =1,e z € R* o vetor
de varidveis premissas.

As varidveis premissas z; = /Z;/xi, i =
1,...,4, modelam as ndo linearidades em (1) e
os vértices A; sao obtidos a partir da substituicao
dos valores maximos e minimos de z;, para x € 2,
em

—0121V29 0 0323129 0
a a
01 —o0222v2g 01 0424v2g
_ a a
A(z) = 0 02 —OSZ:;\/% 02
0 0 0 —0424/29

Foi considerado o intervalo de nivel h;, ., =
0.0bmeh;, ., =023m,i=1,...,4, que o ruido
de processo, causado pela variagao dos atuadores,
afeta todos os niveis, ou seja, B, = I4, e que o
ruido de medigao afeta todas as leituras de nivel,

que podem ser:
1. todos os niveis: Dy, = I, C = Iy;
2. niveis inferiores h1 e ho: D, = I, C =

(I, 0o).

2.8 Descricao dos filtros de Kalman

A utilizacao de filtros de Kalman na estimacao de
varidveis de um sistema pressupoe a existéncia de

ruidos de processo (isto é, perturbagdes na dina-

mica do sistema nao consideradas em seu modelo

matemético) e de ruidos de medigao nos sensores,

de caracteristicas gaussianas, conforme mostrado

no sistema a seguir:

X =Ax+ Bu+w ()
y=Cx+v

em que w ¢é o ruido gaussiano de processo, cuja
matriz de covariancia é Q, e v é o ruido gaussiano
de medicao, cuja matriz de covaridncia é R.

Pode-se provar que, para processos pertur-
bados por ruidos de processo e de medicao gaus-
sianos, a estimagao do filtro de Kalman possui o
menor erro quadratico médio entre os estimadores
lineares (Kalman, 1960).

Em linhas gerais, o filtro de Kalman estima
os estados de um processo por meio da pondera-
¢ao entre os valores de saida do sistema (i.e. os
sinais lidos pelos sensores, perturbados pelo ruido
de medicao) e os valores de saida do modelo ma-
teméatico do processo. Tal ponderagao é realizada
por uma matriz de ganhos K, denominada ganho
de Kalman. O ganho de Kalman pode ser calcu-
lado de forma recursiva ou estatica, ou seja, um
valor constante em estado estaciondrio.

A linearizacdo do processo em torno de um
ponto de operacao resulta na diminui¢ao do de-
sempenho da estimagao dos filtros para cendrios
afastados do ponto de linearizagdo. Para contor-
nar este problema, pode-se utilizar o filtro de Kal-
man estendido, um método de estimacgao recursivo
que lineariza as equagoes do processo a cada ite-
ragdo (Anderson e Moore, 1979). Espera-se tam-
bém que a nova abordagem baseada no modelo
fuzzy Takagi-Sugeno permita estender a aplicagao
de filtros de Kalman na estimagao de estados de
sistemas nao lineares.

2.3.1 Filtro de Kalman - estacionario

Para o filtro de Kalman estaciondrio (ou de regime
permanente), o ganho de Kalman pode ser calcu-
lado algebricamente pela equacdo K = PCTR™!,
em que P é uma matriz definida positiva que é
solugdo da equagao algébrica de Riccati (Lewis
et al., 2008):

AP+ PAT + Q- PCTR™'CcP=0 (7)

O ganho de Kalman calculado é aplicado em
um estimador de estados, mostrado na Figura 2,
em que X, u, y e y correspondem, respectiva-
mente, ao vetor de estados estimados, ao vetor de
entradas do sistema, a saida do sistema e a saida
estimada do sistema.

Nas simulacoes computacionais deste estudo,
o ganho de Kalman estacionédrio foi obtido uti-
lizando a funcdo Kalman(), prépria do MA-
TLAB®).



Figura 2: Estimador de estados.

2.3.2 Filtro de Kalman - recursivo

O filtro de Kalman recursivo descrito neste es-
tudo baseia-se no modelo linearizado discretizado
do processo de quatro tanques, cuja representagao
em espago de estados é mostrada a seguir:

(8)

Xpt+1 = AaXp + Baug + wg i,
Yir1 = CaXpy1 + Vark

em que Ag, By e Cy sao as matrizes da representa-
¢ao discretizada em espago de estados do sistema
(Astrom e Wittenmark, 1997).

Os vetores wq € Vg S0, respectivamente,
os ruidos de processo e de medi¢ao no instante k.
Os equivalentes discretos Qg e Ry das matrizes
de covariancias dos ruidos sao determinados da
seguinte maneira (Franklin et al., 1990):

Ts
T
Qd:/ eATQeA Tdr
0

Rd:i

(9)

sendo Ts = 0.1 s o tempo de amostragem utilizado
neste estudo.

Um método de se calcular numericamente
a integral presente em (9) é mostrado em Loan
(1978).

Os procedimentos do filtro de Kalman recur-
sivo sao divididos nas etapas de predicao e corre-
¢ao.

e Predicao:

O algoritmo recursivo do filtro de Kalman
inicia-se com a etapa de predigao dos estados

medidos:
XZTed AgXp—1 + Bqug (10)
PPt = AP, 1 AT 4+ Qq

em que x?ed ¢ a predicao dos estados para o

instante k, Xx_1 € o vetor de estimagoes dos
estados no instante kK — 1, ux é o vetor de
entradas do sistema no instante k, Pr_1 é a
matriz de covariancias dos erros de estimagcao
para o instante k — 1 e P,fTed ¢ a predicao da
matriz de covariancia dos erros de estimagcao
para o instante k. Neste estudo, para a pri-
meira iteragio (k = 1), Xx—1 corresponde ao
vetor de estados iniciais do sistema e P,_1 é
a matriz identidade.

e Correcgao:

A segunda etapa do algoritmo, dita de atua-
lizacdo ou de corregdo, consiste no calculo do
ganho de Kalman, K}, seguida pela aplica-
cao desta matriz na atualizacdao dos estados
preditos na etapa anterior:

Ky = PP"CT (CaPP™ ' CT + Ry)~
X =X} red Ki(y, — Cdxpred) (11)
Py = (I — K,Cq) PP
em que y; € a saida do sistema no instante

k, P, é a matriz de covariancias do erro de
estimagao corrigida e I é a matriz identidade.

Vale ressaltar que, para os filtros de Kalman
estaciondrio e recursivo, que se baseiam na dina-
mica linearizada do sistema, os estados X e as en-
tradas u sao variaveis de desvio relativas ao ponto
de linearizacao utilizado.

2.3.3 Filtro de Kalman estendido

As etapas de predigao e corregao do filtro de Kal-
man estendido sao descritas a seguir:
e Predigao

Xired = f(Xp—1,ux)

red T (12)
Pkp = JP]C,1J +Qd

em J é a matriz Jacobiana do sistema em
relagao aos estados x dada por

of
J == 13
0z |25, _1,up ( )
O vetor x?ed corresponde 3 predicao de esta-

dos feita pelo filtro; Xx_1 é o vetor de estima-
coes dos estados realizadas no instante ante-
rior kK — 1 e up é o vetor entrada do sistema.
Neste estudo, na primeira itera¢io (k = 1),
Xr_1 € o vetor de estados iniciais do sistema
e Pr_1 é a matriz identidade.

Para a implementagao da funcao f(x,u), que
fornece uma representacao discretizada da di-
namica nao linear do processo de quatro tan-
ques, aplicou-se o método de aproximacao de
Euler (Davis, 1984) as equagoes do sistema
(1) resultando em

hik+1 = Z—f(OS\/QQh&k + Y1K1V1,k
—01y/2gh1k) + hik

hoky1 = 5—28(04\/29}14,19 + Y2K2vU2 K
02+/2gh2k) + ho
o Ls (1 — y2)kov2 i

f(x,u) = )
03+/2gh3k) + hsk
)
)

h3 k11 =

a—((l —Y1)K1V1,k

04+/2ghak) + ha i

haki1 =




e Correcao

Kk _ PlfTedHT(HP]fTedHT + Rd)—l
+ Ky, — Hx}™*%)
Py = (I — KxH)P™

(14)

)A(k _ ered

em que H corresponde a matriz Cy do sistema

(8).

2.3.4 Filtro de Kalman fuzzy T-S

O projeto de um filtro de variancia minima pode
ser reescrito como um problema de minimizagao
da norma Hs do sistema, tendo como entrada um
ruido branco de covariancia unitéria e como saida
o erro de estimacao.

Considere o seguinte filtro de Kalman fuzzy,
inspirado no observador Kalman-Bucy,

&= A1)z + Bu+ K (1) (y — C#) (15)

em que Z é o estado estimado, i = p(2) é a fungao
de pertinéncia com varidveis premissas estimadas
2 = /)&, i = 1,...,4. Observe que, para a
implementacao do filtro (15), a defuzzificagcdo deve
ser feita a partir dos estados estimados .

A dinamica do erro de estimacao o, = — T
é dada por

e = (A(p) — K(2)C)ze + (Ap) —

e A(p))x
+(B1 = K(f1)Dy)w.

(16)

E importante notar que, para a dinamica
do erro convergir para zero, é necessario proje-
tar K (1) tal que (A(f) — K()C) seja estével e
considerar no projeto o termo g(x, z.) = (A(u) —
A(f))z, pois, no caso geral, a varidvel de estado x
nao converge para zero.

Para a modelagem fuzzy por meio da nao li-
nearidade setorial, é necessario assumir que a fun-
¢ao de pertinéncia pu(z) é uma fungao Lipschitz,

isto é, que existem escalares L; e R, i =1,..., N,
positivos tais que ||p;(2) — pi(2)|] < Lillz — (2 —
xe)|| = Li||ze||, pois z depende de x e 2 de &. Por-

tanto, g(x, x.) possui limite de crescimento linear,
ou seja,

llg(z, ze)ll = [[(A(n) — A(R))l|
_||Z ,uz

I [ Aiz]] < ZL [|Ai] ] []zel

2))A;z||

i=1
< a ||zl
em que?
N
Z Ai) [
Li= max - ||(ui(2) = pwa(2)l/[|zell

TEN,TEQe

25(M) é o valor singular méximo da matriz M.

Foi adotado um erro méximo de estimagao de
0.04m, ou seja, . {ze € R* : =z, €
[-0.04, 0.04], i =1,...,4}.

A dinamica do erro de estimacdo pode ser
reescrita como:

te = (A(R) — K(2)C)ze + (B — K(f)D1)w
gz, e), g, ze)l] < a |zl

(17)

A condi¢ao de projeto de K (i) que minimiza

a variancia do erro de estimagao x, para uma en-

trada de ruido @ em (17) é escrita como um pro-

blema de minimizagao da norma s pelo seguinte
teorema.

Teorema 1 Se existirem matrizes P = PT > 0,
X, G, Z(1) e escalares e > 0, 7 > 0 e & > 0,
tais que o sequinte problema de otimizacdo seja
satisfeito: min Tr(X) sujeito a3

¢He{HB, — F(3)D1} — X *

GB, - Z(3)D) —eHT P-G-GT| <"
(18)

® * * *
P—¢U-GT —¢(G-GT) *  « “0

1 0 —-I x

P 0 0 -1

(19)
com ® = U+ VT 4 o], U = GA(,&) Z()C,

F(p) = [Z(m)T 0] = [GT 0] , entdo a
dindmica do erro de estimagdo (17) € assintoti-
camente estdvel para x € (), o custo garantido da

norma Hz € dado por Tr(X) e o ganho de Kalman
é dado por K (i) = G™1Z(j1).

Prova: A prova do teorema é omitida por ques-
toes de espaco, podendo, no entanto, ser demos-
trada pela aplicagao do Lema de Finsler na con-
digao de custo garantido da norma Hs do sis-
tema, tendo como entrada o ruido w e como saida
o erro de estimacao z, em (16), considerando a
fungao de Lyapunov V(z) = 2! Pz, (de Oliveira
et al., 2004). A restricao ||g(z, z.)|| < a ||ze]]
foi incorporada por meio do S-procedure (Boyd
et al., 1994). |

Uma representagao alternativa para o termo
g(z, z.) pode ser obtida por meio da seguinte re-
presentagao politdpica:

A1) 7 —e

T
zlw,

N2
= T(p, ) = Y iz, 2)Tie.
=1

Aplicando a regra de L’Hospital tém-se
limol"(,u,/l) < 00 0 que permite a obtencao
Te—

dos coeficientes matriciais I'; por meio da técnica

30 sfmbolo * denota o termo simétrico e He{M} =
M+ MT.



de nado linearidade setorial?. Desse modo, a
dinamica do erro de estimacao pode ser reescrita
como:

Te = (A(ﬂ) - K(ﬂ)c + F(:ua ﬂ))xe (20)

+(B1 — K(p)Dy)w

O projeto do ganho de Kalman é dado pelo
teorema abaixo.

Teorema 2 Se existirem matrizes P = PT > 0,
X, G, Z(ir) e escalares ¢ > 0 e & > 0, tais
que o segquinte problema de otimizacdo seja satis-
feito: min Tr(X) sujeito a (18) e (19), eliminado-
se a ultima linha e a dltima coluna de (19), com
© =T+ 9", ¥ =G(A(R) + T(p, i) — Z(R)C,
F(p) = [2()T o', H = [GT 0]", entio a
dindmica do erro de estimagdo (20) € assintoti-
camente estavel para x € ), o custo garantido da
norma Hz € dado por Tr(X) e o ganho de Kalman
¢ dado por K (1) = G Z ().

Prova: A prova do teorema segue os mesmos pas-
sos do Teorema 1. O

3 Métodos

No ambiente computacional Simulink®), simulou-
se o processo de quatro tanques descrito nos sis-
temas (1) e (6) e, também, as quatro variagoes do
filtro de Kalman descritas na se¢ao anterior.

Para cada tipo de filtro, trés tipos de tes-
tes foram realizados. Em cada teste, simulou-se a
aplicagao de um degrau de tensao nas bombas. Os
ensaios diferem entre si quanto aos valores iniciais
e finais dos degraus de entrada e as aberturas v,
e 72 das valvulas intermediarias.

Os parametros dos testes sao descritos em de-
talhes na Tabela 2. Para os valores de entrada v
e v, adotou-se a seguinte notagao: tensdo inicial;
tensao final; tempo do degrau.

Tabela 2: Parametros dos testes.

Ne | v (V) | w2 (V) Y
1.8792; | 1.6573; | _

1| 2.0208; | 1.7717; 71:8;%;
50 seg | 200seg | 127
1.8792; | 1.6573; | ..

2 | 2.0208; | 1.7717; leg'iﬁg’
50 seg | 200 seg | 12T
0.8858; | 1.1719; | ..

3 | 1.8792; | 2.0298; “:8'}232’
50 seg | 200 seg | 72T
0.8858; | 1.1719; | _ .

4 | 1.8792; | 2.0298; 71:8'1222’
50 seg | 200seg | 2T

No teste 1, o sistema opera em fase minima
(1 < v1 4+ 72 < 2). Nos demais testes, o sistema
opera em fase ndo minima (0 < 1 +792 < 1). A
comparacao entre os testes 1 e 2 permite analisar
os efeitos da fase do sistema no desempenho dos

4Verificou-se numericamente que ||gcliEOF(u7 Ml €
e

[0.04, 0.35] para = € Q.

filtros ao passo que os testes 2 e 3 diferem entre
si na amplitude dos degraus de subida na entrada
das bombas.

Para os filtros de Kalman estacionario e re-
cursivo, os pontos de linearizagao escolhidos cor-
respondem aos niveis iniciais dos tanques e as ten-
soes iniciais das bombas.

As matrizes de covariancias Q e R utilizadas
pelos filtros sao iguais aos valores das covariancias
reais dos ruidos de processo e de medicao:

0.9355 0 0 0
B sl 0 09355 0 0
Q=510 0 0 09355 0
0 0 0 09355
0615 0 0 0
ol 0 0615 0 0
R=10 0 0 0615 0
0 0 0 0615

Os testes 3 e 4 diferem entre si em relagao ao
numero de sensores utilizados para o calculo dos
filtros de Kalman. No teste 3, as leituras de todos
os sensores de nivel foram utilizadas. No teste
4, por sua vez, apenas as leituras dos niveis dos
tanques inferiores foram assumidas disponiveis. A
saida dos filtros de Kalman consiste na estimacao
dos niveis dos quatro tanques.

4 Resultados

As Figuras 3, 4, 5 e 6 mostram os resultados do
teste 3 para os quatro filtros em andlise. Os resul-
tados dos demais testes foram omitidos por ques-
toes de esnaco.
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Figura 3: Filtro de Kalman Estacionario - Teste
3.

O desempenho dos filtros foi determinado
pela comparagao entre os niveis reais (Xreqr) - D40
afetados pelos ruidos dos sensores, apenas pelo
ruido de processo - e os valores estimados pelos
filtros (%x). Como indicador de desempenho, foi
calculada a integral do médulo do erro (IME):

€est = X — Xreal, €L = Xlido — Xreal

IMEfiltro:/|€est|dt7 IMEleitura:/|€L|dt
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estendido (EKF) e fuzzy (KF Fuzzy) estdo mos-
trados em niveis percentuais, relativos ao indica-
dor SF' de cada teste:

IMFEKFtipo

SF = IMEpitura, KFtipo =
feit o IMEleitura

-1
em que K F'tipo corresponde ao valor do indicador
relativo e IM FEx piipo refere-se ao indicador IME
do respectivo filtro de Kalman em anélise.

2 L 4 . ~
2008 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Tabela 3: Erros de estimagao - IME.
0 0 100 150 temzsg © 20 300 30 400 Teste | Filtro Tanque 1 | Tanque 2 | Tanque 3 | Tanque 4
SF-1 24,850 | 25,156 | 24,892 | 24,880
KFRec - 1 -89,20% | -70,88% | -80,19% | -78.80%
Figura 4: Filtro de Kalman Recursivo - Teste 3. 1 [KFEst-1 [-928% [-7037% [-80,42% |-7867%
BKF - 1 87,09% | -69,60% | -71,76% | -72,45%
KF Fuzzy - 1 | -81,18% | -61,14% | -65,03% | -63,18%
e i o ] SF - 2 24,850 | 25,156 | 24,892 | 24,880
go.5; 1 KFRec - 2 S01.29% | -72,75% | -75,03% | -73,85%
g 01f ; : ; . . , ] 2 |[KFEst-2 -95,96% | -72,39% | -74,93% | -73,66%
0 50 100 150 200 250 300 350 400 EKF - 2 ,90'2]% ,72_’02% ,72768% ,7258%
tempo (s) KF Fuzzy - 2 | -92,68% | -68,62% | -74,03% | -72,10%
go2f ' ' ' ' : ‘ ] SF -3 24,850 25,156 24,892 24,880
Toal i KFRec - 3 TTA6% | -62,71% | -41,01% | +46,51%
H ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 3 |[KFEst-3 78,68% | -61,61% | -39,34% | +51,10%
0 50 100 150 mmzog(s) 250 300 350 400 EKF - 3 -89,92% | -72,02% | -72,69% | -72,66%
‘j KF Fuzzy - 3 | -92,40% | -68,45% | -74,03% | -712,76%
Eo. SF -4 24,850 | 25,156 | 24,892 | 24,880
E KFRec - 4 53,56% | -1,89% +68,93% | +301,88%
o, : ‘ 4 [KFEst-4 5406% | +1,63% | +67,03% | +300,46%
0 50 100 150 Iemzsg(s) 250 300 350 400 EKF -4 732‘64% 733’40% 732125% 732’30%
o1sE ‘ _ KF Fuzzy - 4 | -92,87% | -69,26% | -62,47% | -59,03%

. . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400
tempo (s)

Figura 5: Filtro de Kalman Estendido - Teste 3.
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Figura 6: Filtro de Kalman Fuzzy - Teste 3.

em que €.s; € 0 erro de estimagao, €, é o erro de
leitura dos sensores, dado pela diferenga entre os
niveis reais dos tanques (X,cqi) € 0s niveis lidos
pelos sensores (Xiido). J& IM Efijtro € IM Ejcitura
sao os indicadores de desempenho IMFE relativos
a estimacgao de estados e a leitura dos sensores,
respectivamente.

A Tabela 3 mostra o resultado das compa-
racoes do desempenho dos filtros. A sigla SF
(sem filtro) corresponde aos indicadores de erro
IME iture. Os valores referentes aos filtros de
Kalman estaciondrio (KFFEst), recursivo (KFRec),

Conforme apresentado na Tabela 3, nos cena-
rios em que os niveis dos tanques estiveram pré-
ximos ao ponto de linearizagdo escolhido (testes
1 e 2), o desempenho dos filtros recursivo e esta-
cionario foi ligeiramente superior ao desempenho
de estimagao do filtro de Kalman estendido (que,
ao contrario dos dois primeiros filtros, nao garante
estimacgao 6tima (Anderson e Moore, 1979)) e do
filtro de Kalman fuzzy. Contudo, para niveis mais
distantes do ponto de linearizagao (teste 3), as es-
timagoes dos filtros de Kalman estaciondrio e re-
cursivo apresentaram um erro de regime perma-
nente. Em tais cendrios, o desempenho dos filtros
de Kalman estendido e fuzzy foi superior. Por fim,
para o caso em que as medi¢oes de apenas dois
sensores estiveram disponiveis (teste 4), o filtro
de Kalman fuzzy obteve o melhor desempenho.

Ademais, nao houve diferengas significativas
na estimagao dos niveis para o filtro de Kalman
estaciondrio, recursivo e estendido ao se variar a
fase do sistema (testes 1 e 2). Por outro lado, o
desempenho do filtro de Kalman fuzzy foi melhor
no teste de fase minima (teste 2) do que no teste
de fase ndo minima (teste 1).

5 Conclusoes

Neste estudo, foram utilizados, com fins didéticos,
quatro filtros de Kalman - filtro de Kalman em es-
tado estacionario, filtro de Kalman recursivo, fil-
tro de Kalman estendido e filtro de Kalman fuzzy
- na estimagao dos estados do processo de quatro
tanques. O processo e os filtros de Kalman foram



simulados em ambiente computacional. Assumiu-
se a existéncia de ruidos gaussianos nos sinais de
leitura dos sensores de nivel.

Os erros de estimagao dos niveis dos tanques
foram calculados para cada filtro. Nos testes em
que o sistema operou préximo ao ponto de line-
arizacao, os filtros de Kalman em estado estacio-
nario e recursivo apresentaram o melhor desempe-
nho para o sistema de fase minima. Para pontos
de operacgao afastados do ponto de linearizagao,
o filtro de Kalman estendido e fuzzy obtiveram
o melhor desempenho. Ademais, o filtro de Kal-
man fuzzy, na situagao em que apenas duas entre
as quatro varidveis premissas estavam disponiveis
para utilizacao, apresentou o melhor desempenho
entre os filtros, confirmando a proposta do uso
deste filtro no tratamento de incertezas ocasiona-
das pela nao leitura de todas as varidveis premis-
sas.
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