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Abstract— The problem of quantum gate generation is a nonlinear open loop control problem. On one hand,
optimal control produces fast controls, but with enormous computational complexity, which is unacceptable for
large order systems. On the other hand, Lyapunov stabilization may produce slow controls but with acceptable
complexity. A third approach to tackle the complexity of optimal control is called GRAPE (Gradient Ascent Pulse
Engineering), which is essentially a numerical version of optimal control using gradient methods, and that may
produce very good results for large order systems. Our work introduces a fourth approach, which is an iterative
application of a Lyapunov stabilization procedure and is based on geometric properties of quantum systems and
the unitary Lie group. By fixing the desired final time Ty, our method may produce a solution with an arbitrary
precision. Our approach seems to be more natural and geometrically motivated than the numerical schemes
associated to the GRAPE method. Hence, some restrictions on the control law can be introduced in a quite
natural way. Furthermore, the efficiency of our method is assured by some mathematical proofs of convergence.
An example of a three coupled-qubit system is presented, for which an upper bound T; for the minimal-time
solution is known. Our method is able to generate fast and virtually exact solutions, with T around T;.
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Resumo— O problema de geragao de portas quanticas é um problema de controle ndo linear em malha
aberta. Por um lado, o controle 6timo gera controles rapidos mas com uma complexidade computacional imensa,
inaceitdvel para sistemas da ordem alta. Por outro lado, a estabilizagdo via Lyapunov pode produzir controles
lentos, mas com complexidade aceitdvel. Uma terceira técnica para abordar a complexidade do controle 6timo
é denominada de GRAPE (Gradient Ascent Pulse Engineering), que é essencialmente uma versdo numérica do
controle 6timo utilizando o método do gradiente, podendo produzir resultados muito bons para sistemas de
ordem alta. Neste trabalho, introduzimos um quarto método, que é uma aplicagéo iterativa de um procedimento
de estabilizagdo via Lyapunov, baseado nas propriedades geométricas de sistemas quanticos e do grupo de Lie
unitdrio. Fixado o tempo final desejado T, nosso método é capaz de produzir uma solugdo com precisao
arbitrdria. Nossa abordagem parece ser mais natural e geometricamente motivada que os esquemas numéricos
do método GRAPE. Assim, algumas restri¢oes na lei de controle podem ser introduzidas de forma relativamente
natural. Mais ainda, a eficiéncia do nosso método é garantida por algumas provas matemaéticas de convergéncia.

Um exemplo de um sistema de trés bits quanticos acoplados é apresentado. Para este exemplo, uma cota
superior TJT para o tempo minimal de solucdo é conhecida. Nosso método é capaz de gerar uma solugao rapida

e virtualmente exata, com T em torno de T;{.

Palavras-chave— Controle Quantico, Portas Quanticas, Controle Nao Linear, Estabilidade de Lyapunov,

Estabilizacao.

1 Introducao

O problema bésico de geragdo de portas quan-
ticas via controle coerente é um problema de
controle em malha aberta de um sistema con-
trolavel e invariante a direita com m entradas
u = (u1,...,Uy) e estado X(t), denominado de
propagador, que evolui no grupo unitdrio U(n).
Uma introdugao aos problemas de controle quan-
tico pode ser encontrada em alguns excelentes li-
vros textos (D’Alessandro, 2008; Cong, 2014). E
fato conhecido que o controle 6timo pode produzir
leis de controle eficientes e rapidas no contexto de
preparagao de estado e geracao de portas quan-
ticas (Palao and Kosloff, 2002; Palao and Kos-
loff, 2003). No entanto, para ordens n elevadas,
esta abordagem nao é aplicavel devido a restri-

¢oes de complexidade (Schirmer and de Fouquie-
res, 2011). Como uma abordagem alternativa, téc-
nicas de estabilizacao de Lyapunov-LaSalle tam-
bém foram utilizadas (Yamamoto et al., 2007; Mir-
rahimi, 2009; Mirrahimi et al., 2005; Grivopou-
los and Bamieh, 2003; Zhang et al., 2014; Pan
et al., 2015; Dong and Petersen, 2010). O pre-
sente trabalho é baseado principalmente nas téc-
nicas desenvolvidas em (Silveira et al., 2016). Na-
quele trabalho, a solu¢ao de um problema de ras-
tramento de trajetorias via estabilizacdo de Lya-
punov permite solucionar o problema de geragao
de portas quanticas quando o tempo final T é su-
ficientemente grande. Neste caso, nao podemos
fixar a priori Ty pois, dado um erro final desejado
¢, encontramos Ty suficientemente grande tal que
exista solugdo que admita um erro menor que e.



No presente trabalho sao apresentadas duas con-
tribui¢des principais. A primeira é um algoritmo
(Algoritmo 1) que soluciona o problema de ras-
treamento para um tempo final Ty e um erro ad-
missivel €, ambos fixados a priori. O ingrediente
principal do Algoritmo 1 é a aplicacdo sucessiva
do mesmo método de rastreamento de (Silveira
et al., 2016), gerando assim uma sequéncia de tra-
jetérias que terdo um erro final cada vez menor. A
segunda contribui¢do (Algoritmo 2) é um refina-
mento da primeira. Apresentamos um método que
permite diminuir arbitrariamente o erro da solu-
¢ao gerada pelo Algoritmo 1, para o mesmo tempo
final T¢. O ingrediente principal é o fato de que o
fluxo do sistema estabilizado em malha fechada é
localmente uma contragao. Desta forma, a prova
da eficiéncia do Algoritmo 2 é uma aplicacao do
Teorema da Contragao de Banach. Ressaltamos
que o Algoritmo 2 s6 funciona localmente, isto é,
se a trajetoria gerada pelo Algoritmo 1 admite um
erro final € suficientemente pequeno.

2 Preliminares e Definicao do Problema

Neste trabalho consideramos um sistema quantico
controlavel e invariante & direita da forma:

X)) = <H + iumm) X ()
k=1

_ (so + iuk@)sk) X(), X(0)=1,
k=1

onde X € U(n) é o estado (propagador), Sy =
—1Hy, Sy, = —tH, € u(n) (dlgebra de Lie as-
sociada a U(n)), e ug(t) € R sdo os controles.
Consideramos aqui a mesma fungdo de Lyapu-
nov V: W C U(n) — [0,00) definida em (Silveira
et al., 2014):

_ Y _ T\2
V(X):_Tr<m)>o, -

onde W é o subconjunto aberto de U(n) dado por
W={W e U(n) | det(I + W) #0}. (3)
Foi mostrado em (Silveira et al., 2014) que V(X)

é uma nocao de distancia entre X € W e a matriz
identidade I. Esta nocao de distancia pode ser
estendida a uma nocao de distancia (ndo limitada)
entre duas matrizes X1, Xo € U(n): dist : U(n) x
U(n) — R U {oo} é definida por dist(X7, X3) =
V(X[ X5) quando X1X, € W, e dist(X1, Xa) =
oo quando X I X5 € W. O problema seguinte foi
solucionado em (Silveira et al., 2016):

Problema 1 (Geragao Fraca de Portas Quénti-
cas) Fize Xgoa1 € U(n) associada a porta quin-
tica a ser sintetizada. Fire um erro admissi-
vel ¢ > 0. A geracdo fraca de porta quantica

Xgoar € U(n) consiste em encontrar um tempo
final Ty > 0 suficientemente grande e entradas
de controle uy : [0,Tf] — R de modo que o es-
tado do sistema (1) seja levado da condi¢do ini-
cial X(0) = I para alguma condi¢cdo final X (TY)
tal que dist(X(Tf) — Xgoar) < €.

A solucdo do Problema 1 proposta em (Silveira
et al., 2016) considerou uma trajetéria de referén-
cia X (t), que é solucdo do sistema (1) com condi-
cdo inicial X (0) = X e gerada pela aplicacio de
entradas de referéncia da forma

M

u(t) = Z [age sin(207t /T') + by cos(2¢nt/T))] .
=1
(4a)

Note que as entradas de referéncia sao definidas
como a soma de M harménicos de sin(27t/T) e de
cos(27t/T), cujas amplitudes sdo parametrizadas
pelo par de vetores (a,b) € R™M x R™M  onde
T > 0 é o periodo e

Q1M -5 Amdy -

-y amar) (4b)
) me) (4C)

Considere o sistema de referéncia (em U(n))

a = (an,..

b = (bllv'-';blf\/fa-"7bm17"'

X(t) = SoX(t) + Y _u(t)SiX(t), X(0) =X,

k=1
_
e a matrix de erro (de rastreamento) X(t) =
Yf(t)X(t) € U(n). Logo, a dindmica de X(t) é
dada por

X(0) = Xo = X,
_(6)
onde ur(t) = wup(t) — wp(t), e Sp(t) =

YT(t)SkY(t). Assuma that X(0) € W. Consi-
dere a lei de controle:

X(t) = i w(£)Sk(8) X (1),
k=1

W(t) = AT |Z(X0)S0], ()

up(t) = ur(t) +u(t), (7b)

Sut) = X (18X (1), (7c)

onde fi > 0,k =1,...,m, sdo os ganhos escolhi-
dos e Z é a aplicacao definida por

ZX)=X(X-D(X+1)3. (7d)

Esta lei de controle progiuz o sistema em ma-
lha fechada! (5)-(6)-(7). E mostrado em (Silveira
et al., 2016) que

V=-— Em:zmk (t)Tr [Z (X(t)) S (t)] 8)
k=1

e, assim, para a lei de controle (7a), obtemos que
V== ;l—kﬂﬁ(t) < 0. Os principais resulta-

dos de (Silveira et al., 2016) estdo resumidos em:

ITambém equivalente ao sistema em malha fechada (1)-

(5)-(7)-



Teorema 1 Considere o sistema em malha fe-
chada (5)-(6)-(7). Assuma que X(0) € W e que
a entrada de referéncia € da forma (4a). En-
tao, existe M suficientemente grande tal que, para
quase toda escolha do par (a,b), garante-se con-
vergéncia exponencial de V(X(t)) para zero (e
convergéncia exponencial de? | X (t) — I|| também
para zero).

E importante ressaltar que o valor minimal de M
no resultado acima é facilmente verificdvel pela
integragao numeérica do sistema em malha fechada.
O algoritmo de solucao do Problema 1 formulado
em (Silveira et al., 2016) é baseado no Teorema 1,
e consiste nas duas fases descritas a seguir®:

Fase 1 Escolha Ty, um inteiro positivo M e
um par (a,b). Calcule a solucio X ,4(t) de (5)
com X 4(0) = I e entrada de referéncia (4a). Cal-
cule a translacao a direita R = Yold(Tf)TXgoal €
U(n) que move X oa(Tf) para X oa € U(n).

Fase 2 Simule o sistema em malha fechada
(5)-(6)-(7) com X(0) = I, X(0) = Xoa(0O)R = R
e entrada de referéncia (4a).

Este método de duas fases pode solucionar o
Problema 1 (versao fraca), ao menos quando T
é suficientemente grande. Neste artigo, considera-
mos a seguinte versao forte do problema de gera-
¢ao de portas quanticas:

Problema 2 (Problema de Geragio Forte de
Portas Quanticas) Fize € > 0 e Xgou € Un)
associada a porta quantica a ser gerada. Fixe
um tempo final desejado Ty > 0. Dizemos que
o problema de geracao forte da porta quantica
Xgoar € U(n) é Ty-soluvel se pudermos calcular
leis de controle em malha aberta uy : [0,Tf] — R
de modo que o estado de (1) seja levado de X (0) =
I para X (Ty) tal que dist(X(T}), Xgoa1) < €.

Um algoritmo serd chamado virtualmente exato se
ele puder construir uma solugao do Problema 2
(versdo forte) para todo € > 0 (tdo pequeno
quanto se queira).

3 Algoritmo de Geragao Iterativa de
Trajetorias de Referéncia

Esta segdo descreve o primeiro algoritmo (Algo-
ritmo 1) aqui proposto para a geragdo de traje-
térias de referéncia baseado numa abordagem de
estabilizagao via Lyapunov. A idéia é simples, e
se baseia na repeticao sucessiva do método com-
posto pelas fases 1 e 2 descritas na segao anterior.
A grosso modo, no passo ¢ € N do Algoritmo 1,

2Neste trabalho, a norma matricial serd sempre a norma
de Frobenius.

3Este método funciona quando V(R) =
dist(X o1a(Tf), Xgoar) ¢ finito. Caso contrério, deve-
se usar um método de duas iteragoes baseado na raiz
quadrada de R, cf. (Silveira et al., 2016).

geramos uma curva X' [0,T¢] = U(n) pela apli-
cacdo de entradas de referéncia uj, : [0,7f] — R,
k =1,...m, ao sistema (5) com condi¢ao inicial
YZ(O) = I. Em seguida, consideramos a traje-
téria de referéncia X (t) obtida pela translacao a

—
direita de X (¢) de modo a respeitar a condi¢ao

final X(T¢) = Xgoa- Entdo, escolhe-se a curva

YHl(t) do passo ¢ + 1 como a solugdo X (t) do

sistema em malha fechada (1)-(5)-(7) com condi-
¢ao inicial X(0) = I. E mostrado em (Pereira

da Silva et al., 2018) que dist(Xgoal,YHl(Tf)) <

dist(Xgoal,Ye (Ty)), ou seja, cada iteragao s6 pode
diminuir o erro final cometido ou, no pior dos ca-
sos, manter o erro cometido no caso de igualdade.
Tal igualdade s6 ocorre num conjunto de medida
nula, no sentido da Observacao 1 abaixo.

Antes de descrevermos precisamente o Algo-
ritmo 1, vamos introduzir a nocao de trajetérias
de refe@gcia A-atrativas.  Considere a bola fe-
chada B, (I) = {X € U(n) | dist(X,I) < ¢},
onde ¢ > 0 (finito). Uma trajetéria de referéncia
X :[0,T¢] = U(n) gerada por certas entradas de
referéncia @y, : [0,7f] = R em (5) é denominada
de A-atrativa em El}(I ), onde A é um numero real
no intervalo (0,1), quando o sistema em malha
fechada (6)-(5)-(7) satisfaz

dist(X(Ty), I) < A dist(X(0),1),  (9)

para todo )2(0) =X (0) F: ().

Observagao 1 Fize ¢ > 0. E demonstrado em
(Pereira da Silva et al., 2018) que para uma tra-
jetoria de referéncia nao ser A-atrativa para ne-
nhum A € (0,1), € exigido que as entradas de refe-
réncia obedecam a uma equacao diferencial polino-
mial ndo trivial de ordem M (este M € o mesmo
valor minimal do Teorema 1). Em particular, é
preciso que o M-jato em t = 0 de tais entradas
seja solucao da referida equacdo, o que S6 ocorre
num conjunto de medida nula em relagcao a esco-
lha de tal M-jato em t = 0. Além disso, pode-se
demonstrar que, se as entradas de referéncia sao
escolhidas como em (4), entdo tal fato ocorrerd
somente num conjunto de medida nula em rela-
¢io d escolha do par (a,b) de (4). E importante
ressaltar que em (Pereira da Silva et al., 2018) é
fornecida uma caracterizacao completa das traje-
torias de referéncia \-atrativas.

Algoritmo 1 Geracao Iterativa de Trajeto-
rias de Referéncia Passo 0.

Escolha Ty > 0 e entradas de referéncia Uy (t) :
[0,Tf] — R da forma (4) para alguma esco-
lha do par (a,b). Determine Yo(t) = X(t),
t € [0,Ty], por integracio numérica do sistema
(5) com X (0) = X(0) = I. Defina T(t) =
ug(t),k=1,...,m, e guarde o valor de YO(Tf).



Passo 1 < { < N; (N; é o nimero de passos)
Fase 1. Assuma que no passo £ — 1 foi gerada a
curva X' [0,Ty] — U(n), com Yeil(O) =1,
pela aplicacao das entradas ﬂi_l :[0,Tf] = R no
sistema (5). Determine a translagdo a direita

Rl = {Y“(Tf)}T X goat € Uln). (10)

Fase 2. Calcule X(t) por integragdo numérica
do sistema em malha fechada* (1)-(5)-(7) com:

X(0) = I, X(0) = X '(0)R* = R, (1) =
' Y(t) e u(t) dado por (7a). Deﬁna X' (t) =
0

X(t) e %Ufw@—wﬂ+mﬁ € [0,Ty],
k=1,...,m.

O préximo resultado e a Observagao 1 anterior
justificam a efetividade do Algoritmo 1 acima.

Proposicao 1 (Pereira da Silva et al.,
Seja dy = dist(X (T}), X goat)-
sequéncia ndao crescente. Além disso, se Yé
[0,T¢] — Un) for ye-atrativa, entdo dy < yeds—1.

2018)

Entéo dt é uma
1

Observagao 2 Hd duas modifica¢oes importan-
tes que podem melhorar o desempenho do Algo-
ritmo 1 (e que foram consideradas na Se¢do 5):
(A) Saturacdo da Entrada. Pode-se in-
cluir saturacdes nas entradas de referéncia g (t).
Além disso, isto pode ser feito sem se perder a
A-atratividade da trajetéria de referéncia Ye(t)
(Pereira da Silva et al., 2018). Como a satura-
cao diminui a margem para se ter uma derivada
negativa da funcao de Lyapunov, € natural se es-
perar uma perda de desempenho ma presenca de
saturacao.

(B) Saturacao de Posi¢cao. Em cada passo ¢

do Algoritmo 1, temos que dist(Y(O),Yé(O)) =

dist(R*, 1) = V(R"). A entrada uy(t) ¢ definida
por (7), e wverifica-se que ela pode ser bastante
alta quando dist(R*,I) também for alta. Isto pode
produzir entradas elevadas, ou entradas que ficam
trancadas quase o todo tempo quando saturacoes
sao consideradas. Um truque para se evitar isto é
uma espécie de saturacdo de posicao, onde subs-
tituimos a expressdo original de R* em (10) por
uma versao saturada. FEste truque estd relacio-
nado diretamente com o algoritmo de duas fases
descrito em (Silveira et al., 2014, Algorithm 3.1)
para que a lei de controle evite as suas singulari-
dades. Para isto, considere que R’ é decomposto
como R' = Vdiaglexp (561),...,exp (30,)]VT
onde V€ U(n). Sem perda de generalidade, as-
suma que 0; € [—m,w|. Entao, podemos substituir
os dangulos 0; por uma versao saturada sat(6;),
onde sat(-) € uma fungdo de satura¢do com va-
lor mdzimo de w/8 (considerado na Segao 5), por

4Como o sistema (5) é invariante & direita, isto ird pro-
duzir X (t) = Ye_l(t)Re. Portanto, X(Tf) = Xgoai-

exemplo. E recomendada a utilizacdo da decompo-
sicao de Schur devido a sua estabilidade numeérica.

4 Algoritmo do Ponto Fixo

Nesta secao vamos apresentar o segundo algoritmo
(Algoritmo 2) proposto no presente trabalho, o
qual pode ser considerado um refinamento do Al-
goritmo 1 acima. Nas aplicagoes, se o Algoritmo
1 gerou uma solugdo com erro final e suficiente-
mente pequeno, entdo o Algoritmo 2 é capaz de
diminuir este erro o tanto quanto se desejar. Neste
sentido, o Algoritmo 2 pode gerar solucoes virtu-
almente exatas do problema de geragao forte de
portas quanticas (Problema 2 da Secao 2). O in-
grediente fundamental é o Teorema da Contracao
de Banach aplicado ao fluxo do sistema em malha
fechada.

Considere uma trajetéria de referéncia X :
[0,T¢] — U(n) que seja solucao de (5) para entra-
das de referéncia fixadas. Assuma que a condi¢do
inicial X (0) é escolhida de forma que X (Ty) =
Xgoar (veja a Fase 2 do Algoritmo 1).

Agora, fixe R € U(n), e considere o sistema
(5)-(6) em malha fechada com a realimentagio R-
corrigida

Tn(t) = fuTr [2 (f((t)R) §k(t)} .

Note que®, restringindo-se ao instante inicial
ty = 0, o sistema em malha-fechada (variante
no tempo) (6)-(11) admite um fluxo bem definido

F:[0,Tf] x W — U(n) em que X (t) = F(t, Xo).
Construa a translacao a direita
X, (t) = X(t)R. (12)

Entao, pela invaridncia & direita do sistema (6), é
facil mostrar que a dindmica de X;(t) é variante
no tempo e dada por:

Xi(t) = S, (D) Sk(6) X0 (1),
nlt) = fTe [ Z (%00) (1))

)?1 (O) = )FZOR7

(13)
ou seja, corresponde as mesmas equagoes do sis-
tema em malha-fechada original (6)-(7), mas com

X substituido por X, e com a condicdo ini-
cial transladada Xl(O) = XOR Como X(t) =
F(t, Xo), entdo X;(t) = F(t, XoR). Em particu-
lar, fixando Ty > 0 e assumindo que R € U(n) é
um ponto fixo do mapa®

Gr, %,(R) = F(T, XoR), (14)

isto é, ng )?O(R) = R, entao segue-se que
Xi(Ty) = R, donde conclui-se que X (Tj) =

5Quando desconsideramos a parte (5) do sistema em
malha fechada (5)-(6)-(11), resulta que o sistema em malha
fechada reduzido (6)-(11) é um sistema variante no tempo.
6 Aqui, ndo estamos sendo precisos por ndo explicitar-

mos o dominio de definicdo do mapa ng %o



YT(Tf)X(Tf) = I por (12), que por sua vez im-
plica que X(T}) = Xgoar. O ponto crucial é que
um ponto fixo R do mapa (14) permite ob-
ter uma solugao do problema com erro nulo.
Na prética, o Algoritmo 2 descrito abaixo (base-
ado na prova do Teorema da Contracdo de Ba-
nach), obtém, quando o mesmo converge, uma es-
timativa de R com erro arbitrariamente pequeno.
Esta estimativa pode ser entao usada como corre-
cao da realimentagao para obter uma solugao do
Problema 2 (geracao forte de portas quanticas) da
Secao 2 com erro arbitrariamente pequeno.

Algoritmo 2 Algoritmo do Ponto Fixo
Assuma que escolhemos Xo € Un), Ty > 0, e
entradas de referéncias U, : [0,Tf] — Rk =
1,...,m. FEscolha um inteiro No > 2 e um erro
aceitdvel € > 0. Defina Ry = I e inicialize £ = 1.
WHILE ¢ < N,

Do B

(a) Re = ngJN(o(Re_l) = F(Tf,XQR[_l) (com—
putado pela integracao numérica de (5)-(13) no
intervalo de tempo [0,Tr], com R = Ry_1).

(b) Se £ = 2 e||[Ry — Re—a]| = [[Re—1 — Re—2|
(falhou no teste de contragao), entdo atribua k =
{—1 el = Ny (para terminar o WHILE).

(¢)Se £ > 2 e ||Ry — Re—1|| < ||Re—1 — Re—2]|
(passou no teste de contracdo), entdo atribua
kE=¢-1.

(d) £+ £+ 1 (incremente £).

END (do WHILE) Atribua R = Ry_1 e defina
€corr = ||Rk - kaln'

Observacao 3 Em (Pereira da Silva et al., 2018)
é demonstrado que | X(Ty) — Xgoalll < €corr
quando wutilizamos a lei de controle R-corrigida
(11) no sistema (5)-(6). Simulagées mostram que
as vezes vale a pena utilizar (11) mesmo quando
o teste de contracao falha. Saturagoes sao indese-
javeis para o bom funcionamento do Algoritmo 2.
No entanto, o Algoritmo 2 gera pequenas corregées
na entrada para compensac¢ao de erros também pe-
quenos, e portanto a saturagao aqui nao implicard
em grandes diferencas no resultado final.

A efetividade do Algoritmo 2 é garantida por:

Teorema 2 (Pereira da Silva et al., 2018) As-
suma que a trajetoria de referéncia € A-atrativa.
Entao, existem ¢ > 0 e 6 > 0 tais que, se
I Xo — I|| < € (norma de Frobenius), entdo:

e A imagem da bola fechada Bs(I) & {X €
Un) | |X = I|| < 3} pelo mapa (14) estd
contida em Bs(I).

e O mapa (14) é uma contragio quando restrin-
gido a Bs(I).

Em particular, se | Xo—1|| < €, entdo a sequéncia
{R¢} determinada pelo Algoritmo 2 (com Ny —
00) convergird para o tinico ponto fito R de (14)
quando £ — oco.

5 Exemplo

O sistema quantico aqui considerado é um sistema
que evolui em U(8), sendo constituido de trés gbits
(bits quanticos) acoplados. Portanto, o espago de
Hilbert de evolucao é o produto tensorial H =
C?2@C?®C?, onde cada C? é o espaco de um tinico
qubit. Aqui consideraremos as mesmas notacgoes
de (Khaneja et al., 2002). As matrizes de “spin”
de Pauli e a identidade serao denotadas por:

01 0
ca(28) e (1)
(10 (10
=i D) e=(o )

As seguintes notagbes matriciais sao utilizadas
para a definicao da dindmica do sistema:

Ly =1,QLRI, 1oy = [2QR1,QR12, I3y = [2QR12R1,,.

Ressaltamos que letra w pode representar x, y, ou
z. Por exemplo, I, denota I, ® I ® I,. Tal
sistema quantico é da forma (1) com n = 8 e
m = 7, onde as matrizes Hamiltonianas sao da-
das por Hy = 2nJ 1y, Is, + 2w J 15,15, (“arrasto”),
H1 = 271'[1,@, H2 = 271—]11/7 H3 = 27T12x, H4 =
27T.[2y, H5 = 27T13m, H6 = 2’/T13y, H7 = IQ®I2 ®IQ
(controle da fase global) e J =1 é uma constante
(normalizada). Pode ser mostrado que este sis-
tema é controldvel.

O objetivo é gerar a porta quantica SWAP,
que inverte o estado quantico dos qubits
1 e 3, e deixa o estado quantico da porta
2 invariante. Como ¢é usual, denotamos a
base canonica de H por {ej,ea,...,eg} =
{]000), |001), |010),|011),|100),|101),]110),|111)}.
Portanto, a matriz associada a porta quantica
SWAP ¢ dada por Xz = [000)(000] +
|001)(100| + |010)(010| + [011)(110| + [100)(001| +
1101)(101| + [110)(011] + [111)(111] € U(n)
(utilizamos a notagdo de Dirac, em que (¢|
representa o dual (transposto conjugado) de
|¢)). Para tal porta quantica, o tempo mini-
mal T* possui uma cota superior conhecida:
T = % (veja (Khaneja et al., 2002, Teo.2),
(Khaneja et al., 2005)). Os ganhos f; em
(7a), k € {1,2,...,7}, foram escolhidos como
fi = K = w. A semente do Algoritmo 1 foi
gerada por uma escolha aleatéria do par (a,b)
(com elementos no intervalo [—K/10,K/10])
para se definir (e manter fixadas de uma vez
por todas) as entradas de referéncia (4) com
M = 5em = 7. Uma saturagao nas leis de
controle uy(t) com Upmq, = 12 (igual para todas
as entradas) foi utilizada, assim como uma
saturagao de posicao para angulos menores que
m/8, mas em nenhuma simulagdo as entradas
saturaram. A Tabela 1 resume os resultados
obtidos. Lembre que T* é uma cota superior
conhecida do tempo minimal (o tempo minimal
nao é conhecido), e aqui €pon—corr € €corr SA0



respectivamente a norma de Frobenius do erro
final [| X (Tf) — Xgoat| ap6s o fim dos Algoritmos
1 e 2. Quando o teste de contragdo nao passou
no Algoritmo 2, assinalamos o valor do erro
encontrado com a marca (F). A quarta coluna
da Tabela 1 exibe o tempo tipico de computagao
num PC com Windows 10 ® ¢ MATLAB ®.
A dltima coluna exibe o complementar (1 — F)
da fidelidade de pior caso, que é uma medida
da precisao da porta quantica gerada bastante
utilizada em computacio quantica, estimando”
a probabilidade de erro numa operacao da porta
gerada no pior caso. Em todas as simulagoes, com
excecao da primeira, temos que N1 = Ny = 1000.
Na primeira simulagao, temos Ny = Ny = 100.

Tf /T* €non—corr €corr tempo 1-F
exec.(s)
3.0 2e-03 1.0e—7 81 3.7e—13
3.0 1.2e—14 1.0e—14 (E) 551 3.7e—13
2.0 5.2e-3 2.1e-3 (E) 721 4.9e—7
1.5 9.3e-3 6.8¢-3 (E) 620 5.0e—6
1.0 1.3e-3 1.0e-3 804 1.7e—7
0.75 0.11 0.11 (E) 571 | 2.3e—3
0.5 1.9 1.9 (E) 548 9.3e—1

Tabela 1: Resumo dos resultados de simulacgao.

6 Conclusoes

O exemplo de sistema quéntico apresentado neste
artigo também foi abordado em (Pereira da Silva
et al., 2018), onde se considerou uma outra porta
quantica desejada em que o tempo minimal é per-
feitamente conhecido. O resultados daquele artigo
mostraram que as técnicas propostas (comuns ao
presente artigo) sdo capazes de gerar a referida
porta quantica no tempo minimal com boa fide-
lidade, assim como gerar tal porta com precisao
virtualmente exata em tempos préximos do mini-
mal. Naquele artigo também foi mostrada a efe-
tividade das técnicas para sistemas de ordem ele-
vada. No presente artigo, consideramos a geragao
da porta quantica “SWAP”. Neste caso, somente
uma cota superior do tempo minimal T é conhe-
cida. Nossas técnicas foram capazes de gerar a
porta “SWAP” com excelente fidelidade para tem-
pos finais Ty da ordem de T, conforme podemos
constatar pela Tabela 1.
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