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Resumo— This paper is devoted to analyze stability of state feedback sampled-data control of Markov jump
nonlinear systems subjeted to additive noise at the same time a guaranteed cost is assured to the Ho and Hoo
norms. For this purpose, the hybrid system theory is one of the keys to embed the discontinuities imposed by
the control law in the system formulation. In view of this new formulation, the problems associated to the Ha
and Hoo norm evaluation are defined. Their solutions are discussed under the perspective of Bellman’s Principle
of Optimality. The main contribution of this paper is the proposition of a numerical method to (approximately)
solve these problems as the first step to address the optimal control problems applied to sampled-data control of
Markov jump nonlinear systems. An example illustrates the proposed theory.

Palavras-chave— Sampled-data Control, Nonlinear Systems, Markov Processes, Hybrid Systems, Optimal
Control.
Resumo— Este artigo tem como objetivo analisar a estabilidade dos sistemas nao lineares sujeitos a saltos

markovianos sob os quais incidem uma lei de controle amostrado por realimentagao de estados e ruido do tipo
aditivo ao mesmo tempo em que um custo garantido é assegurado para as normas Ha e Ho. Para isso, a teoria dos
sistemas hibridos é uma das ferramentas chaves para incorporar as descontinuidades impostas pela lei de controle
a formulagdo do problema. Em vista desta nova formulagao, os problemas associados ao cédlculo das normas de
interesse Ha e Hoo sdo definidos. Suas solugbes sdo discutidas sob a perspectiva do Principio de Otimalidade
de Bellman. A principal contribuigao deste artigo é a proposi¢cado de um método numérico que permite resolver
(aproximadamente) tais problemas como um primeiro passo para o projeto de controle amostrado étimo aplicado

a sistemas nao lineares com saltos markovianos. Um exemplo ilustra a teoria proposta.

Palavras-chave— Controle Amostrado, Sistemas Nao Lineares, Processos Markovianos, Sistemas Hibridos,

Controle Otimo.

1 Introdugao

Nas teorias de controle cldssica e moderna, o es-
tudo dos sistemas nao lineares sempre foi um de-
safio. Uma das principais razoes para este fato
é a elevada complexidade matematica para lidar
com esta classe de sistemas no que se refere a sua
generalidade e as limitagoes das ferramentas ma-
temdticas disponiveis atualmente que permitam
analisar, ou mesmo resolver, tais problemas. Por
outro lado, para os sistemas lineares e invariantes
no tempo, muitas técnicas cléssicas e modernas
de andlise de estabilidade e projetos de contro-
ladores estao disponiveis e bem sedimentadas na
literatura (como apresentadas em Franklin et al.
(2015), dentre outras excelentes referéncias). A
medida que nao linearidades conhecidas e bem
caracterizadas sao introduzidas nos sistemas line-
ares, novas técnicas sao estudadas, entendidas e
utilizadas. Um exemplo é o caso dos sistemas li-
neares com saltos markovianos (MJLS, do inglés
Markov Jump Linear Systems) em que o estado
atual da cadeia de Markov é conhecida. Neste
contexto, inserem-se os livros Costa et al. (2005),
Costa et al. (2013) e suas referéncias.

Outro exemplo de nao linearidades que tém
sido alvo de muitas pesquisas nas ultimas décadas
sao os sistemas originalmente continuos controla-
dos através de equipamentos digitais. Uma das
principais dificuldades matemaéticas ao se tratar
tais sistemas sao as nao linearidades exponenciais

introduzidas no processo de discretizagao destes
sistemas, como referéncia para esta técnica clas-
sica, ver Chen e Francis (1995) e suas referéncias.
Além desta, outras técnicas foram propostas como
a de lifting, ver Tan e Grigoriadis (2000), a de
input-delay, ver Fridman et al. (2004), e a aborda-
gem de sistemas hibridos, ver Goebel et al. (2009).
Em especial, esta dltima permite a coexisténcia de
sinais continuos e discretos na planta evitando as
nao linearidades exponenciais e, por isso, tem se
mostrado bastante adequada para descrever e tra-
tar os sistemas com controle amostrado. A redu-
¢ao desta complexidade matematica possibilitou
avancar a teoria de andlise de estabilidade, cal-
culo de indices de desempenho e projeto de con-
troladores inclusive em sistemas complexos como
os MJLS, como pode ser visto em Gabriel (2016)
e Gabriel et al. (2018).

Seguindo esta abordagem, em Gabriel e Gero-
mel (2016) é mostrado o desenvolvimento teérico
do célculo exato de determinado indices de de-
sempenho, baseado na resolugao de um problema
de duas condigoes de contorno (TPBVP, do in-
glés Two-Point Boundary Value Problem) com-
posto por equacoes de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJIBE, do inglés Hamilton-Jacobi-Bellman Equa-
tion) aplicado a sistemas nao-lineares. A resolu-
¢ao numérica destes problemas, no entanto, re-
cai na solucao de equacoes diferenciais bastante
complexas do ponto de vista analitico. Recente-
mente, o artigo Gabriel et al. (2018) apresenta, sob



o ponto de vista numérico, uma possibilidade de
resolver problemas similares através de problemas
de otimizagao convexas. Tendo em vista esta nova
perspectiva, este artigo tem como objetivo ir além
do que foi proposto em Gabriel e Geromel (2016)
apresentando um procedimento numérico para o
célculo (aproximado) de indices de desempenho
do tipo Hs e Ho em sistemas nao lineares sujei-
tos a ruidos do tipo aditivo, a exemplo do que foi
realizado em Gabriel et al. (2018). A resolugao do
problema proposto em Gabriel e Geromel (2016)
recai na resolucao de equacgoes diferenciais parci-
ais, cuja solugao numérica é bem conhecida. Uma
discussao a respeito deste topico pode ser encon-
trada em Smears (2011). No entanto, este artigo
propoe a sua solucao através de um problema de
otimizacao convexa cuja principal motivacao é a
evolugao futura para o projeto de controladores
otimos aplicados a sistemas nao lineares.

A notacdo utilizada é padrdo. N, R, Rt e K
denotam, respectivamente, os conjuntos dos ni-
meros naturais, reais, reais nao negativos e dos
N primeiros nimeros naturais, K = {1,2--- | N}.
Para matrizes ou vetores reais, () indica a trans-
posta. Para qualquer matriz simétrica, X > 0
(X > 0) indica que ela é (semi-)definida posi-
tiva. O operador esperanga matemadtica é deno-
tado por £(+), a esperanga condicional por E¥{-} =
E{() | v} e P(-) indica a probabilidade de (-).
Para um sinal continuo qualquer w € R”, a norma
de sua trajetéria para todo t € Rt é ||w|3 =
J5° E{w(t)w(t)}dt e Ly define o conjunto de si-
nais continuos tais que sua norma, é finita. Sempre
que possivel e quando nao interferir na compreen-
sao do texto, utilizar-se-4 a notacao simplificada
f(t) = f. Além disso, f(t; ), tx > 0, k € N, indica
o limite & esquerda de f(t) quando t — t;. Para
um sistema S, ||S]|2 indica sua norma Hsa e ||S]| oo,
sua norma H.., como usualmente definido para os
sistemas estocasticos. O conjunto de matrizes U;,
i € K, é abreviado para U = (Uy,Us, -+ ,Un) €
U >0 (> 0) indica que U; > 0 (> 0), Vi € K.

2 Sistemas hibridos de controle

Primeiramente, considere um sistema dinamico
continuo em sua representagao no espago de es-
tados definida por

&(t) = fou (2(t),u(t)) + Egyw(t) (1)
2(t) = go(r) (2(t), u(t)) 2)

evoluindo a partir de z(0) = z(, em que assume-
se que f;(0,0) = 0 e ¢;(0,0) = 0, Vi € K.
Além disso, para o conjunto de entradas a se-
rem consideradas, assume-se que a solucao de (1)
existe e é unicamente definida. Para este sistema,
z(-) : RT — R™ é o estado, u(-) : Rt — R™ é o
controle e w(-) : RT — R” é uma entrada exégena
continua definida na classe de sinais Lo tal que

0=w € L. Além disso, 0(t) € K é uma varidvel
aleatéria governada por um processo markoviano
a tempo continuo caracterizado por uma condigao
inicial 8(0) = 6y tal que P(6y = i) = mp > 0,
Vi € K, que satisfaz ), x mio = 1. A matriz de
taxa de transicio {\;;} = A € RV*N define as
probabilidades de transicao,

PO(t+h) =jl0(t) =1i) = 0;—;+ Xijh+o(h), (3)

onde d;—; ¢ a funcdo delta de Kronecker, ou seja,
di—j=1,sei=j€cK, edi_; =0, caso contrério,
e limy,_,g+ o(h)/h = 0. Os elementos de A sdo tais
que /\ij >0, Vi 75], e ZjeK)‘ij =0,Vi e K.

Para o sistema acima, define-se o conjunto das
entradas de controle admissiveis como U = {u €
R™ x [0,400) : u(t) = u(ty),Vt € [tg,tpt1), Vk €
N}, que corresponde ao conjunto de leis de con-
trole constantes por partes, definidos para cada
instante tx, k € N, conforme

u(tr) = pocey) (2(tk)), (4)

onde a sequéncia discreta de tempos de amos-
tragem é definida por {tx}32,, tal que to = 0 e
tke1 —t, =T > 0, Vk € N, ou seja, os instantes
de amostragem sao igualmente espagados e inde-
pendentes do processo markoviano.

Para o sistema (1)—(2) sujeito & lei de con-
trole (4), define-se ainda a varidvel estendida &' =
[#" w], para a qual escreve-se as fungoes

Fo(§) + Jow= { fole,u) } + [Eco } we,  (5)

0 0
00(5)299(37?’“’)7 (6)
&= ot | g

Assim, a exemplo do que foi realizado em Gabriel
e Geromel (2016), pode-se reescrever o sistema
(1)—(2) sujeito ao controle (4) como um sistema
hibrido S totalmente equivalente conforme

§(t) = Fo)(§(1)) + Joyw(t), (8)
2(t) = Go (§(1)), (9)
§(tr) = Hyy— (E(t;)), (10)

o qual evolui a partir de £(07) = &y e 8(07) =
6(0) = 6y com probabilidade um, em decorréncia
da defini¢ao (3). De fato, (8) em conjunto com
(10) definem a equagao dindmica do sistema (1) e
a lei de controle constante por partes (4). A equa-
¢ao (9) é uma releitura da equagdo (2) na nova
varidvel estendida. Nota-se que a equacao (10)
reflete a continuidade do estado z bem como a
descontinuidade imposta na lei de controle, atra-
vés da funcao pg(z).

O objetivo é calcular o valor da fungao p,(-) :
R™*T™ — RT associada ao calculo das normas de
interesse Ho € Hoo definida por

py(£(0)) = sup [|l2]3 —~*wl3,  (11)

wELs



onde z e £ sdo definidos através do sistema S e
£(0) = Hy,(&), & escolhido a priori. Uma vez
definido (11), as normas de interesse passam a ser
descritas em funcao de p,(£(0)). De fato, a norma
Hoo, seguindo a defini¢ao usual conforme utilizada
em Costa et al. (2013), é obtida resolvendo-se o
problema de otimizagao

inf {7*: p, (0) < 0}, (12)

onde foi adotado £, = 0. Por outro lado, para
£(0) = Ho, (€0) © o # 0, poo(€(0)) = ||2IJ3 6 obtido
fazendo-se v = 400, para o qual (11) implica em
w* = 0. Neste caso, calcula-se

IS1I3 = poc(£(0)), (13)

que fornece o valor da norma H, conforme é usu-
almente definida para os sistemas estocdsticos, ver
Costa et al. (2013). Em Gabriel e Geromel (2016),
é apresentado o resultado tedrico para o célculo
de norma em sistemas nao lineares com saltos
markovianos sujeitos a uma lei de controle amos-
trado por realimentacao de estados. Porém, nao
h& na literatura, procedimento numérico baseado
em problemas de otimizagao convexa que permi-
tam o calculo destas normas. Neste sentido, a
proxima segao retoma o resultado de Gabriel e
Geromel (2016) sob a dtica das normas de inte-
resse quando considerados ruidos externos aditi-
vos para, na sequéncia, apresentar um procedi-
mento numérico baseado em hipéteses factiveis
para o seu cdlculo (aproximado).

3 Calculo das Normas Ho e Ho

Conforme dito anteriormente, em vista desta clas-
se de problemas, uma dificuldade imediata para o
célculo das normas (12) e (13) corresponde aos sal-
tos que ocorrem na lei de controle nos instantes de
amostragem, o que causa uma descontinuidade na
funcdo g (x(t)), em t = 5., Vk € N. Utilizando-
se a abordagem hibrida recém definida em con-
junto com o Principio de Otimalidade de Bellman
(ver Bellman (1954)), observa-se que as descon-
tinuidades provocadas pelo processo de amostra-
gem do sinal sao automaticamente incorporadas
ao problema. De fato, considere o conjunto de
funcionais V;(&,t) R X [ty tge1) — R
Vi € K, e solucao de

VilGe 1) > sup ES{ Vi (Eya)otica) +

tht1
|Gy Gat) - uruhar}, ()
tr
onde &(ty) = & e O(ty) = ¢ € K. Considerando-
se as hipdteses usuais de continuidade, o funcional
Vi(&k, tr) é o custo entre os instantes i e +00 para
o modo ¢ € K. Suponha a existéncia de fungoes
definidas positivas e invariantes no tempo v;(§) :

R — RY § € K, tais que os custos finais (que
incluem as descontinuidades impostas por (10))
satisfazem v;)(t;“)(g(t,gﬂ) tk;+1) = V(ty41) (Ek+1)
com probabilidade um e, quando consideradas em
(14), produzem as condicoes iniciais V;(&g,tr) =
v (&), Vi € K. Se o conjunto de fungoes v;(-)
existir, Vi € K, entao o Principio da Otimalidade
de Bellman se verifica para o sistema hibrido S.
Neste caso, para w = 0 € Lo,

;i (&)
> gi,ik{ / kHGQ (€)' Go(€)dT + U@(tk+1)(§k+l)}

123

> & fugug ) (Ers1) } (15)

onde &(tr,) = &, Vk € N. A consequéncia imediata
deste fato é que o sistema é estavel em média qua-
drética. Além disso, cada porcao do custo, para
cada k € N, é limitada e pode ser calculada como

m (15). Assim, o custo étimo associado ao ruido
de pior caso w* € Ly é dado por

p(£(0))

< ZS{ o(te) (Ek) gi’gk{ve(tkﬂ)(fk—s-l)}}
keN
0)} = Z miovi (H, (16)

=& {er
€K

A partir de (16), pode-se concluir que o valor de
p~(-) pode ser exatamente calculado quando o li-
mitante superior definido pelo sinal de desigual-
dade atinge o seu valor minimo. Este resultado é
apresentado em Gabriel e Geromel (2016).

O problema de calculo de norma visto sob esta
perspectiva, permite expandir a andlise do pro-
blema de cédlculo de norma sob o ponto de vista
de projeto de controle 6timo Hy € Hoo. Temas a
serem abordados em pesquisas futuras. Por en-
quanto, apresentamos os resultados tedricos que
nos permitem efetivamente (e aproximadamente)
calcular as normas de interesse Ho e Hoo recém
definidas sob esta nova dtica.

Teorema 1 (Gabriel e Geromel (2016))
Considere um periodo de amostragem constante
T > 0. Se existirem fungées definidas positivas
v;(§) : R" — R, Vi € K, tais que as fungoes
Vi(€,t) satisfacam

vy’ aV;
sup { a¢ (Fi(§) + Jiw) — ”VQw’w} 5
+ Gz( Z)\U R (17)

jeK

Vi € K, sujeitas as condi¢oes de contorno

entao o sistema hibrido S € estavel em média qua-
drdtica e a fung¢do py(£(0)) satisfaz (16).



Prova: A prova é decorréncia imediata de Gabriel
e Geromel (2016) quando considerado o sistema
hibrido (8)—(10) e notando-se que uma solucao de
(17) é também solucao de (14). O

A partir do Teorema 1, duas observacoes séo
importantes. A primeira delas é que o ruido
de pior caso pode facilmente ser calculado como

x _ 1,.-29Vy’/ 3
w* = 57y Tge Jy. Neste caso, o supremo des-

crito em (17) equivale a i’y‘Q %‘g" /JiJZ-’ %‘g", Vi € K,

o que leva, em conjunto com as condigoes de con-
torno (18) definidas na igualdade, ao valor exato
da funcao p,(-) através (16). A segunda é que as
condigoes apresentadas no Teorema 1 sao impor-
tantes quando analisadas sob um ponto de vista
numérico uma vez que elas parametrizam todas as
solugoes que fornecem um limitante superior para
os custos 6timos (12)—(13) considerando o con-
texto dos sistemas nao lineares com saltos marko-
vianos. Nota-se, porém, que o problema definido
pelo Teorema 1 é de dificil solugao sendo neces-
saria uma estratégia especifica para cada sistema
em analise. No entanto, para um conjunto parti-
cular de solugbes V;(&,t), i € K, embora a desi-
gualdade (17) ndo mais se verifique na igualdade,
um limitante superior ainda pode ser calculado
para o caso dos sistemas nao lineares. A préxima
segao apresenta a principal contribuicao deste ar-
tigo que corresponde a um procedimento numérico
e convexo para o calculo dos valores das normas
definidas por (12) e (13).

4 Limitantes Superiores Hs e Hoo

Dado T > 0, resolver o problema definido pelo
Teorema 1 implica em resolver uma equagao dife-
rencial parcial. A principal contribuicao deste ar-
tigo é apresentar uma formulacao alternativa para
este problema, a qual pode facilmente ser resol-
vida através de ferramentas de otimizagao con-
vexa. Para isso, considere um conjunto de funcio-
nais de custo na forma V;(£,t) = &' X;(¢)¢, Vi € K.
Neste caso, a desigualdade (14) continua sendo
verificada, porém, embora a estabilidade continue
sendo verificada através de (15), somente um custo
garantido para a funcao p,(£(0)), no contexto dos
sistemas nao lineares, pode ser calculado através
de (16). O teorema abaixo apresenta este resul-
tado, no qual a desigualdade estrita foi utilizada
em (17) e (18), sem perda de generalidade.

Teorema 2 Sejam T > 0 e v > 0 dados. Se
existir um conjunto de funcdes matriciais defini-
das positivas X;(t) € Rm)x(tm) - qefinida para
todo t € [0,T), Vi € K, para as quais

Ei(6, X)) Gi(&) X
o —I 0 <0, (19)
. . —21

EXi(T)E — Hi(§)' Xi(0)Hi(§) >0, (20)

onde

CXiF () +FOXs+¢ [ Xi+ ) N X; | €
jeK

se wverificam para todo i € K, entdo o sistema S €
estavel em média quadrdatica e um limitante supe-
rior para a fungdo p~(£(0)) € dado por (16).

Prova: Dado que (19) é verdadeira, aplicando-se
o complemento de Schur em seus elementos (2, 2)
e (3,3), obtém-se a mesma desigualdade de (17)
quando considerados V;(£,t) = &'X;(t)¢, Vi € K,
e o calculo do supremo como na secao anterior.
Além disso, (20) em conjunto com X(0) > 0,
satisfazem as condig¢oes de contorno (18), para
vi(§) = £ X(0), Vi € K. Neste caso, o conjunto
de fungoes V;(,t) e v;(€) recém definidas satisfaz
as condicoes de necessidade do Teorema 1. A esco-
lha particular de V;(&,t) faz com que somente um
limitante superior para o valor da fungao p~(£(0))
se verifique para o caso nao linear, completando
assim a prova. O

A respeito do Teorema 2, é importante obser-
var que, no caso dos sistemas lineares com saltos
markovianos, tanto no contexto classico quanto de
controle amostrado, a solucdo de (17) de fato é
uma forma quadratica, como bem conhecido na
literatura, ver Costa et al. (2013) e Gabriel et al.
(2018). Neste caso, o Teorema 2 fornece o valor
exato da funcéo p~(£(0)). Para o caso dos sistemas
nao lineares, a partir do Teorema 2, é possivel es-
tabelecer uma formulacao convexa que verifique a
estabilidade do sistema hibrido S ao mesmo tempo
em que os limitantes superiores para as normas Ho
e Hoo sao calculadas. Estes resultados sao apre-
sentados pelos préximos corolérios.

Corolario 3 (Célculo da Norma H.,) Seja
T > 0 dado. O sistema S € estdvel em média
quadrdtica e ||H|| < v € um limitante superior
para a norma Heso associada a S, se o problema

N )i(rétfbo{f : (19) = (20)}, (22)

Vi € K, for factivel com X;(t) € R{n+m)x(ntm)
uma fungdo matricial em t € [0,T), Vi € K.

Prova: Observe que no contexto de calculo da
norma Hs, tem-se £ = 0, que equivale a fazer
p~(0) <0, onde p,(-) é definido segundo (11) com
X (t) calculado segundo (19)—(20). Assim, este co-
roldrio é uma consequéncia imediata de (12) e do
Teorema 2. ]

Coroldrio 4 (Célculo da Norma H,) Seja
T > 0 dado. O sistema S € estdvel em média
quadrdtica e ||S||3 < 3, cx mioHi(€0)' Xi(0)H;(&o)



é um limitante superior para a morma Hs asso-
ciada a S, se o problema

inf ZmoH (€0)' X:(0)H;(&o) (23)

X($)>0¢

sugeito a (19), eliminando-se a dltima linha e a
dltima coluna, e a (20), Vi € K, for factivel com
X;(t) € RUtm)x(mdm) g funcdo matricial em
tel0,T), Vi e K.

Prova: A prova é similar a prova do Corolario 3,
em que o valor do limitante superior da norma
¢ dado por (16) com p~(£(0)) definido conforme
(11) para & # 0 e v = +00. Neste caso, v = 400
equivale a fazer (17), para i € K, conforme

<= AV (24)

jeK

ov;' oV,

Esta condicao corresponde a excluir a terceira li-
nha e terceira coluna de (19). O

O TPBVP definido pelo Teorema 1 deve ser
resolvido no dominio X x [0, T), com X C R("+™),
Do ponto de vista numérico, os valores das fun-
goes F;(&), G;(&) e H;(€), Vi € K, s@o conhecidos
uma vez que um conjunto de pontos £ € X, su-
ficientemente grande, for definido a priori. Além
disso, como uma solucao numérica deve ser encon-
trada, basta que sejam considerados np pontos em
& € X. A proxima secao ilustra a teoria apresen-
tada utilizando para isso um sistema de um pén-
dulo simples, que corresponde a uma planta nao
linear. Neste exemplo, foi gerado um regido ctibica
X C R? contendo np pontos, tal que, no caso Ho,
os pontos & e H (&) estejam contidos em X.

5 Solugao Numérica e Exemplo

A estrutura definida para as fungoes custo V;(€, t),
1 € K, implicam em uma equagao diferencial nas
fungoes X;(t), ¢ € K, definidas pelos problemas
(22) e (23). Para isso, o método apresentado em
Gabriel et al. (2018) é adequado e de facil apli-
cacdo. Assim, considere fungbes matriciais X (t)
lineares por partes, Vt € [tp, tp41], na forma

). 29

onde p =0,--- ,np —1, com X;, >0,Vi e Ke
todo p = 0,--- ,np. Segmentando-se o intervalo
[0,T] em nr segmentos de reta de comprimento
0 = T/nr, para que a desigualdade (19) se ve-
rifique em todo o intervalo, basta que (19) seja
verificada em todo segmento de reta, no inicio e
no fim de cada intervalo [t,,tp+1], onde t, = pd e
p=0,1,-- ,np—1.

Para ilustragao, considere a equagao dinamica
de um péndulo simples inextensivel dada por

t—t,

Xi(t) = Xip + (Xip+1) — Xz‘p)(

&+ (g/1) sin(a) = ucos(a). (26)

onde o parametro g/l € {1, 4} varia de acordo com
uma cadeia de Markov, g = 9.8m/s? é a acelera-
¢ao da gravidade, [ é o comprimento do péndulo
e a é o seu deslocamento angular medido a partir
da vertical. O controle v é uma forga externa ho-
rizontal aplicada na sua extremidade. Fazendo-se

& = [& & &) = o & u], reescreve-se o sistema
em sua formulagao hibrida, onde
&2
Fi(&)=|&scos(&1) — (g/1)isin(é1) |,
0

mer=|; os o=l o e

Vi € K, com g/l € {1,4} definindo os dois modos
da cadeia de Markov, K = {1,2}. A matriz de
taxa de transicao A e as matrizes de ganho L, e
L+ sao dadas por

A_[05 aﬂ [Ll]_[
0.2 —0.2] | Lo

A probabilidade inicial é mg = [1 0] e o periodo
de amostragem T = 250 ms. Utilizando ny = 4
e np € {8,64,512}, os resultados decorrentes dos
Corolarios 3 e 4, referentes ao calculo dos limi-
tantes superiores para as normas Hs e Hoo, res-
pectivamente, estao apresentado na Tabela 1 para
duas condigoes inicias diferentes para a norma Ho
e duas matrizes J; distintas, para a norma H.,
Por outro lado, nota-se que uma aproximacao li-

near para o sistema definido por (26) pode ser
obtida utilizando-se as matrizes

0.1791 —0.5561
—0.2972 —0.8691

010 010
Fi¢§)=1-4 0 1|¢& F=|-1 0 1|¢,
0 0 0 0 0 O

validas para pequenos angulos . Aplicando-se os
resultados dos Corolarios 3 e 4 na aproximagao
linear de (26), os valores obtidos para as normas
Ho e Hoo estao descritos na Tabela 2, para as
mesmas condigoes anteriores. Neste caso, pode-se
observar que, para a quantidade de pontos seleci-
onada, o algoritmo proposto para os sistemas nao
lineares fornece apenas um limitante superior para
as normas de interesse, uma vez que os valores da
Tabela 1 sao, em todos os casos, superiores aos
apresentados na Tabela 2. Além disso, de acordo
com os dados destas tabelas, pode-se observar que
quanto maior o angulo inicial, mais distantes es-
tao os resultados do sistemas nao linear e de sua
aproximagao linear, o que condiz com o fato desta
ultima ser valida somente para pequenos valores
do angulo a.

Nota-se que o esforco computacional para re-
solver os problemas propostos cresce com a dimen-
sao de R*"*™, Por fim, é importante observar que
as condigdes iniciais (traduzidas pelas matrizes J;,
i € K) devem capturar todas as componentes das



Tabela 1: Resultados para a planta nao linear.

np=8np=64np:512

fo=[r/67/60 443 308 274
€ =[r/157/150 017 015 0.5

15113

Ji=[r/67/60 912 643 558
Ji=[r/15 /150 092 079  0.76

[Sloe

Tabela 2: Resultados para a aproximacao linear.

np:8np:64np:512

Co=[r/67/60 102 087  0.83
& =[r/157/150 0.16 0.14  0.13

IS113

Ji=[r/67/60] 204 176 1.68
Ji=[r/15 /150 0.82 0.71  0.68

[Sloe

varidveis de interesse X;(T'), Vi € K, como é usual
nos problemas de otimizagao Ho, uma vez que a
resolucao destes sistemas nao lineares requer que
uma grande quantidade de restrigoes sejam veri-
ficadas simultaneamente, o que pode implicar em
valores elevados nas componentes nao capturadas
pelas condigoes iniciais.

6 Conclusoes

Este artigo propoe um procedimento numérico
para o calculo das normas de interesse Hs e Hoo
associado aos sistemas nao lineares com saltos
markovianos sujeitos a leis de controle amostrado
e ruidos do tipo aditivo. Este calculo é realizado
através da fungdo p,(-) definida de forma tunica
para os dois problema. No caso nao linear apenas
um limitante superior pode ser calculado, ainda
assim sua importancia encontra-se no fato de que
esta funcao é essencial para a resolucao de proble-
mas de controle baseados nestas normas, Gabriel
et al. (2018). O projeto de controladores Hs € Hoo
¢é deixado para pesquisas futuras.
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