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Abstract— This paper explores the controller synthesis technique that obtains the set of stabilizing PI con-
trollers from the frequency response data of a closed-loop control system. This method is used to get the
stabilizing set that can be applied to the speed control of a DC Motor. The simulation and experimental results
are validated by step response test.
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Resumo— Este trabalho explora a técnica para obtenção do conjunto de controladores PI estabilizantes a
partir da resposta em frequência de um sistema de controle em malha fechada. O método é utilizado para
obtenção do conjunto estabilizante aplicado ao controle de velocidade de um Motor de Corrente Cont́ınua. Os
resultados obtidos por simulação e experimentalmente são validados por meio de teste de resposta ao degrau.
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1 Introdução

Controladores proporcionais-integrais (PI)
têm uso amplamente difundido na indústria, cons-
tituindo a maioria dos sistemas de controle in-
dustriais (Aström and Hägglund, 2006). Tal uso
é explicado pela possibilidade de se atribuir ao
sistema em malha fechada uma dinâmica estável
com erro nulo em regime permanente (Khadraoui
et al., 2014a), desde que o sistema seja do Tipo 0
(Nise, 2012).

É comum basear-se em modelos matemáticos
do processo para a śıntese de controladores, par-
tindo de representações matemáticas como fun-
ções de transferência e representação no espaço de
estados. Entretanto, o processo para a obtenção
desse modelo é apenas um passo intermediário en-
tre a análise e o projeto do controlador (Khadraoui
et al., 2014b). Assim, a despeito dos métodos que
exijam o pré-conhecimento do modelo da planta,
diversos autores têm se empenhado para obter
um conjunto de controladores com base em dados
de resposta da planta. Cada um dos elementos
deste conjunto, utilizado em malha fechada com
o processo, fornecerá uma dinâmica desejada ao
sistema: estabilidade, robustez, resposta ótima,
adaptatividade de modo que a resposta siga de-
terminada referência, entre outros.

Particularmente, a estabilização de um dado
sistema em malha fechada é uma caracteŕıstica di-
nâmica extremamente importante para aplicações
industriais; desde Nyquist (1932), utilizam-se da-
dos de resposta da planta para determinação da
estabilidade de um sistema, dado um controlador

a ser utilizado em malha fechada com tal processo.
Entretanto, não era posśıvel determinar, a priori,
qual o conjunto completo de controladores que es-
tabilizariam a planta.

Neste contexto, Keel and Bhattacharyya
(2008) introduziram o conceito de śıntese de con-
troladores estabilizantes, para controladores de
três termos (por exemplo, PID), pela resposta
em frequência P (jω) do processo; também sendo
posśıvel garantir determinados parâmetros de de-
sempenho, tais como margem de ganho, mar-
gem de fase e normas H∞. Posteriormente, Pa-
rastvand and Khosrowjerdi (2015) estenderam os
resultados obtidos para controladores de ordem
fixa. A partir destes trabalhos, vários outros auto-
res desenvolveram aplicações utilizando a técnica:
em um sistema de levitação magnética (Kallakuri
et al., 2011); na regulação de tensão em um con-
versor boost (Alzate and Oliveira, 2016), também
considerando os limites de fornecimento de ten-
são do sistema (Alzate et al., 2017); em controle
de velocidade de um motor (Stefanoni and San-
tos, 2017); para sistemas de duas entradas e duas
sáıdas (Kallakuri et al., 2013). Paralelamente, ou-
tras técnicas para śıntese de controladores utili-
zando a resposta em frequência foram desenvol-
vidas, entre elas: determinação do conjunto de
controladores PID estabilizantes baseado no dia-
grama de Nyquist inverso (Fang, 2010; Fang and
Kong, 2011); uso de fórmulas de inversão para
controladores PID discretos, relacionando com o
diagrama de Nyquist (Cuoghi and Ntogramatzi-
dis, 2013); caracterização do Critério de Nyquist



em termos do diagrama de Bode (Keel and Bhat-
tacharyya, 2010); determinação do conjunto esta-
bilizante e robusto para processos com atraso tem-
poral incerto (Emami and Watkins, 2009), tam-
bém válido para o domı́nio discreto (Emami and
Watkins, 2010); e śıntese de controladores adap-
tativos, realizável em circuitos CC, CA e sistemas
de controle (Datta et al., 2013), com aplicação
para controladores de ordem reduzida (Khadraoui
et al., 2013) e solução por otimização por enxame
de part́ıculas (Khadraoui et al., 2016).

O presente trabalho propõe-se a explorar a
técnica apresentada por Keel and Bhattacharyya
(2008), de modo a obter o conjunto de controla-
dores PI estabilizantes para uma malha de veloci-
dade em um motor de corrente cont́ınua (MCC)
acionado com chopper e com medição de veloci-
dade por tacogerador. Neste trabalho, esta téc-
nica é investigada por simulações de modo a obter-
se o conjunto de controladores PI estabilizantes
e testes experimentais são realizados para valida-
ção. A proposta de método é resumida na Seção 2
e a realização experimental com os resultados são
abordados nas Seções 3 e 4, respectivamente.

2 Apresentação do Método

O método para obtenção de controladores es-
tabilizantes, desenvolvido por Keel and Bhatta-
charyya (2008), consiste na utilização da resposta
em frequência de um sistema em malha fechada
com realimentação negativa unitária, G(jω), for-
mado por uma dada planta LTI (linear e invari-
ante no tempo) a ser controlada, P (s), cujo sinal
de controle, U(s), é oriundo de um controlador
estabilizante conhecido, C(s). O conhecimento
de G(jω) e de C(s) é suficiente para computar
o conjunto total de controladores que, utilizados
em malha fechada com a planta em realimentação
negativa unitária, estabilizarão o sistema G(s). A
Figura 1 representa tal sistema, com H(s) = 1.

Figura 1: Sistema de controle com realimentação
negativa.

2.1 Equacionamento

Seja uma planta P com função de transferên-
cia desconhecida P (s) e grau relativo rP = n−m,
tal que, respectivamente, z+, p+ sejam o número
de zeros e polos no semiplano complexo direito
(SPCD); z−, p− o número de zeros e polos no
semiplano complexo esquerdo (SPCE); m, n os

graus do numerador e do denominador; e C(s)
um controlador conhecido utilizado em malha fe-
chada com o processo, de tal forma que o sis-
tema G(s) fique estável. Tendo-se as respostas
em frequência G(jω) = |G(jω)|eφG(ω), obtida ex-
perimentalmente, e C(jω), calculada a partir de
C(s), calcula-se

P (jω) =
G(jω)

C(jω)(1−G(jω))
(1)

sendo

P (jω) = |P (jω)|ejφ(ω) = Pr(ω) + jPi(ω) (2)

Além da resposta em frequência da planta, são
necessárias outras duas informações para o cálculo
do conjunto estabilizante: rP e z+. rP é obtido
pela inclinação em altas frequências do gráfico de
magnitude do diagrama de Bode de P (jω):

rP = − 1

20

dPdB(ω)

d(log10 ω)

∣∣∣∣
ω→∞

. (3)

Já z+ é calculado por

z+ =
1

2
[−rP − rC − 2z+C − σ(G)]. (4)

Na Equação (4), além do termo referente ao
grau relativo da planta, são utilizados dados do
controlador C(s) e do sistema a malha fechada
G(s). z+C é o número de zeros de C(s) no SPCD,
e rC = nC − mC é o grau relativo do controla-
dor. Ambos são facilmente determináveis já que o
controlador é conhecido. Já σ(G), denominada as-
sinatura de G, é calculada em função da variação
ĺıquida de fase de G(jω) entre 0 e +∞:

σ(G) =
2

π
∆∞0 [φG(ω)]. (5)

Com estas informações, define-se g(ω):

g(ω) := − Pr(ω)

|P (jω)|2
= −cos(φ(ω))

|P (jω)|
. (6)

Esta função determinará a faixa de ganhos
KP do conjunto estabilizante, uma vez que o al-
goritmo prevê a atualização deste ganho dentro
da faixa KP ∈ (Kmin

P ,Kmax
P ), tal que Kmin

P =
min[g(ω)] e Kmax

P = max[g(ω)].
Dessa forma, fixando-se KP = K∗P dentro do

intervalo supracitado, o conjunto de ganhos KI

estabilizantes é dado por[
KI +

ωt sinφ(ωt)

|P (jω)|2

]
it > 0. (7)

Na Equação (7), ωt é cada uma das l −
1 frequências de multiplicidade ı́mpar, Ω =
{ω1, ω2, ..., ωl−1} tal que ω1 < ω2 < ... < ωl−1,



e solucionam a igualdade g(ω) = K∗P . A este con-
junto, acresce-se ω0 = 0 e ωl = +∞. Já it é o
conjunto de inteiros que solucionam:

Para rP par:

j(−1)l−1[i0 − 2i1 + 2i2 + ...+ 2(−1)l−1il−1

+ (−1)lil] = rP + 2z+ + 2
(8)

Para rP ı́mpar:

j(−1)l−1[i0 − 2i1 + 2i2 + ...+ 2(−1)l−1il−1]

= rP + 2z+ + 2
(9)

com j = sgn{F̄i(∞−,K∗P )}, sendo

F̄i(ω,KP ) = KP |P (jω)|2 + |P (jω)|cos(φ(ω)).
(10)

2.2 Algoritmo para Obtenção de Controladores
PI Estabilizantes

O procedimento de projeto descrito pode ser
organizado em um pseudocódigo, tal como se vê
no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Conjunto Estabilizante

Entrada: G(jω), C(s)
Sáıda: Conjunto PI estabilizante

1 ińıcio
2 Determine C(jω);
3 Encontre P (jω) pela Equação (1);
4 Verifique o grau relativo da planta rP ;

5 Determine z+C e rC ;
6 Determine ∆∞0 [φG(ω)];
7 Calcule σ(G) através da Equação (5);
8 Calcule z+ pela Equação (4);
9 Calcule g(ω) pela Equação (6);

10 para cada K∗P ∈ (Kmin
P ,Kmax

P ) faça
11 Determine Ω que seja solução da

equação g(ω) = K∗P ;
12 Estabeleça ω0 = 0, ωl =∞ e

j = sgn{F̄i(∞−,K∗P )}, com base
na Equação (10);

13 se rP é par então
14 Determine todos os conjuntos it

que solucionem (8);

15 senão
16 Determine todos os conjuntos it

que solucionem (9);

17 fim
18 Encontre os valores de estabilização

para o ganho integrativo KI pela
Inequação (7) para t = 0, 1, ..., l;

19 fim

20 fim

3 Resultados e Discussões

Nesta Seção, serão apresentados resultados re-
ferentes à aplicação do método apresentado na Se-
ção 2, para uma planta composta por um MCC de
ı́mã permanente alimentado por um banco de ba-
terias de 24V, acionado por um Chopper ponte
H de 4 quadrantes, com sensoriamento de veloci-
dade por tacogerador e plataforma de desenvolvi-
mento LM3S8962 com microcontrolador ARM®,
conforme apresentado na Figura 2. Os dados de
simulação são provenientes do uso do software
MATLAB® e da ferramenta Simulink®, através
do pacote SimPowerSystems™.

Figura 2: Bancada experimental utilizada.

3.1 Considerações para Implementação

A Tabela 1 apresenta os dados do sistema uti-
lizado. Ressalta-se que o objetivo do método é ob-
ter o conjunto de controladores estabilizantes sem
o conhecimento prévio da planta, apenas com os
dados de resposta em frequência; porém, foi ne-
cessário levantar os parâmetros do processo a ser
controlado para realizar a simulação do sistema
em ambiente computacional.

Tabela 1: Dados e parâmetros do sistema.
Conversor
Frequência f0 3 kHz
Vin 24 V
Controlador
KP 0,01
KI 2
Motor CC
Kt 0,0887 Nm/A
Ke 8,57 mV/rpm
Ra 1,19 Ω
La 3,3 mH
J 0,0741 g/m2

B 17,85 mN.m.s
Vmax 60 V

Uma vez que o conversor analógico digital
(ADC) do microcontrolador não pode receber ten-
sões negativas, utilizou-se um diodo para limitar
a tensão sobre a porta ADC. Esta estratégia res-
tringe a extensão de velocidades aferidas para ape-
nas valores positivos.



3.2 Obtenção da Resposta em Frequência

A estratégia para determinar a resposta em
frequência do sistema a malha fechada leva em
consideração que este é um sistema LTI. Assim,
ao aplicar-se uma referência senoidal superposta
a um ńıvel constante de velocidade, a resposta do
sistema apresentará caracteŕıstica oscilatória em
torno do ńıvel cont́ınuo (Siebert, 1985). Dessa
forma, adotou-se uma referência ωref = 1200 +
100 cos(2πf) RPM, varrendo-se um intervalo de
frequências no intervalo entre 0, 8 Hz e 50 Hz, com
passo entre frequências de 1 Hz - à exceção do in-
tervalo entre 5 Hz e 8 Hz (passo de 0, 5 Hz) e do
intervalo entre 30 Hz e 50 Hz (passo de 2 Hz).

A Figura 3 mostra um exemplo de resposta
obtida em simulação para f = 14 Hz, e a Figura
4 apresenta a resposta obtida em bancada para a
mesma frequência. Por fim, a Figura 5 apresenta
as respostas em frequência obtidas em simulação
e em bancada, em um Diagrama de Bode.

Figura 3: Resposta de excitação senoidal (Simu-
lação): f = 14 Hz.

Figura 4: Resposta de excitação senoidal (Expe-
rimental): f = 14Hz.

Como foi apresentado, a caracteŕıstica de res-
posta em ambos os casos é semelhante: o sistema é
de segunda ordem, com polos complexos tais que o
coeficiente de amortecimento é menor que 0,7071.
Além disso, vê-se que a banda passante, o valor de
pico no gráfico de magnitude e a frequência natu-
ral no gráfico de fase apresentam valores próximos,
comparando-se resultados simulados e experimen-
tais. Portanto, valida-se o sistema de simulação
para a resposta em frequência. Ainda assim, de-
vido às dificuldades de aferição da resposta fre-

Figura 5: Respostas em frequência do sistema a
malha fechada: dados simulados e experimentais.

quencial com o aumento da atenuação do sinal de
sáıda, à medida que a frequência f aumenta, os
dados experimentais apresentam certo rúıdo.

3.3 Cálculo dos Controladores Estabilizantes

Com a resposta em frequência, aplicou-se o
método apresentado na Seção 2.2 para obtenção
dos controladores estabilizantes. Na Figura 6,
é posśıvel verificar o comportamento da função
g(ω), a qual implica na faixa de ganhos KP do
conjunto estabilizante. A Figura 7 mostra o con-
junto estabilizante obtido por meio do método.

Figura 6: Curva g(ω) segundo Equação (6).

Figura 7: Conjunto de controladores estabilizan-
tes: dados simulados e experimentais.

Primeiramente, destaca-se a pequena dife-
rença entre os intervalos dos ganhos KP e KI ,
comparando-se dados simulados e experimentais.



Tal diferença deve-se ao fato de o intervalo utili-
zado para o ganho KP ser oriundo da função g(ω),
que por sua vez, é relacionada aos dados experi-
mentais de resposta em frequência da planta.

Pode-se ver que, ainda que tenham havido di-
vergências em detalhes das respostas em frequên-
cia, existe um grande conjunto de intersecção en-
tre as áreas demarcadas. Além disso, os limites
que demarcam a região de controladores estabili-
zantes são bem próximos, a despeito das irregula-
ridades inerentes aos dados experimentais.

3.4 Comparação de resposta em degrau

Testes de resposta ao degrau foram realizados
de forma a validar o método utilizado. Os testes
foram realizados para uma velocidade referência
de 1000 RPM com diversos controladores, dentro
e fora da região estabilizante. Três resultados de
destaque serão aqui apresentados, para os contro-
ladores presentes na Tabela 2.

Tabela 2: Controladores PI apresentados.
. KP KI Caracteŕıstica de G(s)
1 0,01 2,5 Estável
2 -0,004 0,4 Estável
3 0,024 10 Oscilatória

O primeiro controlador, que se localiza dentro
do conjunto estabilizante no plano KP −KI , esta-
bilizou o sistema, conforme previsto. Na Figura 8
é posśıvel ver o comportamento da velocidade do
motor a malha fechada com este controlador.

Figura 8: Comportamento da velocidade para o
controlador 1.

O segundo controlador também encontra-se
dentro do conjunto estabilizante, porém possui ga-
nho proporcional negativo - o sistema passa a ser
de fase não-mı́nima. Na Figura 9, vê-se o compor-
tamento da velocidade do motor a malha fechada
com este controlador; ressalta-se o peŕıodo inicial,
no qual o motor, de fato, gira no sentido contrá-
rio, mas o sistema de aquisição de velocidade não
é apto a tratar valores negativos.

Figura 9: Comportamento da velocidade para o
controlador 2.

Por fim, o terceiro controlador encontra-se na
fronteira do conjunto estabilizante, e a resposta
do sistema mostrou-se oscilatória a malha fechada,
como se pode ver na Figura 10. Esta resposta era
esperada, uma vez que, escolhendo-se controlado-
res mais próximos da fronteira, a tendência do sis-
tema seria ter resposta cada vez mais oscilatória,
até chegar à instabilidade.

Figura 10: Comportamento da velocidade para o
controlador 3.

4 Conclusões

Este trabalho verificou em simulação e expe-
rimentalmente a técnica para obtenção de contro-
ladores PI estabilizantes aplicada ao controle de
velocidade de um MCC acionado por Chopper. O
procedimento apresentado mostrou-se eficaz, uma
vez que houve validação do método por meio da
avaliação de estabilidade em testes de resposta ao
degrau. Ademais, houve correlação entre os re-
sultados simulados e experimentais, a despeito da
presença de rúıdos inerentes à medição.

Os resultados obtidos pela aplicação do mé-
todo no motor CC, um sistema linear de segunda
ordem, encorajam sua utilização em outros pro-
cessos cujos modelos possuem maior ordem e com-
plexidade, além de maior dificuldade na obtenção
de modelagem anaĺıtica. Nestes casos, a técnica
apresentada torna-se uma interessante ferramenta
na busca de controladores estabilizantes.
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Agradecemos à Universidade de São Paulo, ao
CNPQ e à CAPES/Proex pelo suporte financeiro,
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