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Abstract— This paper deals with the design of Proportional-Integral-Derivative (PID) controllers with con-
vergence rate specifications for positioning systems subject to hysteresis and time-delay. The hysteretic effect is
modeled by the Prandtl-Ishlinskii operator susceptible to limited parametric uncertainty. The proposed result
is based on robust control techniques coupled with linear matrix inequalities (LMIs). Numerical examples are
presented to illustrate the efficiency of the proposed method.
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Resumo— Este artigo trata o problema de projeto de controladores do tipo Proporcional-Integral-Derivativo
(PID) com especificações de taxa de convergência para sistemas de posicionamento sujeitos a histerese e retardo
de tempo. O efeito histerético é modelado pelo operador de Prandtl-Ishlinskii pasśıvel de incerteza paramétrica
limitada. O resultado proposto baseia-se em técnicas de controle robusto aliadas a desigualdades lineares matrici-
ais (LMIs, do inglês: Linear Matrix Inequalities). Exemplos numéricos são apresentados para ilustrar a eficiência
do método proposto.
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1 Introdução

Atuadores baseados em materiais inteligentes, tais
como piezoelétricos e ligas de memória de forma
magnética, têm atráıdo grande interesse devido
sua velocidade de resposta, alta resolução e rigi-
dez (Croft et al., 1999; Peng e Chen, 2013). Esses
atuadores exibem efeitos não lineares, como a his-
terese, o que torna a sua modelagem e controle
desafiadores. Para lidar com esse desafio, há na
literatura várias propostas de modelos de histe-
rese (Wen, 1976; Ge e Jouaneh, 1997; Martins e
Aguirre, 2016) e métodos de projetos de controla-
dores para a sua compensação (Zhou et al., 2004;
Janaideh et al., 2011; Riccardi et al., 2012; Liu
et al., 2014). Neste trabalho, utiliza-se o operador
de Prandtl-Ishlinskii (Janeideh et al., 2009) para
o projeto de controladores robustos à incertezas
histeréticas.

Além da histerese, o retardo de tempo é um
outro efeito frequentemente encontrado em apli-
cações práticas (Liu e Su, 1998). Do ponto de
vista de controle, a presença de retardo de tempo
pode degradar o desempenho do sistema, podendo
até levar à sua instabilidade. Para tratar esse
problema, abordagens lineares e não lineares vêm
sendo desenvolvidas (Yi et al., 2009; Mozelli e
Souza, 2013; Fenili et al., 2014). Na abordagem
linear, uma das principais ferramentas utilizadas
é a combinação da teoria de Lyapunov-Krasovskii
e LMIs (do inglês, Linear Matrix Inequalities).

Apesar de existir uma extensiva quantidade
de trabalhos tratando isoladamente sistemas com
histerese ou com retardo de tempo, o caso em
que se considera os dois efeitos combinados ainda
tem sido pouco explorado na literatura. No me-

lhor conhecimento dos autores, o primeiro traba-
lho que trata o problema combinado é apresentado
em Pan et al. (2001). Esse trabalho modela um
sistema de corte de metal como um sistema in-
certo com histerese e retardo de tempo constante,
para projeto de controle robusto adaptativo. Em
sequência, alguns trabalhos tratam os efeitos de
histerese e retardo de tempo em esquemas de con-
trole adaptativo não linear (Ren et al., 2009; Li
et al., 2012). A metodologia adotada é frequente-
mente descrita em dois passos: a escolha adequada
de um funcional de Lyapunov-Krasovskii para tra-
tar o problema de retardo de tempo e o emprego
desse funcional em um esquema adaptativo por
meio de técnicas não lineares (Hua e Li, 2015).

Neste trabalho propõe-se uma metodologia
para o projeto de controladores PID robustos pro-
jetados para compensar incertezas histeréticas em
conjunto com o retardo de tempo. Utilizando o
operador de Prandtl-Ishlinskii, a histerese é re-
presentada como um parâmetro incerto e limitado
para o projeto de controle. Dessa forma, a his-
terese é formulada como uma incerteza interva-
lar. O principal resultado deste trabalho é obtido
por meio de técnicas de controle robusto aliadas a
LMIs.

Este trabalho é organizado da seguinte ma-
neira: na Seção 2 é apresentada a modelagem
do sistema com histerese sujeito a um retardo de
tempo constante. Na Seção 3 têm-se a formula-
ção do problema e a metodologia utilizada para
o projeto do controlador. Na Seção 4, resultados
numéricos são utilizados para demonstrar a efi-
ciência do método proposto. As conclusões são
apresentadas na Seção 5.



2 Modelagem do Sistema de
Posicionamento

Nesta seção, apresenta-se a modelagem do sistema
de posicionamento com histerese sujeito a um re-
tardo de tempo no sinal de controle.

2.1 Sistemas de Posicionamento com Histerese

Os sistemas histeréticos podem ser representados
matematicamente por um modelo dinâmico Σ que
descreve o comportamento linear do sistema, pre-
cedido de um operador Γ que descreve o efeito de
histerese. Na Figura 1 é mostrado o diagrama de
blocos que caracteriza esse tipo de sistema.

A dinâmica linear Σ desses sistemas de posi-
cionamento pode ser aproximada adequadamente
como sistemas de segunda ordem (Riccardi et al.,
2013), da seguinte forma:

Σ :


ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t)=b0
(
Γ[v(t)]+ζ

)
−a0x1(t)−a1x2(t),

y(t) = x1(t),

(1)

em que x1 e x2 referem-se à posição e a velocidade
do atuador, respectivamente, e a0, a1 e b0 são os
coeficientes do modelo que dependem da rigidez,
do amortecimento elástico e da massa. A variável
ζ representa as perturbações externas.

Γ Σ
Entrada S

á
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Figura 1: Sistema de posicionamento.

O comportamento histerético é modelado por
meio do operador de Prandtl-Ishlinskii, que é dado
pela soma ponderada de operadores elementares,
também denominados como operadores de jogo
(do inglês, play operators) (Kuhnen, 2003). Cada
um desses operadores é definido por um raio ri.
Dessa forma, o i-ésimo operador de jogo Pri , para
uma entrada cont́ınua v(t), é apresentado na Fi-
gura 2 e equacionado como

uri(t) = max(min(v(t) + ri,uri(t
−)),v(t)− ri)

,Pri [v(t);uri(t
−)], (2)

sendo uri(t) e uri(t
−) o estado atual e o estado

anterior do operador de jogo, respectivamente.

uri(t)

v(t)

-ri ri

Inclinação=1

Figura 2: Operador de jogo. v(t) é o sinal de
entrada e uri(t) são os valores do estado do i-ésimo
operador.

Para cada operador de jogo, têm-se dois mo-
dos posśıveis em que seu estado pode estar em
um instante de tempo t, como pode ser notado
tanto pela Figura 2 quanto por (2). Um desses mo-
dos corresponde à região linear (i.e. em que o es-
tado varia linearmente), tal que uri(t) = v(t)± ri.
O segundo modo é denominado como a região
de jogo, em que o estado é constante, dado por
uri(t) = uri(t

−).
O operador de Prandtl-Ishlinskii corresponde

à soma ponderada de k operadores de jogo, tal que

u(t) = Γ[v(t);ur(t−)] =

k∑
i=1

θiPri [v(t);uri(t
−)], (3)

sendo uri(t) o estado atual do i-ésimo operador de
jogo Pri , ur(t) , [ur1(t) ur2(t) · · · urk (t)]T o vetor
de estados no tempo t e ur(t

−) o vetor de estados
no instante imediatamente anterior ao instante de
tempo atual. Assume-se que cada ponderação θi
é limitada, não negativa e maior que zero.

Para reescrever (3) em uma forma compacta,

define-se P , [Pr1 Pr2 · · · Prk ]T, o qual repre-
senta a evolução temporal dos estados ur(t) de
(3) com relação a uma entrada v(t), tal que

ur(t) = P[v(t);ur(t−)]. (4)

Ademais, define-se θ , [θ1 θ2 · · · θk]T e r ,
[r1 r2 · · · rk]T . Assim, pode-se representar a
sáıda do operador (3) como

u(t) = Γ[v(t);ur(t−)] = θTur(t). (5)

Exemplo 1 Para ilustrar um posśıvel modelo do
comportamento histerético (5), definem-se 3 ope-
radores de jogo (2) com raios dados por r =
[0 0,8 1,7]T e ponderados por θ = [5,88 1,58 0,47]T.
Na Figura 3, tem-se a relação sáıda pela entrada
de cada um dos operadores e o ciclo de histerese
resultante, Figuras 3(a) e 3(b), respectivamente.
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Figura 3: Ilustração de um operador (5). (a) Sáıda
dos operadores Pr1 , Pr2 e Pr3 e (b) Laço de histe-
rese do operador (5). A entrada é v(t)=3 sin(t).

2.2 Sistemas de Posicionamento Sujeitos a His-
terese e Retardo de Tempo

Para o caso em que se considera o sistema com-
pleto em malha fechada, o retardo de tempo pode
ser tratado como um atraso no sinal de controle



v(t) (Mozelli e Souza, 2013). Portanto, o modelo
dinâmico Σ (1) passa a ser representado por

Σ̄ :


ẋ1(t)=x2(t),

ẋ2(t)=b0
(
u(t−τ)+ζ

)
−a0x1(t)−a1x2(t),

y(t)=x1(t),

(6)

em que u(t−τ)=Γ[v(t−τ);ur(t−−τ)] é o operador
(5) para a entrada de controle v(t−τ), com retardo
de tempo τ .

3 Projeto do Controlador

Para alcançar os objetivos deste trabalho, é pro-
posto o projeto de um controlador PID com
base em métodos de controle robusto via LMIs
(Riccardi et al., 2013; Fenili et al., 2014).

3.1 Formulação do Problema de Controle

Neste trabalho, o comportamento dinâmico do sis-
tema é descrito por (6) e o efeito de histerese
é dado por (5). O controlador C Proporcional-
Integral-Derivado (PID) é dado por:

v(t)=kP (y−ref)+kI
∫ t

0

(y−ref)dT + kD ẏ, (7)

em que kP , kD≥0 e kI>0. Ademais, considera-se
que ref(t) é constante, i.e. ṙef(t)=0; ver Figura 4.
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Figura 4: Diagrama do controle em malha fe-
chada.

Para o projeto de controle, o sistema (6) é
representado para ζ=0, como:
ė0(t)=e1(t),

ė1(t)=e2(t),

ė2(t)=ref(t)−a0(e1(t)−a1e2(t)+b0u(t−τ),

(8)

em que e1 = y − ref , e0 =
∫ t

0
e1dT e e2 = ẏ.

No entanto, não é posśıvel garantir estabilidade
assintótica para a origem de (8) devido à sua de-
pendência com o sinal de referência e por possuir
um estado da integral do erro. Para contornar
essa questão, considera-se a mudança de variável,
ξ0 = ė0, ξ1 = ė1 e ξ2 = ė2, em que ξ0 corresponde
ao erro de rastreamento:

ξ̇0(t) = ξ1(t),

ξ̇1(t) = ξ2(t),

ξ̇2(t) = −a0ξ1(t)− a1ξ2(t)+b0
d
dt

(u(t−τ)),

(9)

sendo

d

dt

(
u(t− τ)

)
=

d

dt

(
Γ
[
v(t−τ);ur(t−−τ)

])
= θT u̇r

(
t− τ

)
, (10)

em que ur(t−τ) em (4), tem-se que

u̇r(t− τ) =


Ṗr1
[
v(t− τ);ur1(t− − τ)

]
.
.
.

Ṗrk
[
v(t− τ);urk(t− − τ)

]
.

É importante ressaltar que os estados dos ope-
radores de jogo (2) chaveiam entre as regiões li-
near e de jogo, definidas na Subseção 2.1. A de-
rivada temporal de um operador de jogo pode ser
tratada considerando dois conjuntos que envol-
vem essas regiões (Esbrook et al., 2014). Defi-
nindo Πi(t) como o conjunto de valores em que
Pri [v(t);uri(t

−)] esteja dentro da região linear no
instante t e Πc

i (t) como o complemento de Πi(t),
tem-se

Ṗri =

{
v̇, se Pri ∈ Πi(t−τ),

0, se Pri ∈ Πc
i (t−τ).

(11)

Por fim, para o projeto de controle,
representa-se θT como uma incerteza limitada.
Com esse objetivo, define-se θ̄(t) como a soma das
ponderações de cada um dos operadores de jogo
que esteja na região linear no instante de tempo t

θ̄(t) =

[∑
i

θi : Pri ∈ Πi(t)

]
, (12)

que tem valores limitados para o operador de his-
terese (5). Assim, θ̄(t) pode ser tratado como um
parâmetro incerto limitado:

θ̄(t) : θ̄ ∈
[
θ̄min, θ̄max

]
. (13)

Por meio das definições apresentadas em (11)-
(13), tem-se que (10) pode ser interpretado como

d

dt

(
u(t− τ)

)
=
[
θ1 θ2 · · · θk

][
Ṗr1 Ṗr2 · · · Ṗrk

]T
= θ̄(t− τ)v̇

(
t− τ

)
,

em que v̇ é a derivada temporal da ação de controle
(7) que pode ser reescrita em função do erro, como
v(t−τ) = kP e1 + kIe0 + kDe2. Assim, a derivada
do sinal de controle para o sistema em estudo é
dada por v̇(t − τ) = kP ξ1 + kIξ0 + kDξ2, a qual
pode ser expressa na forma matricial

v̇(t− τ) = kT ξ(t− τ), (14)

com k = [kI kP kD]T e ξ = [ξ0 ξ1 ξ2]T.
Portanto, (10) pode ser reescrita apropriada-

mente na seguinte forma

d

dt

(
u(t−τ)

)
= θ̄v̇

(
t−τ

)
= θ̄kT ξ

(
t−τ

)
. (15)

Pelo uso de (15), pode-se reescrever (9) em
malha fechada na forma matricial

ξ̇(t) = Ãξ(t) + Ãdξ(t− τ), (16)

sendo Ãd = θ̄B̃kT , com θ̄ dado por (13), e

Ã=

0 1 0
0 0 1
0 −a0 −a1

, B̃=

 0
0
b0

,k=

kIkP
kD

, ξ=
ξ0ξ1
ξ2

.
Portanto, reescreveu-se o sistema sujeito a his-

terese e retardo de tempo como um sistema de
controle com realimentação de estados.



3.2 Metodologia de Controle via LMIs

A metodologia de projeto de controladores PID
descrita a seguir parte da condição de análise de
estabilidade proposta em Fenili et al. (2014) para
um retardo de tempo constante, d(t) = τ .

Lema 1 (Fenili et al., 2014) Considere o sistema
ẋ(t) = Ax(t) +Adx(t − τ). Sejam dados τ > 0
e δ > 0 uma taxa de convergência exponencial tal
que ||x(t)|| ≤ κe−2δt, ∀t ≥ 0 e κ ∈ R+. Então, a
origem desse sistema é exponencialmente estável,
com taxa de convergência exponencial δ, se exis-
tirem matrizes: F , G, P = P T , S = ST , Q,
R1 = RT

1 , R2 e R3 = RT
3 , tais que[

P Q
QT ε1S

]
> 0, (17)

R̂ =

[
R1 RT

2

R2 R3

]
> 0, (18)

Ξ < 0, (19)

em que ε1= e−2δτ

τ , ε2=e−2δτ e Ξ dado em (20).

Portanto, aplicando o Lema 1 ao sistema (16)
obtemos o principal resultado deste trabalho.

Teorema 1 Considere o sistema de posiciona-
mento sujeito a histerese e retardo de tempo (6),
reescrito para o projeto de controle como (16).
Considere também as seguintes condições dadas:
τ > 0 e δ > 0 uma taxa de convergência exponen-
cial tal que ||ξ(t)|| ≤ κe−2δt, ∀t ≥ 0 em que ξ(t)
corresponde à evolução temporal dos estados em
(16) com κ ∈ R+, α 6= 0 um parâmetro de ajuste
escalar e θ̄ definido em (13). Se existirem ma-
trizes F̄ , P̄ = P̄ T , S̄ = S̄T , Q̄, R̄1 = R̄T

1 , R̄2,
R̄3 = R̄T

3 e X com dimensões adequadas, tais que[
P̄ Q̄
Q̄T ε1S̄

]
> 0, (21)

R̄ =

[
R̄1 R̄T

2

R̄2 R̄3

]
> 0, (22)

Ξ̄(θ̄) < 0 para

{
θ̄ = θ̄min e

θ̄ = θ̄max
(23)

em que ε1 = e−2δτ

τ , ε2 = e−2δτ e Ξ̄(θ̄) dado
em (24) então, o sistema dinâmico (6) é expo-
nencialmente estável, com taxa de convergência
exponencial δ e ganhos PID definidos pelo vetor
kT = X(F̄−1)T.

Prova: Note que o sistema (6) é exponencial-
mente estável se, e somente se, o sistema (16)
for exponencialmente estável, conforme desenvol-
vimento apresentado na Subseção 3.1. Assim, as
condições apresentadas no Teorema são obtidas
aplicando o Lema 1 para análise do sistema (16).

Portanto, fazendo as substituições A = Ã e
Ad = Ãd, definidas em (19), no Lema 1 são ob-
tidas condições de análise de estabilidade para o
sistema em (16) com k definido a priori.

Entretanto, se k é uma variável do problema
a aplicação direta do Lema 1 resulta em condi-
ções não lineares. Portanto, para a obtenção das
condições LMIs de śıntese do controlador k (16),
são realizadas as transformações de congruência e
definida a variável linearizante conforme a seguir.

Inicialmente definem-se as variáveis F̄ , F−1

e Θ̄ , F̄ΘF̄ T , sendo Θ ,
[
P̄ Q̄ S̄ R̄1 R̄2 R̄3

]
.

Assim, as LMIs (21) e (22) são obtidas ao se
pré e pós multiplicar as LMIs (17) e (18) por
diag{F̄ , · · · ,F̄ } e diag{F̄ , · · · ,F̄ }T, respectiva-
mente.

Para obter a LMI (23) faça A = Ã, Ad =
Ãd = θ̄B̃kT e G = αF em (19) e, em seguida,
pré e pós multiplique (19) por diag{F̄ , · · · ,F̄ } e
diag{F̄ , · · · ,F̄ }T, respectivamente. Por fim, defi-
nindo a variável linearizante X = kT F̄ T a LMI
(23) é obtida.

Finalmente, note que a LMI (23) é afim e de-
pende linearmente do parâmetro de incerteza θ̄,
portanto convexa para esse parâmetro. Assim, se
a LMI (23) é satisfeita nos vértices de (13), tam-
bém é verificado para qualquer valor de θ̄ nesse
intervalo. Dessa maneira, se as LMIs (21), (22)
e, (23) para os valores de θ̄min e θ̄max forem satis-
feitas, o sistema (6) é estável em malha fechada,
com taxa de convergência exponencial δ, pelo uso
do controlador PID (7) com ganhos k referidos em
(16) e determinados como kT = X(F̄−1)T. 2

4 Resultados Simulados

Nesta seção, resultados numéricos são apresenta-
dos para demonstrar a eficiência do método pro-
posto e dos controladores obtidos.

Nas simulações consideram-se dois sistemas,
um com resposta dinâmica lenta e outro rápida.
Tais sistemas são modelados conforme (6), cujos
parâmetros são dados por

Sistema 1:
{
b0 = 1, a0 = 4, a1 = 2,

Sistema 2:
{
b0 = a0 = 1×106, a1 = 1900,

os quais são encontrados em Jayawardhana et al.
(2008) e Riccardi et al. (2013), respectivamente.

O sistema 1 tem autovalores dados por λ1,2 =
−1± 1,7321j, com tempo de acomodação ts = 4 s
(critério de 2% do valor final). O sistema 2 tem
autovalores dados por λ1,2 = −950 ± 312,25j,
com ts = 0,0042 s. O comportamento histeré-
tico é modelado pelo operador (5) com 5 ope-
radores de jogo, cujos raios são dados por r =
[0 0,63 1,27 2,54 4,45]T e ponderados por θ =
[5,88 1,58 0,47 0,98 0,4]T (Edardar et al., 2014).

Na Tabela 1 são mostrados alguns dos parâ-
metros utilizados e controladores obtidos pelo Te-
orema 1. Ademais, com o intuito de validar a
robustez e o esforço de controle dos controladores,
considera-se que há um distúrbio externo do tipo
degrau ζ.



Ξ =


2δP+Q+QT +τR1−ε1R3+S+F P T +τRT

2 −ε2(F−ATGT ) ε1R3−Q+ε2FAd 2δQ−ε1R2

P + τR2 − ε2(F T −GA) τR3 − ε2(G + GT ) ε2GAd Q
ε1RT

3 −QT + ε2AT
d F T ε2AT

d GT −ε1(R3 + τS) ε1R2

2δQT − ε1RT
2 QT ε1RT

2 −ε1R1

, (20)

com F = ε2(FA + ATF T ).

Ξ̄(θ̄) =


2δP̄+Q̄+Q̄T +τR̄1−ε1R̄3+S̄+F̄ P̄ T +τR̄T

2 −ε2(F̄ T−αF̄ ÃT ) ε1R̄3−Q̄+ε2θ̄B̃X 2δQ̄−ε1R̄2

P̄ + τR̄2 − ε2(F̄ − αÃF̄ T ) τR̄3 − ε2α(F̄ + F̄ T ) αε2θ̄B̃X Q̄

ε1R̄T
3 − Q̄T + ε2θ̄XT B̃T αε2θ̄XT B̃T −ε1(R̄3 + τ S̄) ε1R̄2

2δQ̄T − ε1R̄T
2 Q̄T ε1R̄T

2 −ε1R̄1

, (24)

com F̄ = ε2(ÃF̄ T + F̄ ÃT ).

Tabela 1: Parâmetros de projeto.
Sistema τ α δ ki kp kd

1
0,01 0,05 10,87 953,29 147,30 7,61
0,1 0,15 1,81 3,83 2,89 0,89

2
0,00015 0,05 18,48 5,75 0,008 1×10−6

0,0015 0,1 9,26 2,83 0,004 9×10−7

Na Subseção 4.1, avalia-se o efeito de diferen-
tes valores de retardo de tempo e, na Subseção
4.2, varia-se δ com τ fixo.

4.1 Variação do Retardo de Tempo

A Figura 5 apresenta os resultados do sistema 1
utilizando os controladores presentes na Tabela 1.
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Figura 5: Resposta temporal y e entrada de con-
trole v do sistema 1, em (a) e (b) para τ=0,01,
e em (c) e (d) para τ=0,1, usando os parâmetros
dados na Tabela 1. Um distúrbio ζ=−100 é apli-
cado em t=2 s para τ = 0,01 e de ζ=−8 em t=7 s
para τ=0,1.

A maior taxa de convergência que atendeu as
LMIs (21)-(23) para τ=0,01, foi de δ=10,87. A
Tabela 1 mostra que para esses valores, os ganhos
encontrados para o controlador PID são relativa-
mente altos quando comparados com os obtidos no
teste em que τ=0,1 com o maior valor de δ=1,81.
Percebe-se que para o primeiro teste a energia de-
mandada pelo controlador é maior, possibilitando
assim rápida convergência e uma maior robustez a
distúrbios do tipo degrau (compare Figura 5(b) e
5(d)). Como esperado, têm-se uma relação direta
entre o esforço de controle e o valor de δ.

A Figura 6 apresenta os resultados do sistema
2 utilizando os controladores presentes na Tabela
1. Para τ = 0,00015 e δ = 18,48, tanto a res-
posta dinâmica quanto o sinal de controle possuem
uma maior variação em comparação ao controla-
dor para τ = 0,0015 com δ = 9,26, o que resulta
em um menor tempo de acomodação e maior es-
forço de controle.

Os resultados sugerem que quanto maior o va-
lor de τ , menor o de δ, que viabiliza o projeto.
Além disso, verifica-se que a variação de τ e δ
afeta a resposta dinâmica.
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Figura 6: Resposta temporal y e entrada de con-
trole v do sistema 2, em (a) e (b) para τ = 0,00015,
e em (c) e (d) para τ = 0,0015, usando os parâ-
metros dados na Tabela 1. O distrúrbio de ζ=−1
ocorre em t=0,5 s.

4.2 Variação da Taxa de Convergência

Nesta subseção, realiza-se uma análise compara-
tiva entre dois controladores projetados para taxas
de decaimento distintas. A prinćıpio, considera-se
o sistema 1 com τ = 0,01 e δ = 10,87 com ganhos
do controlador apresentados na Tabela 1. Um se-
gundo controlador é projetado para δ = 5,12 com
parâmetro de ajuste α = 0,15. Utilizando o Te-
orema 1, obtêm-se kP = 36,29, kI = 118,17 e
kD = 3,63. A Figura 7 mostra os resultados obti-
dos para ambos os controladores.
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Erro Sáıda δ=5,12

y
(µ

m
)

e
1

(µ
m

)

t (s) t (s)

Figura 7: (a) Resposta temporal y e (b) erro de
rastreamento e1 do sistema 1 para referência em
degrau unitário. Para τ = 0,01 e, δ = 10,87 e
δ = 5,12. Em t = 2 s ocorre um distúrbio com
ζ = −100.

Como esperado, a resposta para o controlador
projetado com δ = 10,87 possui a capacidade de
rastrear referências constantes em menor tempo e
uma maior robustez a distúrbios. Além do mais,
como discutido na Subseção 4.1, o valor de δ está
diretamente relacionado com a energia demanda
pelo controlador, i.e. maiores valores de δ reque-
rem um maior esforço de controle.

Por fim, considera-se o rastreamento de uma
sequência de degraus. Para o sistema 1, são man-
tidos o τ e os valores de δ mencionados ao ińıcio
desta subseção, e consequentemente os controla-
dores projetados. A Figura 8 mostra a resposta
dinâmica e a evolução temporal do erro de rastre-
amento. Esses resultados indicam as vantagens ao
se projetar controladores que possam atender de-
terminadas taxas de decaimento, as quais devem
ser especificadas pelo usuário.
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Figura 8: (a) Resposta temporal y e (b) erro de
rastreamento e1 do sistema 1. Para τ = 0,01 e,
δ = 10,87 e δ = 5,12.

Para o sistema 2, fixa-se o valor de τ=0,0015
e considera-se o controlador obtido para δ=9,26,
conforme apresentado na Tabela 1. Para compara-
ção, o segundo controlador para esse τ é projetado
para uma taxa de decaimento mais lenta, δ=4,37
com α=0,2, tal que os ganhos do novo controlador
são kP=0,003, kI=1,981 e kD=6×10−7. A Figura

9 mostra que para sistemas que possuem dinâmica
rápida e sem oscilações, a escolha de um δ maior
fornece melhores respostas.
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Figura 9: (a) Resposta temporal y e (b) erro de
rastreamento e1 do sistema 2. Para τ = 0,001 e,
δ = 7,48 e δ = 4,21.

Note que, a escolha de taxas decaimento mai-
ores proporcionar controladores com uma maior
robustez a distúrbios e capaz de rastrear referên-
cias em menor tempo. Entretanto, deve ser obser-
vado que a taxa de decaimento tem relação direta
com a energia requerida pelo controlador.

5 Conclusões

Neste trabalho, foi proposta uma nova metodolo-
gia para o projeto de controladores PID via condi-
ções LMIs para sistemas com não linearidades his-
teréticas e com retardo de tempo. Quando com-
parada a outras técnicas da literatura, a presente
proposta tem por vantagem o fato de fazer uso
de controladores lineares, que estão bem consoli-
dados tanto na área acadêmica quanto na indus-
trial. Resultados numéricos sugerem que tanto a
redução desses efeitos de complexidade, quanto a
rastreabilidade de referências constantes e sequên-
cia de degraus, para taxas de decaimento pré-
estabelecidas no projeto, foram alcançados, bem
como a rejeição de perturbação constantes.

Como propostas futuras, sugere-se: (i) inves-
tigar formas de atribuir restrições ao sinal de con-
trole na metodologia apresentada, (ii) considerar
o caso em que o retardo é variante no tempo e (iii)
empregar métodos de identificação para estimar o
retardo de tempo do sistema, e assim propor novas
metodologias de controle robusto via LMIs.
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