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Rua Ângelo Melão, 790, 79641-162, Três Lagoas, Mato Grosso do Sul, Brasil.

‡UNESP - Univ Estadual Paulista, Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira
Departamento de Engenharia Elétrica, Lab. de Pesquisa em Controle
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Abstract— This paper proposes the stability analysis and an H∞ state-feedback switched control design
method for uncertain nonlinear systems described by Takagi-Sugeno fuzzy models. The stability conditions
with H∞ performance index are based on Linear Matrix Inequalities (LMIs) and the controller gain is chosen
by a switching law that using a minimum-type piecewise Lyapunov function and the minimization of the time
derivative of this function. For the implementation of the control law, this method eliminates the need to obtain
the explicit expressions of the membership functions of the Takagi-Sugeno fuzzy controllers, which can often
have long and/or complex expressions, or may not be known, for instance due to the plant uncertainties. The
efficiency of the proposed approach is checked by means of a numerical example, considered a benchmark to
compare the relaxation of stabilization criterion, with H∞ performance index , of nonlinear systems described
by Takagi-Sugeno fuzzy models.

Keywords— Switched H∞ control, Control of uncertain nonlinear systems, Takagi-Sugeno fuzzy models,
Linear Matrix Inequalities - LMIs

Resumo— Este trabalho propõe a análise de estabilidade e o projeto de controladores robustos H∞ chaveados,
por realimentação dos estados, para sistemas não lineares incertos descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno.
As condições de estabilidade com ı́ndice de desempenho H∞ são baseadas em desigualdades matriciais lineares
(LMIs) e o controlador é composto por um único ganho que é escolhido por meio de uma lei de chaveamento que
utiliza a função de Lyapunov quadrática por partes do tipo mı́nimo e a minimização da derivada temporal desta
função. Para a implementação da lei de controle, este método elimina a necessidade de encontrar as expressões
das funções de pertinência, do controlador fuzzy Takagi-Sugeno, que muitas vezes podem ter expressões longas
e/ou complexas, ou serem desconhecidas devido às incertezas da planta. A eficiência da metodologia proposta é
aferida por meio de um exemplo numérico, considerado uma referência para comparar o relaxamento de critério
de estabilização, com ı́ndice de desempenho H∞, de sistemas não lineares descritos por modelos fuzzy Takagi-
Sugeno.

Palavras-chave— Controle chaveado H∞, Controle de sistemas não lineares incertos, Modelo fuzzy Takagi-
Sugeno, Desigualdade matriciais lineares (LMIs).

1 Introdução

No estudo do sistema de controle, além de garan-
tir a estabilidade do sistema, é importante pro-
jetar controladores que satisfaçam outros ı́ndices
de desempenho como, velocidade de resposta, res-
trições na entrada e sáıda do sinal de controle e
atenuação dos efeitos de distúrbios externos (si-
nais exógenos). No sentido de tornar o sistema
mais robusto frente a sinais exógenos de caracte-
ŕısticas determińısticas e/ou desconhecidas e com
energia limitada, em geral, o controlador H∞ é o
mais conveniente e popular, como pode ser visto,
por exemplo, em (Peres et al., 1993; Iwasaki and
Skelton, 1994; Gahinet and Apkarian, 1994; Chi-
lali and Gahinet, 1996; Kim and Park, 1999; Ji
et al., 2006; Deaecto and Geromel, 2010; Silva
et al., 2012; de Oliveira et al., 2014) para o caso

de sistemas lineares e em (Cao et al., 2000; Tuan
et al., 2001; Liu and Zhang, 2003; Feng, 2004; Xu
and Lam, 2005; Delmotte et al., 2007; Montagner
et al., 2009), para sistemas não lineares.

Até o final dos anos 80 era utilizado ape-
nas o domı́nio da frequência, para resolver o pro-
blema do controlador H∞ mas, com o trabalho de
(Glover and Doyle, 1988) e de (Doyle et al., 1989),
foi posśıvel encontrar soluções no domı́nio tempo,
por meio de descrições em espaço de estado. Es-
tas soluções, no domı́nio do tempo, contribúıram
para a popularização deste tipo de controle, que
é bem próprio dos sistemas lineares, e possibilitou
a formulação do problema de controle H∞ para
modelos não lineares e variantes no tempo.

A generalização do controle H∞ para siste-
mas não lineares invariantes no tempo, estabele-



cida por (van der Schaft, 1991), consiste em garan-
tir que o ganho L2, entre o distúrbio e a sáıda do
sistema, seja limitado por um ńıvel de atenuação
γ.

Baseado na possibilidade do problema de
controle H∞ ser caracterizado como um pro-
blema convexo, como proposto em (Packard and
Doyle, 1993) e depois estabelecido, por exem-
plo, por (Peres et al., 1993), os autores de (Lu
and Doyle, 1993; Lu and Doyle, 1995) estabele-
ceram um procedimento, baseado em desigualda-
des matriciais lineares (do inglês “Linear Matrix
Inequalities - LMIs”), para o problema de con-
trole H∞ de sistemas não lineares. Tal metodolo-
gia foi aprimorada e aplicada em projetos de con-
trole de sistemas não lineares, descritos por mo-
delos fuzzy Takagi-Sugeno, como pode ser visto,
por exemplo, em (Tuan et al., 2001; Liu and
Zhang, 2003; Delmotte et al., 2007; Montagner
et al., 2009). Na mesma época, devido ao surgi-
mento de uma grande quantidade de problemas de
caráter prático e acadêmico, também houve muito
interesse no estudo de sistemas não lineares chave-
ados, e este interesse pode ser notado observando
o crescente número de trabalhos que foram publi-
cados sobre o tema: (Tanaka et al., 2000b; Tanaka
et al., 2000a; Feng, 2004; Yang et al., 2006; Arri-
fano et al., 2006; Dong and Yang, 2008b; Dong
and Yang, 2008a; Yan and Sun, 2010; Yang and
Dong, 2010; Jabri et al., 2012; Chen et al., 2012;
de Souza, 2013; Souza, Teixeira, Santim, Cardim
and Assunção, 2014; Souza, Teixeira, Cardim and
Assunção, 2014). Em geral, esses trabalhos utili-
zam regras de chaveamento baseadas em regiões
que dependem das variáveis premissa e/ou fun-
ções de pertinência e/ou variáveis de estado, e
dependem das funções de pertinência na imple-
mentação da lei de controle. A exceção são, por
exemplo, os trabalhos de (de Souza, 2013; Souza,
Teixeira, Cardim and Assunção, 2014), que esta-
beleceram leis de controle robustas chaveadas que
não utilizam as funções de pertinência na imple-
mentação, que muitas vezes podem ter expressões
longas e/ou complexas, ou serem desconhecidas
devido às incertezas da planta.

A metodologia estabelecida em (de Souza,
2013; Souza, Teixeira, Cardim and Assunção,
2014) pode ser aplicada na atenuação dos efei-
tos de entradas de distúrbio por meio de um con-
trolador robusto H∞ chaveado. Assim, a prin-
cipal contribuição deste trabalho é uma exten-
são de (de Souza, 2013; Souza, Teixeira, Cardim
and Assunção, 2014), no sentido de garantir o ı́n-
dice de desempenho H∞. Desta forma, contro-
lador robusto H∞ chaveado proposto, que é ba-
seado em (Souza, Teixeira, Cardim and Assun-
ção, 2014; de Souza, 2013), é definido por uma lei
de chaveamento que consiste de dois estágios. O
primeiro estágio é baseado em (Geromel and Co-
laneri, 2006; Chen et al., 2012) e seleciona uma

matriz simétrica positiva definida que minimiza
uma função de Lyapunov quadrática por partes
do tipo mı́nimo; o segundo estágio escolhe uma
matriz simétrica auxiliar que minimiza a derivada
temporal da função de Lyapunov, o que permite
a determinação de um único ganho para o contro-
lador robusto H∞ chaveado.

Diferente de (de Souza, 2013; Souza, Teixeira,
Cardim and Assunção, 2014), que estabelece al-
gumas condições baseadas em BMIs este traba-
lho propõe condições baseadas apenas em LMIs,
para garantir a estabilidade e o critério de desem-
penho H∞ do sistema. A relaxação da metodo-
logia foi comparada com outros métodos de pro-
jeto de controle que utilizam o controle H∞ para
sistema fuzzy Takagi-Sugeno, que dependem das
funções de pertinência, por meio de um exemplo
que vem sendo bastante utilizado na literatura.
Além disso, vale ressaltar que os trabalhos que
foram utilizados para comparação consideram o
sistema não linear, enquanto que neste trabalho
o sistema não linear pode ser incerto. As simu-
lações computacionais foram realizadas utilizando
o software Matlab com a linguagem do YALMIP
(Lofberg, 2004) e o solver LMILab.

Por conveniência, serão estabelecidas algumas
notações que serão utilizadas no trabalho:

Kr = {1, 2, . . . , r}, r ∈ N, x(t) = x,
V (x(t)) = V (x) = V, αi(x(t)) = αi,

(A,B,C,D,G,H,K)(α)

=

r∑
i=1

αi(Ai, Bi, Ci, Di, Gi, Hi,Ki)

com αi ≥ 0 e

r∑
i=1

αi = 1.

(1)

2 Modelo Fuzzy Takagi-Sugeno e
Resultados Preliminares

Nesta seção são apresentados resultados prelimi-
nares que serão utilizados no trabalho.

Definição 1 Sejam w : [0,∞) → Rn. O espaço
normado L2 = L2[0,∞) é definido por

L2 = {w :

∫ ∞
0

‖w(t)‖2dt <∞}

= {w :

∫ ∞
0

w(t)Tw(t)dt <∞} (2)

sendo ‖·‖ a norma euclidiana.

Assim, a norma induzida (ganho induzido) L2 é
denotada e dada por

‖w(t)‖2 =

√∫ ∞
0

w(t)Tw(t)dt.

Considere o modelo fuzzy Takagi-Sugeno
como descrito em (Takagi and Sugeno, 1985; Tuan



et al., 2001):

Regra i: SE z1(t) é M i
1 e . . . e zp(t) é M i

l ,

ENTÃO

{
ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t) +Hiw(t),
y(t) = Cix(t) +Diu(t) +Giw(t),

(3)

sendo i ∈ Kr, M i
j , j ∈ Kl é o conjunto fuzzy

j da regra i, x(t) ∈ Rn é o vetor de estado,
u(t) ∈ Rm é o vetor de entrada, w(t) ∈ Rp a en-
trada exógena tal que w(t) ∈ L2[0,∞), y(t) ∈ Rq
é o vetor de sáıda, Ai ∈ Rn×n, Bi ∈ Rn×m,
Hi ∈ Rn×p, Ci ∈ Rq×n, Di ∈ Rq×m, Gi ∈ Rq×p
e z1(t), . . . , zl(t) são as variáveis premissas, que
neste artigo serão as variáveis de estado e podem
depender de parâmetros incertos.

De (Tanaka et al., 1998), ẋ(t) e y(t) dados em
(3) podem ser escritos da seguinte forma:

ẋ(t) = A(α)x(t) +B(α)u(t) +H(α)w(t), (4)

y(t) = C(α)x(t) +D(α)u(t) +G(α)w(t), (5)

sendo αi(x(t)) o peso normalizado de cada modelo
local do sistema e (Ai, Bi, Ci, Di, Gi, Hi) definidos
em (3), para i ∈ Kr.

Considerando que o vetor de estado x(t) esteja
dispońıvel, do modelo fuzzy (3), os reguladores
fuzzy via compensação distribúıda paralela pos-
suem a seguinte estrutura (Tanaka et al., 1998):

Regra j: SE z1(t) é M j
1 e . . . e zp(t) é M j

l ,

ENTÃO u(t) = −Kjx(t).
(6)

De forma análoga à obtenção de (4) e (5), e
de (6) pode-se considerar a lei de controle (Tanaka
et al., 1998)

u(t) = uα = −
r∑
j=1

αjKjx(t) = −K(α)x(t). (7)

3 Controle Robusto H∞

Para sistemas lineares, a norma H∞, que é igual
ao ganho induzido L2, estabelece um limitante
para a influência da entrada exógena w(t) na sáıda
controlada y(t), e é calculada como

‖H(s)‖∞ = max
‖w‖6=0

‖y‖2
‖w‖2

, w ∈ L2, (8)

sendo H(s) a função de transferência.
A norma H∞ do sistema é definida como

sendo o valor mı́nimo de γ, γ > 0 finito, tal que

‖H(s)‖∞ < γ ⇒ ‖y‖2 < γ‖w‖2 ⇒ yT y < γ2wTw.
(9)

A estabilidade de um sistema linear realimen-
tado com norma H∞ é assegurada se, dada uma
função de Lyapunov V , a desigualdade (10) e ver-
dadeira

V̇ (x) + yT y − γ2wTw < 0 (10)

Vale lembrar que, para sistemas não linea-
res, o ganho induzido L2 existe, mas não é igual

à norma H∞, visto que não existe norma H∞
para operadores não lineares. Mas, no domı́nio do
tempo, a interpretação é a mesma que a dos sis-
temas lineares e, desta forma, a extensão do pro-
blema de controle H∞ para sistemas não lineares,
isto é, o problema de minimização do ganho in-
duzido L2 costuma ser referido na literatura como
controle H∞ não linear, certamente para manter
a padronização da literatura.

Definição 2 (de Souza, 2013) Considere o
conjunto de ı́ndices ΩH(t) definido abaixo:

ΩH(t) = arg min
i∈KN

xT (t)Hix(t)

= {j ∈ KN : xT (t)Hjx(t) = min
i∈KN

xT (t)Hix(t)},

sendo Hi ∈ Rn×n, i ∈ KN , e x(t) ∈ Rn. O
menor ı́ndice j ∈ ΩH(t) será denotado por

arg min
i∈KN

∗{x(t)THix(t)} = min
j∈ΩH(t)

j.

Considere uma candidata a função de Lyapu-
nov quadrática por partes do tipo mı́nimo da se-
guinte forma:

V (x) = min
k∈KN

{xT (t)Pkx(t)}, (11)

sendo Pk, k ∈ KN , matrizes simétricas positivas
definidas.

Assim, considerando uma função de Lya-
punov quadrática por partes (11) e da De-
finição 2, o controlador chaveado proposto
em (de Souza, 2013; Souza, Teixeira, Cardim
and Assunção, 2014), pode ser escrito como segue:

u(t) = uνσ = −Kνσx(t),
σ = arg mink∈KN

∗{xTPkx},
ν = arg minj∈Kr

∗{xTQjσx}.
(12)

Neste contexto, considerando a função de Lya-
punov quadrática por partes (11) e o controlador
chaveado (12), é proposto o seguinte teorema.

Teorema 1 Suponha que existam matrizes simé-
trica positivas definidas Xk, Rik ∈ Rn×n, matrizes
simétricas Zik ∈ Rn×n, matrizes Mjk ∈ Rm×n e
um escalar β < 0, tais que, as seguintes condições
sejam verdadeiras para todo i, j ∈ Kr e k ∈ KN :

minµ

sujeito a

−BiMjk −MT
jkB

T
i − Zik −Rjk � 0; (13)[

AiXk +XkA
T
i + Zik + Rik − βXk ∗ ∗
HT

i −µI ∗
CiXk −DiMjk Gi −I

]
≺ 0. (14)

Então a lei de controle chaveada (12), com Qjk =
X−1
k RjkX

−1
k , Pk = X−1

k e os ganhos do controla-
dor dados por Kjk = MjkX

−1
k , j ∈ Kr, k ∈ KN ,



torna o ponto de equiĺıbrio x = 0, do sistema
(4)-(5), globalmente assintoticamente estável, com
norma H∞, γ =

√
µ > 0.

Prova: Considere uma candidata a função de
Lyapunov quadrática por partes dada em (11).
Da análise apresentada em (Chen et al., 2012;
de Souza, 2013), se V (x(t+)) ≤ Vσ(x(t+)) então
V̇ (x(t)) ≤ V̇σ(x(t)). Assim, de (4), (5), (12) e
(10), e lembrando que β < 0, seque que:

V̇ (x)− βV (x) + yT y − γ2wTw

≤ V̇σ(x)− βVσ(x) + yT y − γ2wTw

= xTPσẋ+ ẋTPσx− xTβPσx+ yT y − γ2wTw

= xT [PσA(α) +A(α)TPσ − PσB(α)Kσ

−KT
σ B(α)TPσ − βPσ

+(C(α)−D(α)Kνσ)T (C(α)−D(α)Kνσ)]x

xT [PσH(α) + (C(α)−D(α)Kνσ)TG(α)]w

+wT [H(α)TPσ +G(α)T (C(α)−D(α)Kνσ)]x

+wT [G(α)TG(α)− γ2I]w (15)

Agora, supondo que existam matrizes simétri-
cas Z̄ik, Qjk ∈ Rn×n, sendo Qjk � 0, tais que:

−PkBiKjk −KT
jkB

T
i Pk � Z̄ik +Qjk, (16)

para todo i, j ∈ Kr, k ∈ KN .
Assim,

xT [−PσBiKνσ −KT
νσB

T
i P ]x � xT [Z̄iσ +Qjσ]x

e de (12) segue que

xTQνσx = min
i∈Kr

(xTQiσx) ≤
r∑
i=1

αix
TQiσx. (17)

De (15), (16) e (17) segue que:

V̇ (x) + yT y − γ2wTw ≤ xT∆11x

+ xT∆T
21w + wT∆21x+ wT∆22w (18)

sendo:

∆11 = PσA(α)+A(α)TPσ+Z̄(α)σ+Q(α)σ −βPσ
+(C(α)−D(α)Kνσ)T (C(α)−D(α)Kνσ) (19)

∆21 = H(α)TPσ+G(α)T (C(α)−D(α)Kνσ) (20)

∆22 = G(α)TG(α)− γ2I (21)

Portanto,

V̇ +yT y−γ2wTw ≤
[
x
w

]T [
∆11 ∆T

21

∆21 ∆22

] [
x
w

]
(22)

Assim, V̇ (x)+yT y−γ2wTw < 0 (para x 6= 0)
se [

∆11 ∆T
21

∆21 ∆22

]
≺ 0 (23)

Note que (23) pode ser escrita da seguinte
forma:[

Ω11 ∗
H(α)TPσ −γ2I

]
+

[
ΩT31

G(α)T

]
I

[
ΩT31

G(α)T

]T
, (24)

sendo

Ω11=PσA(α)+A(α)TPσ+Z̄(α)σ+Q(α)σ−βPσ (25)

Ω31=C(α)−D(α)Kνσ (26)

De (1) e aplicando complemento de Schur em
(24) temos que V̇ (x) + yT y − γ2wTw < 0 (para
x 6= 0) se:[
PkAi +AT

i Pk + Z̄ik +Qik − βPk ∗ ∗
HiPk −γ2I ∗

Ci −DiKjk Gi −I

]
≺0 (27)

Agora, definindo µ = γ2, Xk = P−1
k , Zik =

XkZ̄ikXk, Rik = XkQikXk, and Mjk = KjkXk.
Pré e pós multiplicando a equação (16) por Xk,
obtém-se (13) e pré e pós multiplicando a equação
(27) pela matriz diag{Xk, I, I}, obtém-se (14).

2

Observação 1 Note que a lei de controle chave-
ada (12) não utiliza as funções de pertinência αi,
i ∈ Kr, que podem apresentar expressões compli-
cadas para implementações práticas ou depende-
rem de incertezas da planta e que seriam necessá-
rias para implementar a lei de controle (7) que é
amplamente utilizada. Assim, a lei de controle
proposta pode oferecer uma alternativa relativa-
mente simples para a implementação do contro-
lador.

Observação 2 Observamos que se k = 1, temos
a estabilidade quadrática e, neste caso, a lei con-
trole (12) pode ser simplificada como segue:

uνσ=−Kνσx, σ = 1, ν=arg min
j∈Kr

∗{xTQj1x}. (28)

Observação 3 Vale observar que a equação (14)
não é uma LMI, visto que existe o produto do pa-
râmetro β pela variável Xk, mas ela pode ser re-
solvida facilmente por meio de uma busca unidi-
mensional do parâmetro β.

4 Exemplo Numérico

O exemplo a seguir tem sido utilizado para com-
parar as relaxações em LMIs para o controle H∞
de sistemas não lineares descritos por modelos
fuzzy Takagi-Sugeno. Considere o sistema caó-
tico de Lorenz, como descrito em, (Montagner
et al., 2009): ẋ1(t) = −η1x1(t) + η1x2(t),

ẋ2(t) = η2x1(t)− x2(t)− x1(t)x3(t),
ẋ3(t) = x1(t)x2(t)− η3x3(t).

(29)



O modelo fuzzy Takagi-Sugeno é dado por (3) e

A1 =

−η1 η1 0
η2 −1 20
0 −20 −η3

, A2 =

−η1 η1 0
η2 −1 −30
0 30 −η3

,

B1 =

η1 0
0 η2
η3 0

, B2 =

 0 −η1
−η2 0

0 η3

,

D1 =

0.1η1 0.1η1
0 0
0 0

, D2 =

−0.1η2 −0.1η2
0 0
0 0

,
G1 = G2 = 03×3, C1 = η1I3×3, C2 = η2I3×3,

H1 = η1I3×3, H2 = −η2I3×3.

(30)

Considerando η1 = 5, η2 = 30 e η3 = 2, a
metodologia proposta foi comparada com os pro-
cedimento propostos em (Tuan et al., 2001; Liu
and Zhang, 2003; Delmotte et al., 2007; Montag-
ner et al., 2009). Na Tabela 1 pode ser observado
os resultados obtidos em cada projeto e, como
pode ser visto, a metodologia proposta apresentou
um resultado intermediário. Porém, vale ressal-
tar que a comparação foi feita com procedimento
que necessitam do acesso aos pesos normalizados
αi, i ∈ Kr, para implementação de suas leis de
controle. No entanto, a metodologia proposta não
necessita de tais pesos para sua implementação.
Assim, se os pesos normalizados forem desconhe-
cidos devido à incertezas na planta (por exemplo),
as leis de controle dos outros trabalhos não podem
ser implementadas.

Tabela 1: Norma H∞.

Metodologia γ

(Delmotte et al., 2007, Problema H∞2) 266.59

(Montagner et al., 2009, QS) 218.01

(Tuan et al., 2001, Thm 5.1) 135.88

Teorema 1 (N=2) e β=-0.0001 129.33

(Liu and Zhang, 2003, Thm. 2) 122.36

(Delmotte et al., 2007, Pr. H∞) 117.76

(Montagner et al., 2009, Thm. 3g=1,d=0) 116.10

5 Conclusões

Neste trabalho foi estabelecido um novo método
de projeto de controle H∞ chaveado, para siste-
mas não lineares incertos, descritos por modelos
fuzzy Takagi-Sugeno. A principal vantagem deste
novo procedimento é a sua aplicação prática, pois
elimina a necessidade de encontrar as expressões
expĺıcitas das funções de pertinência, que muitas
vezes podem ser longas e/ou complexas, ou não
serem conhecidas por terem incertezas.

É notável que, em termos de relaxamento,
a metodologia proposta ainda precisa melhorar,
visto que apresentou apenas um resultado inter-
mediário para a norma H∞. Assim, os autores já
estão trabalhando no propósito desta melhoria.
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