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Abstract— In this paper, a methodology for designing full-order switched affine filters for continuous-time
switched affine systems is introduced. More specifically, the filter is designed along with an output-dependent
stabilizing switching function, assuring a minimum Hgs or Heo guaranteed cost for the estimation error. Further-
more, it is demonstrated that the optimal guaranteed cost filter presents an observer-based structure, capable of
being designed independently of the switching function, making valid the well known Separation Principle. The
design conditions are expressed in terms of linear matrix inequalities, which can be solved without difficulty by
means of readily available tools. One academic example and a practical application cosisting in a flyback DC-DC
power converter illustrate the theory.
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Resumo— Neste artigo é proposta uma metodologia para o projeto de filtros afins com comutagao de ordem
completa para sistemas afins com comutacgdo a tempo continuo. Mais especificamente, o filtro é projetado em
conjunto com uma regra de comutacao estabilizante dependente da saida medida, assegurando um custo garantido
minimo Hz ou Heo para o erro de estimagao. Além disso, é demonstrado que o filtro que garante o custo 6timo
apresenta estrutura de observador e pode ser projetado de maneira independente da regra de comutagio, indicando
a validade do Principio da Separagdo. As condigbes de projeto sdo expressas por desigualdades matriciais lineares,
cuja solugdo pode ser encontrada utilizando-se ferramentas ja disponiveis. Um exemplo académico e uma aplicagdo

préatica consistindo em um conversor de poténcia flyback CC-CC ilustram a teoria.
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1 Introducao

Nas tltimas décadas, sistemas com comutagao vém
atraindo a atencgao de pesquisadores em todo o
mundo. Formando uma subclasse dos sistemas
hibridos, eles sdo compostos por um conjunto de
subsistemas e uma regra de comutacao que ativa
um deles a cada instante de tempo. Esta regra,
também chamada de funcdo de comutacao, pode
ser uma funcdo arbitraria dependente do tempo
ou uma variavel de controle a ser projetada de-
pendente do estado ou da saida. E interessante
observar que uma regra adequada pode garantir
estabilidade do sistema, mesmo no caso em que
todos seus subsistemas sao instaveis. Além disso,
quando estritamente consistente, ela melhora o
desempenho Hs e Hoo do sistema com comuta-
¢ao comparado ao de cada subsistema isolado, veja
(Geromel et al., 2013). Essas propriedades chamam
a atencao para esta classe de sistemas, nao somente
do ponto de vista tedrico, mas também prético. De
fato, sistemas com comutagido podem ser usados
para modelar sistemas nao-lineares, veja (Zheng
and Zhang, 2017), ou situagdes em que a comu-
tacdo é intrinseca, como no caso dos sistemas em
eletronica de poténcia, veja (Deaecto et al., 2010)
e (Cardim et al., 2009). Além disso, os livros
(Liberzon, 2003) e (Sun, 2006), bem como o artigo
(Shorten et al., 2007) sdo referéncias importantes
neste campo.

Até o presente momento, a literatura apresenta

varios resultados que tratam do projeto de uma
funcdo de comutacdo estabilizante por realimen-
tacdo de estado e de saida, veja (Deaecto, 2016),
(Geromel et al., 2013) e (Geromel et al., 2008). No
entanto, pouca atengdo foi dada a problemas de
filtragem para sistemas com comutagao, levando-se
em conta a minimizac¢do de custos garantidos Hso
ou Heo. Esta classe de problemas é de grande im-
portancia em aplicagdes praticas, devido a comum
ocorréncia de disturbios na medida e a dificuldade
em se medir o estado completo. As referéncias
(Xiao et al., 2017), (Wang et al., 2016) e (Zhang
and Shi, 2011) consideram o projeto de filtros com
comutagao para sistemas lineares em tempo conti-
nuo, limitados ao escopo de fungoes de comutacao
dependentes do tempo e considerando custos garan-
tidos Hs ou Ho. No entanto, poucas referéncias
tratam do projeto conjunto da funcao de comuta-
¢ao e de um filtro dindmico de ordem completa
de forma a assegurar um custo garantido para
o erro de estimagdo, veja (Duan and Wu, 2013).
Nas referéncias mencionadas, apenas sistemas li-
neares foram considerados. O caso mais geral de
sistemas afins com comutagao é ainda menos ex-
plorado, veja (Pinto and Trofino, 2014) e (Menini
et al., 2014). Esta classe de sistemas apresenta
termos afins, responsaveis pela existéncia de varios
pontos de equilibrio, o que impde maior dificul-
dade no projeto de controladores e filtros quando
comparada aos sistemas lineares. As referéncias
(Kader et al., 2018), (Deaecto, 2016), (Deaecto



and Santos, 2015) e (Scharlau et al., 2014) tratam
de sistemas afins com comutagdo, mas apenas no
que diz respeito ao projeto de controladores por
realimentacao de estado e de saida.

Este trabalho aborda o problema de filtra-
gem para sistemas afins com comutagdo em tempo
continuo, considerando o projeto de um filtro de
ordem completa em conjunto com uma regra de
comutacao dependente da saida medida, assegu-
rando um custo garantido Hs ou Heo para o erro
de estimacao. Segundo o conhecimento dos auto-
res, o problema classico de filtragem no contexto
de sistemas afins com comutacao ainda nao foi
abordado na literatura. Além disso, a partir das
condicoes obtidas é provado que o filtro de custo
garantido 6timo apresenta estrutura de observador
e pode ser projetado independentemente da fungao
de comutagao, indicando a validade do principio
da separacdo, comum em teoria de controle. As
condigoes obtidas sdo expressas em termos de de-
sigualdades matriciais lineares, do inglés Linear
Matriz Inequalities (LMIs), as quais podem ser
resolvidas sem grande dificuldade com o uso de fer-
ramentas ja disponiveis. Um exemplo académico
e uma aplicacdo pratica consistindo da mudanca
de pontos de operagdo em um conversor de potén-
cia flyback CC-CC ilustram a teoria e mostram a
eficicia da metodologia proposta.

A notacgado utilizada ao longo deste texto é
usual. Para matrizes quadradas, tr(-) indica a
funcdo traco. Para vetores ou matrizes reais, (1)
refere-se & sua transposta. Para matrizes simétri-
cas, (o) indica seus blocos simétricos. Para uma
matriz real X, He{X} define o operador hermi-
tiano He {X} := X + XT. O sfmbolo R repre-
senta o conjunto de niimeros reais. O conjunto
K = {1,---,N} é composto pelos primeiros N
numeros naturais positivos. Para qualquer matriz
simétrica, X = 0 (X > 0) denota uma matriz
(semi)definida positiva. O simplex unitario com-
posto de todos os vetores nio negativos A € R tal
que ) ;g A; = 1 é indicado por Ay. A combina-
¢do convexa de matrizes {X1, -+, Xy} é indicada
por Xy = > ,cx A X;, para algum A € Ay. Uma
matriz quadrada é dita ser Hurwitz se seus auto-
valores se situarem na regido aberta Re{s} < 0 do
plano complexo. Finalmente, Lo define o conjunto
de trajetorias quadraticamente integraveis.

2 Formulacao do Problema

Considere o sistema afim com comutagdo com a
seguinte realizacdo em espago de estado

(t)=Asx(t)+How(t)+bs, x(0)=1,
y(t) =Cox(t)+ Dow(t) (1)
2(t)=E,z(t)+Gow(t)

no qual z(t) € R" é o vetor de estados, ndo
disponivel para realimentacdo, w(t) € R"™ é a

— > ze(t) e(t)
> Dinamica do Sistema —

. vt
! &(1) y

g Dinamica do Filtro

Figura 1: Interconexdo do sistema.

perturbagdo externa, y(t) € R™ é a saida medida,
z(t) € R" ¢é a salda de desempenho e o(y(¢)) :
R™ — K é a funcao de comutagao a ser projetada,
que ativa um dos IV subsistemas, a cada instante
de tempo.

Sempre que b; # 0, para algum i € K, o
sistema com comutacdo possui varios pontos de
equilibrio. O conjunto de pontos de equilibrio
alcancaveis é definido como

Xe={zc €R™ 2. = —A]'by, NeH} (2)

em que H indica um subconjunto de Ay tal que
Ay é Hurwitz. Sem perda de generalidade, pode
ser feita a mudanca de varidvel £(t) = x(t) — .
de forma a mover o ponto de equilibrio z. de (1)
para a origem, o que resulta no seguinte sistema
equivalente

£(t)=As&(t)+ How(t)+Lo, £(0)=0
Ye(t) =Co€(t)+Dow(t) (3)
Ze(t) = Eag(t) +Gaw(t)

com ¥; = A;x. + b;,Vi € K, sendo o novo termo
afim, y.(t) = y(t) — Coxe e 2.(t) = 2(t) — Egxc as
salidas transladadas. Note que quando z. € X,
temos £, = 0 para o seu vetor A € Ay associado.

Considere um filtro afim com comutagao de
ordem completa F, com representacao em espago
de estado dada por

€0= A0+ B0+l EO=0
2e(t) = E€(t)+ Foye(t)

com £(t) € R sendo o vetor de estados do filtro e

Zc(t) € R™=, a saida estimada. Conectando o filtro
ao sistema (3) como na Figura 1 e definindo o erro
de estimagao como e(t) = z.(t) — 2(t), o seguinte
sistema aumentado é obtido

de estados e
~ A; 0 = mo
Ai= {BZCZ- Az} b= Lﬁj M= [BiDj (6)

suas matrizes, para todo i € K.



O principal objetivo deste trabalho consiste
em determinar as matrizes do filtro Ai7 Bi, Ei, Fi
e @i, de dimensoes apropriadas, em conjunto com
uma funcdo de comutagio o(y(t)) de maneira a
garantir estabilidade assintética global do ponto
de equilibrio € = 0, o que implica em z(t) — z.
quando t — oo, para um certo z. € X, de interesse,
anteriormente escolhido. Além disso, limitantes
superiores para os indices de desempenho Hs ou
Hoo devem ser assegurados para o erro de estima-
¢ao0. Estes indices de desempenho foram definidos
em (Geromel et al., 2013) da seguinte maneira:

« Indice de desempenho H,: Para subsiste-
mas estritamente proprios (él =0, Vi € K),
o erro de estimagao ek (t) associado a pertur-
bagao do tipo impulsiva w(t) = §(t), com
vetores Yy, k € {1,...,ny}, formando a base
padrao, permite definir o indice Ho como

=S ez ()
k=1

« Indice de desempenho #..: Para o erro
de estimacao e(t) associado as perturbagoes
w(t) € Lo, w(t) # 0, o indice Hoo é definido,
para um p > 0, como

Joo(0, Fs) = sup ——+=
T ogwers lw(t)]3

Antes de apresentarmos os resultados principais,
alguns lemas importantes referentes ao custo garan-
tido Ho e Hoo para sistemas afins com comutagdo
sao retomados da literatura. O seguinte lema apre-
senta o resultado para o caso Hs.

Lema 1 Considere o sistema afim com comutagdo
(3) onde G; = 0, Vi € K, e um certo z. € X,
escolhido, com seu vetor \g € H associado Se
existirem matrizes P = PT =0 e Q; = QF, i € K,

tais que
ATP+ PA,+EI'E;+Q; <0, icK )
Qx, = 0
entdo, a sequinte regra de comutacdo
o(§) = argmin —£7 Qi€ + 267 PL; (10)

torna o ponto de equilibrio £ = 0 globalmente as-
sintoticamente estdvel e assegura o custo garantido

JQ() < tr (Hgﬂ(o)PHU(U)) (11)

Prova: A prova segue da definicdo do custo garan-
tido disponivel em (Deaecto et al., 2010)

Iz ()13 < & Péo (12)

que foi obtido para o sistema (3) com w(t) = 0
e £(0) = &. Note que este sistema com £(0) =

H,0)tr € equivalente & (3) sempre que a pertur-
bagdo impulsiva w(t) = 6(t)yy for considerada.
Dessa forma, através de um procedimento similar
ao realizado em (Geromel et al., 2008), tem-se

N Ny

lezek )3 < ZS

0 PHo0)r

= ZT/Jk

—tr (HU(O)PHG(O))

Ja(")

(13)

Onde z. 1 (t) é associado a w(t) = §(t)y,. A prova
estd concluida. a

De forma similar, o seguinte lema, introduzido em
(Deaecto and Santos, 2015), assegura um limitante
superior para o indice de desempenho H,

Lema 2 Considere o sistema afim com comutagio
(3) e um certo z. € X escolhido, com seu vetor
Ao € H associado. Se existirem matrizes P =
PT=0,Q,=QF, i €K ep>0, tais que
AZ—'P —|— PAl —|— Qi [ ] [ ]
HZ-TP —pl | <0
E; G, -1 (14)
Qx, =0

entdo, a regra de comutagdo (10) torna o ponto

de equilibrio & = 0 globalmente assintoticamente
estdvel e assequra o custo garantido

Joo() <p (15)
Prova: A prova pode ser encontrada em (Deaecto
and Santos, 2015). O

Na proxima se¢ao, estes resultados sdo generaliza-
dos para possibilitar tratarmos do projeto de filtros
Ho e Hoo para sistemas afins com comutacio.

3 Resultados Principais

Primeiramente, as estruturas das varidveis matri-
ciais P, @; e {; sao introduzidas

- Y V ~ 0 0
P= % ) i = )
{VT Y} @ [0 Qz‘] (16)
b =-v7lyy,

para todo ¢ € K. Estas escolhas especificas sao
de grande importancia para a fungao de comuta-
¢ao ja que elas eliminam a dependéncia do estado
do sistema que é desconhecido. Assim a regra de
comutagao (10) é redefinida para o sistema aumen-
tado, da seguinte maneira

o(€) = arg min ETQ.E + 26T (VU + VI (17)

Note que a escolha de /; em (16) é importante para
se assegurar que as primeiras n, linhas do termo
Pl;, que multiplica o estado do sistema, sejam
nulas, dessa forma o(€) = o(€).



3.1 Projeto de Filtro Ha

O seguinte teorema trata da generalizagdo do Lema
1 para o sistema aumentado (5), levando em conta
a minimizacao de um limitante superior do indice
Ja definido em (7). Considere G; =0, Vi € K, de
forma a tratar somente subsistemas estritamente
proprios.

Teorema 1 Considere o sistema afim com comu-
tagdo (5) e um certo z. € X, escolhido, com seu
vetor A\g € H associado. Se existirem matrizes
simétricas Z, Y, W, Q; e matrizes L;, i € K, tais
que

QAO = 0 (18)

ATZ +ZA; +Q; <0, VieK (19)

He{YA; + L,C;} + EI'E; <0, VicK (20)
w e o
ZH; Z el =0 (21)

YH;+L;D; Z Y
com j = o(0), entao a sequinte regra de comutacio

0(é) = argmin ~£7Q:i€ + 26726 (22)

em conjunto com o filtro (4), cujas matrizes sdo
dadas por

S

=Y —Z)" Y AT Z + Y A; + LiCy)
i =(Z )L, (23)
s =FE;, F,=0, 0;=(Y-2)'Yy

(s
~

>
>

assequram o custo garantido Ho
Ja(o) < tr (W) (24)
para o erro de estimacao.

Prova: A prova consiste em demonstrar a validade
do Lema 1 sempre que as condi¢des do Teorema
1 sdo satisfeitas. Seja a matriz P dada em (16),
assim como a matriz de transformacao I' e matriz
a P~1 dadas por

~ 1 1 S X U
I'= |:UTX_1 O:| ’ Vi t= |:UT X:| (25)

As seguintes relaces asseguram que P~1P = I:

XV +UY =0
UtV + XY =1

Xy +uvt =1,

, 26
Uty + XvT =0, (20

Considere a primeira desigualdade em (9), para o
sistema (5), multiplicada pela matriz de transfor-
macao I' da seguinte forma

He [ ATPFY + TTET BT + TTQF <0 (27)

Definindo Z = X! e L; = VB; temos

eraTpp— [AFZ ATY+CILI+ ZUATVT
T ATz Aly+cILT
ET=[E-FC,—EUTZ E,-FEC] (28
o~ ~ T
WQJ:VU%UZ 8}

Adotando U = X = Z~ ! sem perda de gene-
ralidade, note que de (26) obtemos as matrizes
V=VT=Z_-YeY =-V. Além disso, a partir
das identidades em (23), pode-se observar que as
desigualdades (19) e (20) asseguram a validade de
(27) considerando-se (28) e, consequentemente, a
primeira desigualdade em (9) é verificada. Note
que a escolha de F, ¢ feita de forma a garantir que
Gi=0,ViekK, jique G =0, Vi € K. Além
disso, a desigualdade (18) é satisfeita se e somente
se QAD = 0 e, dessa forma, a segunda desigual-
dade em (9) é verificada. Como foi comentado
anteriormente, a escolha de #; em (23), que res-
peita a estrutura definida em (16), assegura que
(10) fornece (17). Portanto, devido a ¥ = —V e
Z =V +Y, aregra de comutagio (22) é obtida.
Finalmente, (21) pode ser expressa como

w °
[prﬁj fTPf] 0 (29)
onde
crse | ZH; cree [Z e
IYPH;= |:YHj+Lij , I"PI'= 7y (30)

Multiplicando-se a esquerda desta desigualdade
por diag(I, (TT)~1), & direita por sua transposta,
e aplicando o complemento de Schur com respeito a
P obtemos W > I?JT]SPNIJ Dessa maneira, Jz(0) <
tr (W) é garantido assim como no Lema 1. A prova
estd concluida. |

Comentario 1 Perceba que a escolha de o(0) é
particularmente importante para o indice de de-
sempenho. Duas propostas podem ser de interesse
ao projetista, primeiramente, a escolha de j de
maneira que Jo seja minimizado. De forma alter-
nativa, pode-se escolher j de pior caso, que torna
o projeto do filtro robusto quanto & condi¢io ini-
cial 0(0), veja (Geromel et al., 2008). E também
importante ressaltar que ndo hd imposicio sobre
as matrizes A; serem Hurwitz, ja que Q;, Vi € K|
sao indefinidas. Ao invés disso, € necessdrio que
Ay, seja Hurwitz, o que é uma condi¢do menos
conservadora. Observe também que a desigualdade
(20) requer a existéncia de matrizes K; =Y ~'L;
tais que A; + K;C; sejam quadraticamente estdveis
para todo i € K. FEsta imposicdio, porém, ndo é
muito severa, jd que os ganhos K; sdo dependentes
de indice.

Um ponto importante do teorema é que o filtro de
custo garantido 6timo possui estrutura de observa-
dor, como é demonstrado no seguinte corolario.



Corolario 1 Considere o sistema afim com comu-
tagio (6) e um certo z. € X, escolhido, com seu
vetor \g € H associado. Se existirem uma matriz
Z 0, matrizes simétricas Y, W, @Q;, e matrizes
L;, i € K, tais que as desigualdades (20),

AL Z+ ZAN, <0 (31)

w °

YH, +L,D; Y| " (32)

sejam satisfeitas, entdo a regra de comutagdio (22)
com

Qi = (Ax, —A)"Z + Z(Ax, — Ai)  (33)

em conjunto com o filtro (4), cujas matrizes sao
dadas por

A=A —BC;, Bi=-Y'L;
N . N (34)
E,=FE;, F,=0 =1/

asseqguram o custo garantido Ho em (24) para o
erro de estimagdo.

Prova: Primeiramente, note que (31) é equiva-
lente & (18) junto com (19) e que as matrizes @,
importantes para implementacao da regra de co-
mutagdo (22), podem ser obtidas como em (33),
veja o Teorema 2 de (Geromel and Deaecto, 2014).
Além disso, das condig¢oes do Teorema 1, a escolha
(eZ,eQi) — (Z,Q;), com € — 01 pode ser feita
sem impor conservadorismo. Dessa forma, (32) é
obtido de (21) e as identidades em (34) seguem
de (23). Finalmente, a regra (22) nao é afetada ja
que € > 0 é escalar. A prova estd concluida. O

Comentario 2 O Coroldrio 1 torna evidente que
o filtro de custo garantido Ho minimo do Teorema
1 apresenta estrutura de observador e, consequente-
mente, € mais simples para implementacio. Além
disso, um ponto importante é que a regra de comu-
tacdo e o filtro podem ser projetados de maneira
independente, jd que Z, a unica varidvel presente
na funcdo de comutagdo, ndo exerce influéncia so-
bre as LMIs (20) e (32) utilizadas no problema de
otimizagdo. Isso mostra que neste caso o principio
da separacdo, muito conhecido no ambito de teoria
de controle, ¢ assequrado. Também temos que o Co-
roldrio 1 engloba resultados existentes na literatura,
onde os indices de desempenho Ho ou Heoo ndo sdo
considerados. Ademais, ele nao requer que 0s sub-
sistemas sejam quadraticamente estdveis, como é
necessdrio em (Yoshimura et al., 2013).

3.2  Projeto de Filtro Hoo

Esta subse¢do generaliza o Lema 2 para filtragem
Hoo em sistemas afins com comutagao.

Teorema 2 Considere o sistema afim com comu-
tagdo (5) e um certo x. € X, escolhido, com seu

vetor A\g € H associado. Se existirem matrizes
simétricas Z, Y e Q;, matrizes N; e L;, i € K e
p >0, de forma que

Y>~Z>0 (35)
Q)\o >__ 0 (36)
He{ZA;} + Q; °
HiTZ ol <0 (37)
He {YAZ + chz} L] [
HIY + DTLT —pl o | <0 (38)

entdo a sequinte regra de comutacdo
o(é) = arg miﬁg —ET Q€+ 26T z4; (39)
1€

em conjunto com o filtro (4), cujas matrizes sdo
dadas por

Ay =(Y-2)" (ATZ+ YA+ LiCi+

+p "(YH;—L;D;)H} Z)
(Z-Y) 'L, F;=N;, (40)
(Y-2)"'vy,
;= E;,—N;C; + p~"(G;—N;D,)H}' Z

assequram o custo garantido Hoo
para o erro de estimagdo.

Prova: A prova consiste em demonstrar a vali-
dade do Lema 2 para o sistema aumentado (5)
quando as condi¢bes do Teorema 2 sao validas.
Novamente, consideramos as matrizes (16) e (25)
assim como as relagoes em (26). Multiplicando
a esquerda da primeira desigualdade em (14) por
diag(f,],[), a direita pela sua transposta e re-
alizando procedimento similar ao do Teorema 1,
com termos intermedidrios dados em (28) e (30) e
adotando U = X = Z~!, obtemos

He {ZAZ }+Qz [ ]
HI'Z HI'Y+DILT
E~N,Ci—E; E;—N;C;
L] [ ]
[ ]
ol <0 (42)
G—N;D; —I

onde V; = ATZ + Y A; + L;C; + V A;. Aplicando
o complemento de Schur sucessivamente com res-
peito a —I e —plI em (42), pode ser verificado
que o bloco (2,1) da desigualdade resultante, apds
aplicadas as identidades A; e E; dadas em (40), é



nulo. Também, note que o bloco (2,2) é equiva-
lente a (38). De maneira similar, o bloco (1,1) é
equivalente a

He {ZArL} + Qz L] °
HTZ I o | <0 (43)
E;— N, C,—E; G;—N;D; —-I

Estas equivaléncias sdo simples de se verificar apli-
cando o complemento de Schur de maneira apro-
priada. Consequentemente, a desigualdade (42)
é satisfeita, j4 que ambos os blocos (1,1) e (2,2)
sao definidos negativos. Além disso, trocando-se
a segunda e terceira linhas e colunas de (43) e
aplicando o complemento de Schur com respeito
a ultima linha e coluna, pode-se verificar que E’i,
definido em (40), faz com que o bloco (2,1) da
desigualdade resultante seja nulo. Adicionalmente,
os seus blocos (1,1) e (2,2) sdo definidos negativos
pois a LMI (37), em conjunto com

_ I °
{Gi —/;VZDZ» —1] <0 (44)

que estd presente em (38), sdo verificadas. Fi-
nalmente, temos que @, = 0 é satisfeita se e
somente se Qy, > 0, as desigualdades (35) assegu-
ram P > 0, e a regra de comutacio (39) é obtida de
(10), como comentado anteriormente no Teorema
1. Assim como no Lema 2, o indice de desempe-
nho H., para o erro de estimacgao é limitado por
Joo () < p. A prova estd concluida. O

Comentario 3 Como mencionado em (Gahinet
and Apkarian, 1994), deve-se salientar que a oti-
mizacao de desempenho Ho, em problemas des-
critos em termos de LMIs pode levar a solugées
com matrizes mal-condicionadas. Para tratar deste
caso, propomos que um p > 0 fizo e subotimo seja
fornecido, e que tr ((Y — Z)’l) seja minimizado,
sujeito as mesmas restricoes LMI do Teorema 2,
fornecendo assim maior estabilidade numérica para
as matrizes do filtro. Para obter uma fungdo obje-
tivo com este propdsito, considere uma matriz R,
tal que

L

I Y—Z}>O (45)

onde tr (R) € minimizado.

De forma similar ao Corolario 1, o filtro 6timo do
Teorema 2 também possui estrutura de observador
como apresentado a seguir.

Corolario 2 Considere o sistema afim com co-
mutagao (5) e um certo x, € X, escolhido, com
seu vetor A\g € H associado. Se existirem matrizes
simétricas Z = 0,Y e @Q;, matrizes N; e L;, 1 € K
e p >0, de forma que (31) e (38) sejam satisfeitas,
entdo a regra de comutagio (39) com (33) em con-
Junto com o filtro (4), cujas matrizes sdo dadas por
Ai =A; — EiCi, Bz = —Y_lLi, Ei = FE; — N;C;,

Fy=N; el; = £;, assequram o custo garantido
Heoo (41) para o erro de estimagdo.

Prova: A prova segue da substituicio de
(eZ,eQ;) — (Z,Q;) no Teorema 2, com ¢ — 0F.
Com isto, a desigualdade (38) se torna explicita-
mente desacoplada de (37), jd que esta é equiva-
lente a He {ZA;} +Qi+ep ' ZHHT Z < 0 na qual
a dependéncia em p é eliminada quando € — 0F.
A prova estd concluida. |

Note que, de maneira similar ao projeto de filtro
Ho, o principio da separacao pode ser constatado.

4 Exemplos

Nesta se¢do, um exemplo académico composto
de trés subsistemas instaveis de terceira ordem
é considerado, seguido de uma aplicacao pratica
baseada em um conversor de poténcia flyback de
corrente continua.

4.1 Filtragem para Subsistemas Instdveis

Considere o sistema afim com comutagao (1), com-
posto de trés subsistemas instdveis com matrizes

010 0 1 0]
A=[0 0 1|,4=0 0 1 |,
2-51 10 —10 —10
T (46)
010 1 0 1
As=|0 0 1|,by=|0[,bo=|1],b5=] 0
22 -1 1 0 -1

H,=I1,C,=[111,D;,=[1 1 1], E; = I,
Vie Ke A\ =[0.1822 0.1022 0.7156]7. Note que
o subsistema 1 possui ponto de equilibrio do tipo
foco-no, o subsistema 2 se comporta como sela, en-
quanto o subsistema 3 exibe ponto de equilibrio do
tipo sela-foco. Para este exemplo, foi considerada
uma perturbacdo w(t) = [0 3 0]7 no intervalo de
tempo 5 < t < 10 segundos e w(t) = [0 0 0] caso
contrario. Resolvendo as condigdes do Corolario 2,
o custo garantido Ho, dado por Jo(+) < 12.9952
foi obtido, com as seguintes matrizes

7.2934 18.462 11.161
Z = |18.462 59.968 37.788],
11.161 37.788 24.616
(47)
6.4159 2.9275 0.1251
Y = |2.9275 5.2256 0.0728
0.1251 0.0728 0.1044
—7.424 —7.498 [—7.581
Li=|-7.035|, Lo=|—7.083|, Ls=|—7.102],
—4.403 —4.445 —4.481
- (48)
0.338 0.334 0.324
N1=1[0.337|, No=1{0.333 |, N3=|0.338
0.325 0.333 0.338

usadas para implementar o observador e a funcao
de comutagao. A Figura 2 apresenta os estados do
sistema e do filtro em funcao do tempo.
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Figura 3: Conversor flyback

Este exemplo demonstra com sucesso a efe-
tividade do projeto conjunto da regra e do filtro
propostos quanto a rejeicdo de perturbacgoes e esti-
macao da saida do sistema.

4.2 Flyback com Mudang¢a de Ponto de Operacao

Neste exemplo é realizada a mudanca do ponto de
operagdo em tempo de execugdo de um conversor
de poténcia flyback CC-CC, cujo diagrama elétrico
é ilustrado na Figura 3, veja (Mohan et al., 2003)
para mais detalhes. Os seguintes valores numéricos
sao adotados: V;,, = 12V; L,, = 0.848mH; r =
1.129Q2; C' = 2.2mF; Ry = 12092 e n = 2, a razao
de enrolamentos. Para este caso, a tensao de saida
é a Unica medida disponivel, o que é uma situacao
muito frequente em aplicagoes reais. Definindo o
vetor de estados como x = [i,, V,]T, este sistema
pode ser modelado como um sistema afim com
comutacdo (1) com as seguintes matrizes

Alz[—r/Lm 0 ] AF[_T/L,,L —n/Lm}

-1 i)
0 R.C n/C RO

V.
0 10
- LW‘L f— = p—
b1—[0}, bo [0}711[1 Hy [1 0]

01202:[0 1},D1:D2:[0 1]7E1:E2:I7
G1 = Gy = 0. Consideramos que em t = 0.25
segundos ocorre uma alteragao do ponto de ope-
ragio de 7.1 = [1.12 35.03]7 associado a A\; =
[0.9187 0.0813]T para z. 2 = [2.56 50.01]7 corres-
pondente a Ay = [0.8691 0.1309]7. Resolvendo as
condicoes do Teorema 1 com as restrigdes Qx, = 0
e @, = 0 no lugar de (18) de forma a levar em
conta a mudanca de ponto de operagdo, obtivemos

(49)

as seguintes matrizes necessarias para implementar
o filtro e a regra de comutagao, associadas ao custo
garantido Ja(-) < 0.0026

03876 0.1425] . 4

7= [0.1425 1.1628} <1075,

~ [0.5185 0.2004] _ . 4

Y= {0.2094 1.6526} x 1075,

0.08492 1.2242 (50

. . _ I 78
Ll{—268.33} L= {—57.552] x 1075,
0,_[075 01417 ) [1535 ~0.356
" |0.141 —0.011| * *7|-0.356 0.502

Partindo de condig¢oes iniciais nulas, a Figura 4
apresenta as trajetorias do estado do sistema e do
filtro, assim como a regra de comutacao na Figura
5. Como esperado, a regra foi eficaz na mudanca
do ponto de operagao e o filtro foi eficiente na
convergéncia do erro de estimagdo para zero.

8 4
6 : L
= =0
=4 =
S 8] _2
2 4
0 -6
0 0.2 0.4 0 0.2 0.4
0F—————— 0
3B ——— 1 -10
< T 20
-30
0 -40
0 0.2 0.4 0 0.2 0.4

t[s] t[s]
Figura 4: Trajetérias do estado do sistema e erros de
estimagao.
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Figura 5: Regra de comutacéo.

5 Conclusao

Duas abordagens sobre projeto de filtro de ordem
completa para sistemas afins com comutagao foram
consideradas, levando-se em conta a otimizacao
dos indices de desempenho Hs ou Hoo, assim como
uma func¢ao de comutacao estabilizante dependente
da saida medida. Foi provado que o filtro de custo
garantido 6timo apresenta estrutura de observador
e que os projetos da regra de comutacao e do
filtro podem ser feitos de maneira independente,



0 que mostra que o principio da separacao, bem
conhecido em teoria de controle, é valido. Um
exemplo académico e uma aplicagdo pratica foram
apresentados, de forma a demonstrar a validade
e efetividade da metodologia proposta no que se
refere ao projeto de filtro para sistemas afins com
comutagao.
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