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Abstract— In this paper, a methodology for designing full-order switched affine filters for continuous-time
switched affine systems is introduced. More specifically, the filter is designed along with an output-dependent
stabilizing switching function, assuring a minimum H2 or H∞ guaranteed cost for the estimation error. Further-
more, it is demonstrated that the optimal guaranteed cost filter presents an observer-based structure, capable of
being designed independently of the switching function, making valid the well known Separation Principle. The
design conditions are expressed in terms of linear matrix inequalities, which can be solved without difficulty by
means of readily available tools. One academic example and a practical application cosisting in a flyback DC-DC
power converter illustrate the theory.
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Resumo— Neste artigo é proposta uma metodologia para o projeto de filtros afins com comutação de ordem
completa para sistemas afins com comutação a tempo contínuo. Mais especificamente, o filtro é projetado em
conjunto com uma regra de comutação estabilizante dependente da saída medida, assegurando um custo garantido
mínimo H2 ou H∞ para o erro de estimação. Além disso, é demonstrado que o filtro que garante o custo ótimo
apresenta estrutura de observador e pode ser projetado de maneira independente da regra de comutação, indicando
a validade do Princípio da Separação. As condições de projeto são expressas por desigualdades matriciais lineares,
cuja solução pode ser encontrada utilizando-se ferramentas já disponíveis. Um exemplo acadêmico e uma aplicação
prática consistindo em um conversor de potência flyback CC-CC ilustram a teoria.

Palavras-chave— Sistemas Afins com Comutação, Filtro com Comutação, Filtragem H2 e H∞, Desigualdades
Matriciais Lineares.

1 Introdução

Nas últimas décadas, sistemas com comutação vêm
atraindo a atenção de pesquisadores em todo o
mundo. Formando uma subclasse dos sistemas
híbridos, eles são compostos por um conjunto de
subsistemas e uma regra de comutação que ativa
um deles a cada instante de tempo. Esta regra,
também chamada de função de comutação, pode
ser uma função arbitrária dependente do tempo
ou uma variável de controle a ser projetada de-
pendente do estado ou da saída. É interessante
observar que uma regra adequada pode garantir
estabilidade do sistema, mesmo no caso em que
todos seus subsistemas são instáveis. Além disso,
quando estritamente consistente, ela melhora o
desempenho H2 e H∞ do sistema com comuta-
ção comparado ao de cada subsistema isolado, veja
(Geromel et al., 2013). Essas propriedades chamam
a atenção para esta classe de sistemas, não somente
do ponto de vista teórico, mas também prático. De
fato, sistemas com comutação podem ser usados
para modelar sistemas não-lineares, veja (Zheng
and Zhang, 2017), ou situações em que a comu-
tação é intrínseca, como no caso dos sistemas em
eletrônica de potência, veja (Deaecto et al., 2010)
e (Cardim et al., 2009). Além disso, os livros
(Liberzon, 2003) e (Sun, 2006), bem como o artigo
(Shorten et al., 2007) são referências importantes
neste campo.

Até o presente momento, a literatura apresenta

vários resultados que tratam do projeto de uma
função de comutação estabilizante por realimen-
tação de estado e de saída, veja (Deaecto, 2016),
(Geromel et al., 2013) e (Geromel et al., 2008). No
entanto, pouca atenção foi dada a problemas de
filtragem para sistemas com comutação, levando-se
em conta a minimização de custos garantidos H2
ou H∞. Esta classe de problemas é de grande im-
portância em aplicações práticas, devido à comum
ocorrência de distúrbios na medida e à dificuldade
em se medir o estado completo. As referências
(Xiao et al., 2017), (Wang et al., 2016) e (Zhang
and Shi, 2011) consideram o projeto de filtros com
comutação para sistemas lineares em tempo contí-
nuo, limitados ao escopo de funções de comutação
dependentes do tempo e considerando custos garan-
tidos H2 ou H∞. No entanto, poucas referências
tratam do projeto conjunto da função de comuta-
ção e de um filtro dinâmico de ordem completa
de forma a assegurar um custo garantido para
o erro de estimação, veja (Duan and Wu, 2013).
Nas referências mencionadas, apenas sistemas li-
neares foram considerados. O caso mais geral de
sistemas afins com comutação é ainda menos ex-
plorado, veja (Pinto and Trofino, 2014) e (Menini
et al., 2014). Esta classe de sistemas apresenta
termos afins, responsáveis pela existência de vários
pontos de equilíbrio, o que impõe maior dificul-
dade no projeto de controladores e filtros quando
comparada aos sistemas lineares. As referências
(Kader et al., 2018), (Deaecto, 2016), (Deaecto



and Santos, 2015) e (Scharlau et al., 2014) tratam
de sistemas afins com comutação, mas apenas no
que diz respeito ao projeto de controladores por
realimentação de estado e de saída.

Este trabalho aborda o problema de filtra-
gem para sistemas afins com comutação em tempo
contínuo, considerando o projeto de um filtro de
ordem completa em conjunto com uma regra de
comutação dependente da saída medida, assegu-
rando um custo garantido H2 ou H∞ para o erro
de estimação. Segundo o conhecimento dos auto-
res, o problema clássico de filtragem no contexto
de sistemas afins com comutação ainda não foi
abordado na literatura. Além disso, a partir das
condições obtidas é provado que o filtro de custo
garantido ótimo apresenta estrutura de observador
e pode ser projetado independentemente da função
de comutação, indicando a validade do princípio
da separação, comum em teoria de controle. As
condições obtidas são expressas em termos de de-
sigualdades matriciais lineares, do inglês Linear
Matrix Inequalities (LMIs), as quais podem ser
resolvidas sem grande dificuldade com o uso de fer-
ramentas já disponíveis. Um exemplo acadêmico
e uma aplicação prática consistindo da mudança
de pontos de operação em um conversor de potên-
cia flyback CC-CC ilustram a teoria e mostram a
eficácia da metodologia proposta.

A notação utilizada ao longo deste texto é
usual. Para matrizes quadradas, tr (·) indica a
função traço. Para vetores ou matrizes reais, (T )
refere-se à sua transposta. Para matrizes simétri-
cas, (•) indica seus blocos simétricos. Para uma
matriz real X, He {X} define o operador hermi-
tiano He {X} := X + XT . O símbolo R repre-
senta o conjunto de números reais. O conjunto
K = {1, · · · , N} é composto pelos primeiros N
números naturais positivos. Para qualquer matriz
simétrica, X � 0 (X � 0) denota uma matriz
(semi)definida positiva. O simplex unitário com-
posto de todos os vetores não negativos λ ∈ RN tal
que

∑
i∈K λi = 1 é indicado por ΛN . A combina-

ção convexa de matrizes {X1, · · · , XN} é indicada
por Xλ =

∑
i∈K λiXi, para algum λ ∈ ΛN . Uma

matriz quadrada é dita ser Hurwitz se seus auto-
valores se situarem na região aberta Re{s} < 0 do
plano complexo. Finalmente, L2 define o conjunto
de trajetórias quadraticamente integráveis.

2 Formulação do Problema

Considere o sistema afim com comutação com a
seguinte realização em espaço de estado

ẋ(t)=Aσx(t)+Hσw(t)+bσ, x(0)=xe

y(t)=Cσx(t)+Dσw(t)
z(t)=Eσx(t)+Gσw(t)

(1)

no qual x(t) ∈ Rnx é o vetor de estados, não
disponível para realimentação, w(t) ∈ Rnw é a
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Figura 1: Interconexão do sistema.

perturbação externa, y(t) ∈ Rny é a saída medida,
z(t) ∈ Rnz é a saída de desempenho e σ(y(t)) :
Rny → K é a função de comutação a ser projetada,
que ativa um dos N subsistemas, a cada instante
de tempo.

Sempre que bi 6= 0, para algum i ∈ K, o
sistema com comutação possui vários pontos de
equilíbrio. O conjunto de pontos de equilíbrio
alcançáveis é definido como

Xe = {xe ∈ Rnx : xe = −A−1
λ bλ, λ ∈ H} (2)

em que H indica um subconjunto de ΛN tal que
Aλ é Hurwitz. Sem perda de generalidade, pode
ser feita a mudança de variável ξ(t) = x(t) − xe
de forma a mover o ponto de equilíbrio xe de (1)
para a origem, o que resulta no seguinte sistema
equivalente

ξ̇(t)=Aσξ(t)+Hσw(t)+`σ, ξ(0)=0
ye(t)=Cσξ(t)+Dσw(t)
ze(t)=Eσξ(t)+Gσw(t)

(3)

com `i = Aixe + bi,∀i ∈ K, sendo o novo termo
afim, ye(t) = y(t)−Cσxe e ze(t) = z(t)−Eσxe as
saídas transladadas. Note que quando xe ∈ Xe,
temos `λ = 0 para o seu vetor λ ∈ ΛN associado.

Considere um filtro afim com comutação de
ordem completa Fσ com representação em espaço
de estado dada por

˙̂
ξ(t)=Âσ ξ̂(t)+B̂σye(t)+ˆ̀

σ , ξ̂(0)=0
ẑe(t)= Êσ ξ̂(t)+F̂σye(t)

(4)

com ξ̂(t) ∈ Rnx sendo o vetor de estados do filtro e
ẑe(t) ∈ Rnz , a saída estimada. Conectando o filtro
ao sistema (3) como na Figura 1 e definindo o erro
de estimação como e(t) = ze(t)− ẑe(t), o seguinte
sistema aumentado é obtido

˙̃ξ(t)=Ãσ ξ̃(t)+H̃σw(t)+˜̀
σ , ξ̃(0)=0

e(t)= Ẽσ ξ̃(t)+G̃σw(t)
(5)

em que ξ̃(t) = [ξ(t)T ξ̂(t)T ]T ∈ R2nx é seu vetor
de estados e

Ãi =
[
Ai 0
B̂iCi Âi

]
, ˜̀

i =
[
`i
ˆ̀
i

]
, H̃i =

[
Hi

B̂iDi

]
Ẽi =

[
Ei − F̂iCi −Êi

]
, G̃i = Gi − F̂iDi

(6)

suas matrizes, para todo i ∈ K.



O principal objetivo deste trabalho consiste
em determinar as matrizes do filtro Âi, B̂i, Êi, F̂i
e ˆ̀

i, de dimensões apropriadas, em conjunto com
uma função de comutação σ(y(t)) de maneira a
garantir estabilidade assintótica global do ponto
de equilíbrio ξ̃ = 0, o que implica em x(t) → xe
quando t→∞, para um certo xe ∈ Xe de interesse,
anteriormente escolhido. Além disso, limitantes
superiores para os índices de desempenho H2 ou
H∞ devem ser assegurados para o erro de estima-
ção. Estes índices de desempenho foram definidos
em (Geromel et al., 2013) da seguinte maneira:

• Índice de desempenho H2: Para subsiste-
mas estritamente próprios (G̃i = 0, ∀i ∈ K),
o erro de estimação ek(t) associado à pertur-
bação do tipo impulsiva w(t) = δ(t)ψk, com
vetores ψk, k ∈ {1, . . . , nw}, formando a base
padrão, permite definir o índice H2 como

J2(σ,Fσ) =
nw∑
k=1
‖ek(t)‖2

2 (7)

• Índice de desempenho H∞: Para o erro
de estimação e(t) associado às perturbações
w(t) ∈ L2, w(t) 6= 0, o índice H∞ é definido,
para um ρ > 0, como

J∞(σ,Fσ) = sup
0 6=w∈L2

‖e(t)‖2
2

‖w(t)‖2
2
< ρ (8)

Antes de apresentarmos os resultados principais,
alguns lemas importantes referentes ao custo garan-
tido H2 e H∞ para sistemas afins com comutação
são retomados da literatura. O seguinte lema apre-
senta o resultado para o caso H2.

Lema 1 Considere o sistema afim com comutação
(3) onde Gi = 0, ∀i ∈ K, e um certo xe ∈ Xe

escolhido, com seu vetor λ0 ∈ H associado. Se
existirem matrizes P = PT � 0 e Qi = QTi , i ∈ K,
tais que

ATi P + PAi + ETi Ei +Qi ≺ 0, i ∈ K
Qλ0 � 0

(9)

então, a seguinte regra de comutação

σ(ξ) = arg min
i∈K
−ξTQiξ + 2ξTP`i (10)

torna o ponto de equilíbrio ξ = 0 globalmente as-
sintoticamente estável e assegura o custo garantido

J2(·) < tr
(
HT
σ(0)PHσ(0)

)
(11)

Prova: A prova segue da definição do custo garan-
tido disponível em (Deaecto et al., 2010)

‖ze(t)‖2
2 < ξT0 Pξ0 (12)

que foi obtido para o sistema (3) com w(t) = 0
e ξ(0) = ξ0. Note que este sistema com ξ(0) =

Hσ(0)ψk é equivalente à (3) sempre que a pertur-
bação impulsiva w(t) = δ(t)ψk for considerada.
Dessa forma, através de um procedimento similar
ao realizado em (Geromel et al., 2008), tem-se

J2(·) =
nw∑
k=1
‖ze,k(t)‖2

2 <

nw∑
k=1

ξT (0)Pξ(0)

=
nw∑
k=1

ψTkH
T
σ(0)PHσ(0)ψk

= tr
(
HT
σ(0)PHσ(0)

)
(13)

Onde ze,k(t) é associado a w(t) = δ(t)ψk. A prova
está concluída. 2

De forma similar, o seguinte lema, introduzido em
(Deaecto and Santos, 2015), assegura um limitante
superior para o índice de desempenho H∞.

Lema 2 Considere o sistema afim com comutação
(3) e um certo xe ∈ Xe escolhido, com seu vetor
λ0 ∈ H associado. Se existirem matrizes P =
PT � 0, Qi = QTi , i ∈ K e ρ > 0, tais queATi P + PAi +Qi • •

HT
i P −ρI •
Ei Gi −I

 ≺ 0

Qλ0 � 0

(14)

então, a regra de comutação (10) torna o ponto
de equilíbrio ξ = 0 globalmente assintoticamente
estável e assegura o custo garantido

J∞(·) < ρ (15)

Prova: A prova pode ser encontrada em (Deaecto
and Santos, 2015). 2

Na próxima seção, estes resultados são generaliza-
dos para possibilitar tratarmos do projeto de filtros
H2 e H∞ para sistemas afins com comutação.

3 Resultados Principais

Primeiramente, as estruturas das variáveis matri-
ciais P̃ , Q̃i e ˆ̀

i são introduzidas

P̃ =
[
Y V

V T Ŷ

]
, Q̃i =

[
0 0
0 Qi

]
,

ˆ̀
i = −V −1Y `i

(16)

para todo i ∈ K. Estas escolhas específicas são
de grande importância para a função de comuta-
ção já que elas eliminam a dependência do estado
do sistema que é desconhecido. Assim a regra de
comutação (10) é redefinida para o sistema aumen-
tado, da seguinte maneira

σ(ξ̂) = arg min
i∈K
−ξ̂TQiξ̂ + 2ξ̂T (V T `i + Ŷ ˆ̀

i) (17)

Note que a escolha de ˆ̀
i em (16) é importante para

se assegurar que as primeiras nx linhas do termo
P̃ ˜̀

i, que multiplica o estado do sistema, sejam
nulas, dessa forma σ(ξ̃) = σ(ξ̂).



3.1 Projeto de Filtro H2

O seguinte teorema trata da generalização do Lema
1 para o sistema aumentado (5), levando em conta
a minimização de um limitante superior do índice
J2 definido em (7). Considere Gi = 0, ∀i ∈ K, de
forma a tratar somente subsistemas estritamente
próprios.

Teorema 1 Considere o sistema afim com comu-
tação (5) e um certo xe ∈ Xe escolhido, com seu
vetor λ0 ∈ H associado. Se existirem matrizes
simétricas Z, Y , W , Qi e matrizes Li, i ∈ K, tais
que

Qλ0 � 0 (18)

ATi Z + ZAi +Qi ≺ 0, ∀i ∈ K (19)

He {Y Ai + LiCi}+ ETi Ei ≺ 0, ∀i ∈ K (20) W • •
ZHj Z •

Y Hj + LjDj Z Y

 � 0 (21)

com j = σ(0), então a seguinte regra de comutação

σ(ξ̂) = arg min
i∈K
−ξ̂TQiξ̂ + 2ξ̂TZ`i (22)

em conjunto com o filtro (4), cujas matrizes são
dadas por

Âi = (Y − Z)−1(ATi Z + Y Ai + LiCi)
B̂i = (Z − Y )−1Li

Êi = Ei, F̂i = 0, ˆ̀
i = (Y − Z)−1Y `i

(23)

asseguram o custo garantido H2

J2(σ) < tr (W ) (24)

para o erro de estimação.

Prova: A prova consiste em demonstrar a validade
do Lema 1 sempre que as condições do Teorema
1 são satisfeitas. Seja a matriz P̃ dada em (16),
assim como a matriz de transformação Γ̃ e matriz
a P̃−1 dadas por

Γ̃ =
[

I I
UTX−1 0

]
, P̃−1 =

[
X U

UT X̂

]
(25)

As seguintes relações asseguram que P̃−1P̃ = I:

XY + UV T = I, XV + UŶ = 0
UTY + X̂V T = 0, UTV + X̂Ŷ = I

(26)

Considere a primeira desigualdade em (9), para o
sistema (5), multiplicada pela matriz de transfor-
mação Γ̃ da seguinte forma

He
{

Γ̃T ÃTi P̃ Γ̃
}

+ Γ̃T ẼTi ẼiΓ̃ + Γ̃T Q̃iΓ̃ ≺ 0 (27)

Definindo Z = X−1 e Li = V B̂i temos

Γ̃TÃTi P̃ Γ̃=
[
ATiZ ATi Y+CTi LTi +ZUÂTi V T
ATiZ ATi Y+CTi LTi

]
ẼiΓ̃=

[
Ei−F̂iCi−ÊiUTZ Ei−F̂iCi

]
Γ̃T Q̃iΓ̃=

[
ZUQiU

TZ 0
0 0

] (28)

Adotando U = X = Z−1, sem perda de gene-
ralidade, note que de (26) obtemos as matrizes
V = V T = Z − Y e Ŷ = −V . Além disso, a partir
das identidades em (23), pode-se observar que as
desigualdades (19) e (20) asseguram a validade de
(27) considerando-se (28) e, consequentemente, a
primeira desigualdade em (9) é verificada. Note
que a escolha de F̂i é feita de forma a garantir que
G̃i = 0, ∀i ∈ K, já que Gi = 0, ∀i ∈ K. Além
disso, a desigualdade (18) é satisfeita se e somente
se Q̃λ0 � 0 e, dessa forma, a segunda desigual-
dade em (9) é verificada. Como foi comentado
anteriormente, a escolha de ˆ̀

i em (23), que res-
peita a estrutura definida em (16), assegura que
(10) fornece (17). Portanto, devido a Ŷ = −V e
Z = V + Y , a regra de comutação (22) é obtida.

Finalmente, (21) pode ser expressa como[
W •

Γ̃T P̃ H̃j Γ̃T P̃ Γ̃

]
� 0 (29)

onde

Γ̃TP̃ H̃j=
[

ZHj

YHj+LjDj

]
, Γ̃TP̃ Γ̃=

[
Z •
Z Y

]
(30)

Multiplicando-se à esquerda desta desigualdade
por diag(I, (Γ̃T )−1), à direita por sua transposta,
e aplicando o complemento de Schur com respeito à
P̃ obtemosW � H̃T

j P̃ H̃j . Dessa maneira, J2(σ) <
tr (W ) é garantido assim como no Lema 1. A prova
está concluída. 2

Comentário 1 Perceba que a escolha de σ(0) é
particularmente importante para o índice de de-
sempenho. Duas propostas podem ser de interesse
ao projetista, primeiramente, a escolha de j de
maneira que J2 seja minimizado. De forma alter-
nativa, pode-se escolher j de pior caso, que torna
o projeto do filtro robusto quanto à condição ini-
cial σ(0), veja (Geromel et al., 2008). É também
importante ressaltar que não há imposição sobre
as matrizes Ai serem Hurwitz, já que Qi, ∀i ∈ K,
são indefinidas. Ao invés disso, é necessário que
Aλ0 seja Hurwitz, o que é uma condição menos
conservadora. Observe também que a desigualdade
(20) requer a existência de matrizes Ki = Y −1Li
tais que Ai +KiCi sejam quadraticamente estáveis
para todo i ∈ K. Esta imposição, porém, não é
muito severa, já que os ganhos Ki são dependentes
de índice.

Um ponto importante do teorema é que o filtro de
custo garantido ótimo possui estrutura de observa-
dor, como é demonstrado no seguinte corolário.



Corolário 1 Considere o sistema afim com comu-
tação (6) e um certo xe ∈ Xe escolhido, com seu
vetor λ0 ∈ H associado. Se existirem uma matriz
Z � 0, matrizes simétricas Y , W , Qi, e matrizes
Li, i ∈ K, tais que as desigualdades (20),

ATλ0
Z + ZAλ0 ≺ 0 (31)[
W •

Y Hj + LjDj Y

]
� 0 (32)

sejam satisfeitas, então a regra de comutação (22)
com

Qi = (Aλ0 −Ai)TZ + Z(Aλ0 −Ai) (33)

em conjunto com o filtro (4), cujas matrizes são
dadas por

Âi = Ai − B̂iCi, B̂i = −Y −1Li

Êi = Ei, F̂i = 0, ˆ̀
i = `i

(34)

asseguram o custo garantido H2 em (24) para o
erro de estimação.

Prova: Primeiramente, note que (31) é equiva-
lente à (18) junto com (19) e que as matrizes Qi,
importantes para implementação da regra de co-
mutação (22), podem ser obtidas como em (33),
veja o Teorema 2 de (Geromel and Deaecto, 2014).
Além disso, das condições do Teorema 1, a escolha
(εZ, εQi) → (Z,Qi), com ε → 0+ pode ser feita
sem impor conservadorismo. Dessa forma, (32) é
obtido de (21) e as identidades em (34) seguem
de (23). Finalmente, a regra (22) não é afetada já
que ε > 0 é escalar. A prova está concluída. 2

Comentário 2 O Corolário 1 torna evidente que
o filtro de custo garantido H2 mínimo do Teorema
1 apresenta estrutura de observador e, consequente-
mente, é mais simples para implementação. Além
disso, um ponto importante é que a regra de comu-
tação e o filtro podem ser projetados de maneira
independente, já que Z, a única variável presente
na função de comutação, não exerce influência so-
bre as LMIs (20) e (32) utilizadas no problema de
otimização. Isso mostra que neste caso o princípio
da separação, muito conhecido no âmbito de teoria
de controle, é assegurado. Também temos que o Co-
rolário 1 engloba resultados existentes na literatura,
onde os índices de desempenho H2 ou H∞ não são
considerados. Ademais, ele não requer que os sub-
sistemas sejam quadraticamente estáveis, como é
necessário em (Yoshimura et al., 2013).

3.2 Projeto de Filtro H∞
Esta subseção generaliza o Lema 2 para filtragem
H∞ em sistemas afins com comutação.

Teorema 2 Considere o sistema afim com comu-
tação (5) e um certo xe ∈ Xe escolhido, com seu

vetor λ0 ∈ H associado. Se existirem matrizes
simétricas Z, Y e Qi, matrizes Ni e Li, i ∈ K e
ρ > 0, de forma que

Y � Z � 0 (35)

Qλ0 � 0 (36)[
He {ZAi}+Qi •

HT
i Z −ρI

]
≺ 0 (37)

He {Y Ai + LiCi} • •
HT
i Y +DT

i L
T
i −ρI •

Ei −NiCi Gi −NiDi −I

 ≺ 0 (38)

então a seguinte regra de comutação

σ(ξ̂) = arg min
i∈K
−ξ̂TQiξ̂ + 2ξ̂TZ`i (39)

em conjunto com o filtro (4), cujas matrizes são
dadas por

Âi = (Y −Z)−1 (ATiZ+YAi+LiCi+
+ ρ−1(YHi−LiDi)HT

i Z
)

B̂i = (Z−Y )−1Li, F̂i = Ni,

ˆ̀
i = (Y −Z)−1Y `i

Êi = Ei−NiCi + ρ−1(Gi−NiDi)HT
i Z

(40)

asseguram o custo garantido H∞

J∞(·) < ρ (41)

para o erro de estimação.

Prova: A prova consiste em demonstrar a vali-
dade do Lema 2 para o sistema aumentado (5)
quando as condições do Teorema 2 são válidas.
Novamente, consideramos as matrizes (16) e (25)
assim como as relações em (26). Multiplicando
à esquerda da primeira desigualdade em (14) por
diag(Γ̃, I, I), à direita pela sua transposta e re-
alizando procedimento similar ao do Teorema 1,
com termos intermediários dados em (28) e (30) e
adotando U = X = Z−1, obtemos

He {ZAi}+Qi •
Vi He {Y Ai+LiCi}

HT
i Z HT

i Y+DT
i L

T
i

Ei−NiCi−Êi Ei−NiCi
• •
• •
−ρI •

Gi−NiDi −I

≺0 (42)

onde Vi = ATi Z + Y Ai + LiCi + V Âi. Aplicando
o complemento de Schur sucessivamente com res-
peito a −I e −ρI em (42), pode ser verificado
que o bloco (2, 1) da desigualdade resultante, após
aplicadas as identidades Âi e Êi dadas em (40), é



nulo. Também, note que o bloco (2, 2) é equiva-
lente a (38). De maneira similar, o bloco (1, 1) é
equivalente àHe {ZAi}+Qi • •

HT
i Z −ρI •

Ei −NiCi − Êi Gi −NiDi −I

 ≺ 0 (43)

Estas equivalências são simples de se verificar apli-
cando o complemento de Schur de maneira apro-
priada. Consequentemente, a desigualdade (42)
é satisfeita, já que ambos os blocos (1, 1) e (2, 2)
são definidos negativos. Além disso, trocando-se
a segunda e terceira linhas e colunas de (43) e
aplicando o complemento de Schur com respeito
à última linha e coluna, pode-se verificar que Êi,
definido em (40), faz com que o bloco (2, 1) da
desigualdade resultante seja nulo. Adicionalmente,
os seus blocos (1, 1) e (2, 2) são definidos negativos
pois a LMI (37), em conjunto com[

−ρI •
Gi −NiDi −I

]
≺ 0 (44)

que está presente em (38), são verificadas. Fi-
nalmente, temos que Qλ0 � 0 é satisfeita se e
somente se Q̃λ0 � 0, as desigualdades (35) assegu-
ram P̃ � 0, e a regra de comutação (39) é obtida de
(10), como comentado anteriormente no Teorema
1. Assim como no Lema 2, o índice de desempe-
nho H∞ para o erro de estimação é limitado por
J∞(·) < ρ. A prova está concluída. 2

Comentário 3 Como mencionado em (Gahinet
and Apkarian, 1994), deve-se salientar que a oti-
mização de desempenho H∞ em problemas des-
critos em termos de LMIs pode levar a soluções
com matrizes mal-condicionadas. Para tratar deste
caso, propomos que um ρ > 0 fixo e subótimo seja
fornecido, e que tr

(
(Y − Z)−1) seja minimizado,

sujeito às mesmas restrições LMI do Teorema 2,
fornecendo assim maior estabilidade numérica para
as matrizes do filtro. Para obter uma função obje-
tivo com este propósito, considere uma matriz R,
tal que [

R •
I Y − Z

]
� 0 (45)

onde tr (R) é minimizado.

De forma similar ao Corolário 1, o filtro ótimo do
Teorema 2 também possui estrutura de observador
como apresentado a seguir.

Corolário 2 Considere o sistema afim com co-
mutação (5) e um certo xe ∈ Xe escolhido, com
seu vetor λ0 ∈ H associado. Se existirem matrizes
simétricas Z � 0, Y e Qi, matrizes Ni e Li, i ∈ K
e ρ > 0, de forma que (31) e (38) sejam satisfeitas,
então a regra de comutação (39) com (33) em con-
junto com o filtro (4), cujas matrizes são dadas por
Âi = Ai − B̂iCi, B̂i = −Y −1Li, Êi = Ei −NiCi,

F̂i = Ni e ˆ̀
i = `i, asseguram o custo garantido

H∞ (41) para o erro de estimação.

Prova: A prova segue da substituição de
(εZ, εQi) → (Z,Qi) no Teorema 2, com ε → 0+.
Com isto, a desigualdade (38) se torna explicita-
mente desacoplada de (37), já que esta é equiva-
lente à He {ZAi}+Qi+ερ−1ZHHTZ ≺ 0 na qual
a dependência em ρ é eliminada quando ε → 0+.
A prova está concluída. 2

Note que, de maneira similar ao projeto de filtro
H2, o princípio da separação pode ser constatado.

4 Exemplos

Nesta seção, um exemplo acadêmico composto
de três subsistemas instáveis de terceira ordem
é considerado, seguido de uma aplicação prática
baseada em um conversor de potência flyback de
corrente contínua.

4.1 Filtragem para Subsistemas Instáveis

Considere o sistema afim com comutação (1), com-
posto de três subsistemas instáveis com matrizes

A1=

0 1 0
0 0 1
2 −5 1

 , A2=

 0 1 0
0 0 1
10 −10 −10

 ,
A3=

 0 1 0
0 0 1
−2 2 −1

, b1=

1
0
1

, b2=

0
1
0

, b3=

 1
0
−1

 (46)

Hi = I, Ci = [1 1 1], Di = [1 1 1], Ei = I,
∀i ∈ K e λ0 = [0.1822 0.1022 0.7156]T . Note que
o subsistema 1 possui ponto de equilíbrio do tipo
foco-nó, o subsistema 2 se comporta como sela, en-
quanto o subsistema 3 exibe ponto de equilíbrio do
tipo sela-foco. Para este exemplo, foi considerada
uma perturbação w(t) = [0 3 0]T no intervalo de
tempo 5 < t < 10 segundos e w(t) = [0 0 0]T caso
contrário. Resolvendo as condições do Corolário 2,
o custo garantido H∞, dado por J∞(·) < 12.9952
foi obtido, com as seguintes matrizes

Z =

7.2934 18.462 11.161
18.462 59.968 37.788
11.161 37.788 24.616

 ,
Y =

6.4159 2.9275 0.1251
2.9275 5.2256 0.0728
0.1251 0.0728 0.1044

 (47)

L1=

−7.424
−7.035
−4.403

, L2=

−7.498
−7.083
−4.445

, L3=

−7.581
−7.102
−4.481

,
N1=

0.338
0.337
0.325

, N2=

0.334
0.333
0.333

, N3=

0.324
0.338
0.338

 (48)

usadas para implementar o observador e a função
de comutação. A Figura 2 apresenta os estados do
sistema e do filtro em função do tempo.
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Figura 2: Trajetórias das saídas do sistema e do filtro.
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Figura 3: Conversor flyback

Este exemplo demonstra com sucesso a efe-
tividade do projeto conjunto da regra e do filtro
propostos quanto à rejeição de perturbações e esti-
mação da saída do sistema.

4.2 Flyback com Mudança de Ponto de Operação

Neste exemplo é realizada a mudança do ponto de
operação em tempo de execução de um conversor
de potência flyback CC-CC, cujo diagrama elétrico
é ilustrado na Figura 3, veja (Mohan et al., 2003)
para mais detalhes. Os seguintes valores numéricos
são adotados: Vin = 12V; Lm = 0.848mH; r =
1.129Ω; C = 2.2mF; RL = 120Ω e n = 2, a razão
de enrolamentos. Para este caso, a tensão de saída
é a única medida disponível, o que é uma situação
muito frequente em aplicações reais. Definindo o
vetor de estados como x = [im Vo]T , este sistema
pode ser modelado como um sistema afim com
comutação (1) com as seguintes matrizes

A1=
[
−r/Lm 0

0 −1
RLC

]
, A2=

[
−r/Lm −n/Lm
n/C −1

RLC

]
b1 =

[
Vin

Lm

0

]
, b2 =

[
0
0

]
, H1 =H2 =

[
1 0
1 0

] (49)

C1 = C2 = [0 1], D1 = D2 = [0 1], E1 = E2 = I,
G1 = G2 = 0. Consideramos que em t = 0.25
segundos ocorre uma alteração do ponto de ope-
ração de xe,1 = [1.12 35.03]T associado a λ1 =
[0.9187 0.0813]T para xe,2 = [2.56 50.01]T corres-
pondente a λ2 = [0.8691 0.1309]T . Resolvendo as
condições do Teorema 1 com as restrições Qλ1 � 0
e Qλ2 � 0 no lugar de (18) de forma a levar em
conta a mudança de ponto de operação, obtivemos

as seguintes matrizes necessárias para implementar
o filtro e a regra de comutação, associadas ao custo
garantido J2(·) < 0.0026

Z =
[
0.3876 0.1425
0.1425 1.1628

]
× 10−3,

Y =
[
0.5185 0.2094
0.2094 1.6526

]
× 10−3,

L1=
[

0.08492
−268.33

]
, L2=

[
−1.2242
−57.552

]
× 10−8,

Q1=
[

0.75 0.141
0.141 −0.011

]
, Q2=

[
−1.535 −0.356
−0.356 0.502

]
(50)

Partindo de condições iniciais nulas, a Figura 4
apresenta as trajetórias do estado do sistema e do
filtro, assim como a regra de comutação na Figura
5. Como esperado, a regra foi eficaz na mudança
do ponto de operação e o filtro foi eficiente na
convergência do erro de estimação para zero.
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Figura 4: Trajetórias do estado do sistema e erros de
estimação.

Figura 5: Regra de comutação.

5 Conclusão

Duas abordagens sobre projeto de filtro de ordem
completa para sistemas afins com comutação foram
consideradas, levando-se em conta a otimização
dos índices de desempenho H2 ou H∞, assim como
uma função de comutação estabilizante dependente
da saída medida. Foi provado que o filtro de custo
garantido ótimo apresenta estrutura de observador
e que os projetos da regra de comutação e do
filtro podem ser feitos de maneira independente,



o que mostra que o princípio da separação, bem
conhecido em teoria de controle, é válido. Um
exemplo acadêmico e uma aplicação prática foram
apresentados, de forma a demonstrar a validade
e efetividade da metodologia proposta no que se
refere ao projeto de filtro para sistemas afins com
comutação.
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