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Abstract— Set-invariance techniques are proposed to provide a solution to the problem of tracking constant
reference signals for constrained, linear, discrete-time, single-output systems via output feedback control. In this
regard, Output-Feedback Controlled-Invariant Polyhedra are used to ensure that the constraints are satisfied all
time. In particular, based on the evolution of the sets of possible states consistent with present and previous
output measurements, we design a dynamic output feedback controller which is able to achieve reference tracking
under state and control constraints during the transient period. Then, a dynamic compensator structure is
presented based on a pair composed by a conditioned-invariant and a controlled-invariant polyhedron. Results
with both controllers are illustrated by numerical examples.
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Resumo— Técnicas de invariancia de conjuntos sdo propostas para fornecer uma solugao para o problema de
rastrear sinais de referéncia constantes para sistemas lineares de tempo discreto restritos com uma tnica saida
através do controle por realimentacao de saida. A esse propésito, Poliedros Invariantes Controlados por Reali-
mentagao de Saida sdo usados para garantir que as restrigdes sejam satisfeitas a todo tempo. Em particular, com
base na evolucao dos conjuntos de possiveis estados consistentes com as medigOes presentes e passadas da saida,
construimos um controlador por realimentagao de saida dindmica que é capaz de alcangar o rastreamento de refe-
réncia sob restrigoes nos estados e na agao de controle durante o periodo transitério. Depois, é apresentada uma
estrutura de um compensador dinamico baseada em um par composto por um poliedro invariante condicionado

e invariante controlado. Resultados com os dois controladores sao ilustrados por exemplos numeéricos.

Palavras-chave— Sistemas Lineares, Conjuntos Invariantes, Realimentagao de Saida Dinamica, Rastreamento

de Referéncia, Restrigoes.

1 Introducao

A abordagem da invariancia positiva tem sido des-
crita como uma valiosa ferramenta para a sintese
de controladores para sistemas lineares restritos.
Um conjunto nao vazio no espago de estados é dito
positivamente invariante em relagdo a um certo
sistema dinamico se possuir a propriedade de que,
para qualquer condicao inicial pertencente a esse
conjunto, a trajetoria do vetor de estado do re-
ferido sistema se mantém no interior do mesmo
(Hennet, 1995). Uma visdo abrangente nesta drea
de invaridncia de conjuntos pode ser encontrada
em Blanchini and Miani (2015).

De modo geral, as restrigoes impostas as va-
ridveis de estado e controle podem ser traduzi-
das em conjuntos admissiveis no espaco de es-
tados, isto é, regides nas quais a trajetéria do
vetor de estado deve ser mantida. Quase sem-
pre, tais regioes nao sao positivamente invarian-
tes e, por consequéncia, nao é possivel garantir
que as restrigoes sejam satisfeitas a todo tempo.
No entanto, quando um conjunto inicial de res-
tricoes nao é positivamente invariante sob uma
dada dindmica, é possivel construir um conjunto
invariante controlado contido no conjunto inicial
(Blanchini, 1994; Dérea and Hennet, 1999). Neste
caso, existe um controle por realimentacao de es-
tados de tal forma que, para qualquer condicao

inicial nesse conjunto, a trajetoria do vetor de es-
tado nao viola as restricoes.

Em contraste com a elaborada literatura de
invariancia de conjuntos sob realimentacao de es-
tados, poucos trabalhos consideraram invariancia
sob realimentacao de saida. Em Dérea (2009) foi
estudada uma estrutura de realimentacao de saida
e condigoes foram estabelecidas para avaliar se
um dado conjunto poliédrico é invariante contro-
lado por realimentagdo de saida (do inglés Output-
Feedback Controlled-Invariant - OFCI). Conjuntos
OFCI sao conjuntos em que a trajetoria do ve-
tor de estado pode ser confinada através de uma
sequéncia adequada de acoes de controle, que sao
tomadas com base apenas nas saidas medidas. Em
Artstein and Rakovic (2011) foi, numa abordagem
tedrica mais geral, definida e analisada a nogao de
invariancia em relagao a realimentacao de saida
sob perturbagoes nao-paramétricas. Tal aborda-
gem incorpora informagoes coletadas pelo contro-
lador durante o processo e tais informagoes sao
representadas dentro de uma dindmica de conjun-
tos. A evolucdo dos conjuntos de informagoes re-
sultantes determinam conjuntos invariantes.

Em muitas aplicagoes, ao menos uma estima-
tiva do estado do sistema se torna necessaria, e
a dificuldade em medi-las, seja por razoes fisicas
ou econdmicas, muitas vezes pode ser contornada
pela construcao de um observador que estima as



varidveis de estado inacessiveis. KEsse é o caso
das abordagens baseadas nos set-valued observers
(Shamma and Tu, 1999) e set-invariant estimators
(Dérea and Pimenta, 2005).

Neste artigo, examinamos o controle por re-
alimentacao de saida aplicado ao problema de
rastreamento de sinais de referéncia constantes
em sistemas lineares de tempo discreto com uma
Unica saida sujeitos a restrigoes nos estados e na
acao de controle. Consideramos restri¢oes lineares
que correspondem a conjuntos poliédricos conve-
xos definidos no espaco de estados. Em particular,
partindo de um controlador estatico sera proposto,
com base nos set-valued observers, o calculo online
de uma sequéncia de controle por realimentagao
de saida dinamica. O desempenho do controlador
proposto é ilustrado por meio de exemplos numé-
ricos e comparado com um controlador dinamico
construido com base nos set-invariant estimators
propostos em Dérea (2009).

Notagao: 1 e 0 representam vetores (ou matrizes)
de dimensoes apropriadas cujos componentes sao
todos iguais a 1 e 0, respectivamente. I representa
uma matriz identidade. F; denota a i-ésima linha
da matriz F' € R"™*™ e f; a i-ésima componente
do vetor f € R™*!. Conjuntos poliédricos con-
vexos contendo a origem serao caracterizados por
R[F, f] = {x: Fx < f}, fi > 0,Vi. A operacao
AX é definida por AX = {Axz:x € X} quando
AeR"™ e X CR™

2 Conjuntos Invariantes

Considere o sistema linear, discreto, invariante no
tempo de saida tnica, descrito por:

w(k+1) = Az(k)+ Bu(k), (1)
y(k) = Ca(k), @)

em que k£ € N é o instante de amostragem, z € R™
é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle
ey € R é a saida medida.

Neste ponto, vamos assumir que os vetores de
estado x e controle u estao restritos aos conjuntos
convexos e compactos (fechados e limitados) Q C
R™ e 4 C R™, definidos por:

Q = {2:Gz <1}, U={u:Vu<T} (3)

em que G € RI*X™ ¢ V € RV*"™,

Definicao 1 (Invaridncia Controlada) Dada
uma taxa de contracio 0 < A < 1, o con-
junto Q C R™ € dito invariante controlado
A-contrativo em relacdo ao sistema (1) seVx € Q,
Ju € U : Az + Bu € \Q (Blanchini, 1994).

Se Q é invariante controlado A-contrativo,
e uma vez que z(0) € (, entdo existe uma
sequéncia de controle por realimentagao de es-
tados u(xz(k)) € U tal que se z(k) € Q, entdo
x(k+1) € M.

A Q estd associado o seguinte conjunto de sai-
das admissiveis:

Y(Q) ={y:y=Czxparax € Q}. (4)

O conjunto Y(€2) representa todos os valores de
y que podem ser associados a x € ). Assim, se
xz €Q, entdo y € Y(Q).

Considere agora o seguinte conjunto:

y) = {z: Cx =y}. (5)

€(y) representa o conjunto de possiveis estados
associados a uma unica medicao y. Consequen-
temente, invariancia sob realimentagao de saida
pode ser caracterizada pela seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 2 (Conjunto OFCI) Dada uma
taxza de contracao 0 < A < 1, o conjunto 2 C R
€ dito invariante controlado por realimentagao
de saida (do inglés Output-Feedback Controlled-
Invariant - OFCI), em relagdo ao sistema (1)-(2)
seVy € Y(Q), Ju e U : Ax + Bu € XQ, Vz € Q
tal que Cx =y (Ddrea, 2009).

Quando © é OFCI, se z(k) € Q, entao existe
uma sequéncia de controle u(y(k)) € 4, calculada
a partir da medicao da saida no instante k, tal que
z(k+1) € A\Q, Vk. Em Dérea (2009) condigdes
necessarias e suficientes foram propostas para veri-
ficar se um conjunto invariante controlado é OFCI
com taxa de contragao A, a partir da solucao de
Problemas de Programacao Linear (PPL).

Defini¢ao 3 (Invaridncia Condicionada)

Dada uma taza de contracio 0 < A < 1, o
conjunto Q0 C R™ € dito invariante condicionado
A-contrativo em relagdo ao sistema (1)-(2) se
Yy € Y(Q), Fv(.) : Az +v(.) € AQ, Va € Q tal que
Cxz =y (Ddrea and Pimenta, 2005; Ddrea, 2009).

A propriedade da invaridncia condicionada de
um conjunto poliédrico em relagao a um dado sis-
tema, permite manter o erro de observagao limi-
tado a tal conjunto por meio de uma injecao de
saida v(.) adequada. A partir das defini¢oes 1-3,
pode-se concluir que um conjunto é OFCI somente
se ele é simultaneamente invariante controlado e
invariante condicionado.

Até agora, nenhum método geral foi proposto
para calcular diretamente os conjuntos OFCI. Po-
rém, pode-se calcular um conjunto invariante con-
trolado e verificar se é ou nao OFCI. Se o sistema
for estavel em malha aberta, um maximo conjunto
invariante positivo pode ser calculado com B =0
(Gilbert and Tan, 1991). E claro que um con-
junto invariante com B = 0 também é um con-
junto OFCI, desde que v = 0 pertenca ao conjunto
de restrigoes 4. Caso contrario, um controlador
por realimentacao de saida estabilizador pode ser
calculado e um conjunto invariante positivo pode
ser obtido com respeito a esse sistema estavel em



malha fechada. Também é certo que o conjunto
calculado com B = 0 serd menor, em geral, do que
aquele obtido quando B # 0.

3 Rastreamento de Referéncia Constante

O objetivo agora é obter uma solucao para o pro-
blema de rastrear sinais de referéncia constantes
sob restricoes, em outras palavras, calcular uma
sequéncia de controle u(k), k = 0,1,... com base
nas medigoes y(k) de tal forma que a saida y ras-
treie uma referéncia constante r, respeitando ao
mesmo tempo todas as restrigoes, isto é,

' limg— 00 y(k) = r(k),
vz (0) € Q2 { (k) e 0 k) esLvhz0 (©

A partir de agora, assumimos que ) em (3) é
um poliedro OFCI.

O conjunto de saidas admissiveis (4) é tam-
bém um poliedro convexo e compacto definido por:

y(Q):{y:y:C:cparaz:GzST}. (7)

Considerando a Definicao 2, pode ser visto
que 2 é OFCI com taxa de contracao A se, e so-
mente se,

Vy € Y(Q),3u: G(Az + Bu) < A1, Vu < 1(8)
Ve:Cx =y, G <1

Como o vetor de estado nao estd sendo me-
dido, precisamos encontrar um tnico vetor de con-
trole u que “funcione” para todos os x € {2 con-
sistentes com a saida y medida. Isto é, em um
instante k, a decisdo quanto a u(k) é tomada sem
saber qual é o estado x(k) € Q que gerou a saida
y(k) (para cada saida medida um conjunto de es-
tados estd associado). Isto pode ser conseguido
calculando o pior caso z, linha por linha, que pode
ocorrer. Sejam os elementos do vetor ¢(y) € RY
definidos por:

¢j(y) =max, G;Az, j=1,...,9 (9)
sa.Gx <1, Cx=y.

Consequentemente, a condigdo (8) pode ser
reescrita como:

Vy € Y(Q),Ju: ¢(y) + GBu < A1, Vu <1 (10)

ou

Yy € V(Q),3u ey : [ ) } +[

As inequagdes (11) sdo cruciais, pois uma vez
satisfeitas, podemos assegurar a invariancia do po-
liedro 2. Na sequéncia, devemos encontrar condi-
¢oes que possibilitem o rastreamento de referéncia.

A fim de rastrear referéncias constantes,
presume-se que elas sejam admissiveis. (Veja
Blanchini and Miani (2000), Dérea (2004) para o
calculo das referéncias constantes rastreaveis em
relagdo as restrigoes.) O erro de rastreamento é
definido como e(k) = r(k) — y(k), em que y(k) é
a saida medida e presumida ter a forma (2). Con-
sideramos a estratégia de minimizar um passo a
frente o valor absoluto do erro |e(k + 1)], isto é,
0 objetivo é ter o erro no instante seguinte tao
pequeno quanto possivel. Uma vez que estamos
assumindo que r(k + 1) = r(k) = r (sinal de refe-
réncia constante), temos que:

le(k+1)|=|r— (CAz+ CBu)| <e¢
[\

y(k+1)

{ CAx +CBu—r<e¢

—CAzx —CBu+r<e’ (12)

Portanto, |e(k + 1)| pode ser minimizado
minimizando-se £. Entéo, as inequagoes (12) po-
dem ser reescritas na forma matricial como:

A sl E
[} (13)

Seja y(y) o vetor cujos componentes sao dados
pelas solugoes dos seguintes PPL:

CA - _
ﬁ@)me{_a4L%JanﬂM)
7

sa.Gr <1, Cx=y.

O célculo desse vetor segue o mesmo tipo de raci-
ocinio usado anteriormente para construir o vetor
¢(y) em (9). Para v(y) consideramos o pior caso
x em relagao a minimizacao de €.

Por conseguinte, a condigao (13) é equivalente
a:

{ *CCBB j ] [ . ] <T—7(y), (15)

em que T = [ ro—=r ]T.

Juntando as condigoes (11) e (15), é possivel
calcular a agéo de controle u(y) de tal forma que o
sistema possa rastrear a referéncia r satisfazendo
simultaneamente as restricoes nos estados e con-
trole. Tal acao pode ser calculada online a partir
da solugao do seguinte PPL.

u(y) = argmin, . € (16)
GB 0 -
= A —o(y)
|4 0 u | 1
S-a. CB _1 & - - = 7 N
_CB -1 T =)

A acgéo de controle (16) foi examinada em Sil-
veira Jr (2016) com aplicagdo ao seguimento de



referéncia constante para sistemas lineares incer-
tos. No entanto, corresponde a um controlador
por realimentacao de saida estatica e pode resul-
tar em baixo desempenho do rastreamento. Na
proxima secao serd abordada a construgdo de um
controlador por realimentagao de saida dinamica
com base na dindmica dos conjuntos de informa-
¢oes produzidos pelos set-valued observers. Tam-
bém serd apresentada a formulagao do controlador
dinamico com base nos set-invariant estimators.

4 Controladores por Realimentacgao de
Saida Dinamica

4.1 Set-Valued Observers

Um mapa avaliado em conjunto, denotado por
¢:Y ~ Q, é um mapeamento de pontos y € Y em
subconjuntos €(y) C Q. Essa operagao é o ponto-
chave para a construcao de uma classe de observa-
dores chamados set-valued observers, os quais apli-
cam esquemas de computagao adaptativos das es-
timativas dos estados, calculados online com base
nas saidas medidas e modelos de sinais exdgenos
(Shamma and Tu, 1999). Em outras palavras,
para cada instante de tempo, o conjunto (polié-
drico) de estados que poderiam gerar a saida me-
dida é calculado e um estado 6timo é selecionado.
Quanto ao nosso propdsito, o mesmo conceito sera
usado como base para o célculo de u(y) no con-
junto de possiveis estados x consistentes com as
medigoes presentes e passadas da saida. Sem, no
entanto, selecionar um estado Gtimo.

Embora a localizagao do estado nao seja co-
nhecida pelo controlador, um conjunto ao qual ele
pertence esta disponivel. Ou seja, com base em
uma medicao y, o controlador sabe que o estado
verdadeiro = pertence ao conjunto €(y) (5), entao
os vetores ¢(y) (9) e v(y) (14) podem ser calcula-
dos e o problema (16) resolvido. O conjunto €(y)
é ilimitado, mas, como as restri¢oes em (9) e (14)
correspondem & intersecao €(y) N {2, isso delimita
o calculo da agao de controle nos estados consis-
tentes com a saida e que pertencem a 2.

De forma geral, a saida y(k) em (2) pode ser
escrita como:

y(k) = crxr (k) + ... + chan (k). (17)

A equagéo (17) especifica uma familia de hiperpla-
nos de dimenséo (n— 1) em espago n-dimensional,
cada elemento da familia é obtido fazendo-se y(k)
igual a algum numero real. Em particular, y(k)
representa a saida medida em um instante k, o
que gera um hiperplano que intersecta 2. Con-
sequentemente, a agao de controle calculada da
forma anteriormente mencionada deve ser capaz
de manter, no instante k + 1, todos os estados que
pertencam & intersecao entre esse hiperplano e €2
(C(y(k))NQ) em €. Essa exigéncia pode ocasionar
o baixo desempenho do rastreamento.

Suponha que o conjunto atual de possiveis
estados no instante k counsistentes com y(k) seja
C(y(k))NN. Quando a decisao referente a entrada
de controle u(k) é tomada, o controlador estd as-
segurado de que o estado z(k + 1) pertence ao
seguinte conjunto:

Xipr = {a(k+1) - A[€(y(k)) NQ + Bu(k)} . (18)

A operacao (18) fornece o préximo conjunto
de possiveis estados se o conjunto atual for
€(y(k)) N Q e o controle usado for u(k). Xgi1
é gerado pelo controlador e indica o conjunto an-
tecipado de possiveis estados no instante k + 1.

Nossa convengao é de que o controlador por
realimentagao de saida dindmica incorpora no ins-
tante k 4+ 1 as informacoes relativas a localizacao
do estado obtidas no instante k. Ou seja, o con-
junto Xj41 deve ser levado em consideragao e,
desse modo, o problema (16) pode ser resolvido
de forma mais eficiente, uma vez que o contro-
lador tera mais informagoes a respeito da loca-
lizagdo do estado. Quando y(k + 1) é revelado,
o conjunto €(y(k 4+ 1)) N Q de possiveis estados
xz(k + 1) estd disponivel, no entanto, o controla-
dor também tem a informacao de que os possiveis
estados x(k 4+ 1) pertencem ao conjunto Xy re-
presentado em (18). Entéo, como pode ser visto,
a intersecao X = {€(y(k+1)) NQ} N X411 resulta
em um menor conjunto que contém o verdadeiro
estado z(k+1). Em geral, o conjunto de informa-
coes X pode ser obtido e propagado alterando-se
as restricoes em (9) e (14), onde agora ¢(y) e v(y)
serao calculados com restricoes variantes.

Seja y(k) = Cux(k) (y(k) conhecido) para
k = 0,1,... as observagoes dos estados z(k) e
u(0),u(1),. .. as agoes de controle associadas. Seja
também €(y(k)) = {x : Cz = y(k)} N Q o hiper-
plano limitado (n — 1)-dimensional determinado
pela medigao no k-ésimo passo. Defina

X =€(y(0)) = {z: Cz = y(0)} NQ
<(y(0))
X! = [AX? + Bu(0)] N€(y(1))
N————

X1

xk = [Axk1 4 B.u(k —1]ne&(y(k)) (19)

Xk

entao apés n passos X — x, ou seja, a evolugao dos
conjuntos X* resultard em um singleton contendo
o estado verdadeiro (Artstein and Rakovic, 2011).
Note que todos os conjuntos em (19) sao construi-
dos com uma dependéncia causal da trajetéria de
medicdo y (cada conjunto X* ¢é obtido apés o co-
nhecimento de y(k)). Portanto, em vez de o con-
trolador lidar em cada passo com um conjunto de
estados em um hiperplano limitado (controlador



estdtico), sendo o sinal de controle calculado ba-
seado nos conjuntos X*, apds n passos, se baseara,
no estado verdadeiro (controlador dindmico).

O algoritmo a seguir descreve uma implemen-
tagao computacional do controlador por realimen-
tacao de saida dinamica.

Algoritmo 1 Dado: Q) = {ac G < T} um con-
junto poliédrico OFCI e sk = {u: Vu <T1}.

1. Defina r; Inicialize 60 =G, p'=1.
2. Para cada saida y* faca

(a) Para j=1,...,9: calcule ¢;(y) a partir
de (9) sujeito a

G'e <P eCa =yF;

(b) Para j=1,...,9: calcule v7(y) a partir
de (14) sujeito a

(¢) Resolva por Programagao Linear o pro-
blema (16). Seja u* o resultado corres-
pondente;

(d) SejaT o resultado da sequinte intersegdo
P={Gz<p}yn{Cr=y");
—_—————
€(y*)
(e) Calcule o conjunto X*1 como
XFHE = LAT + Bu*};

(f) Calcule a intersecio X*T1NQ e obtenha
sua representa¢do como

(Essa restrigio deve ser utilizada mos
passos (a), (b) e (d) para a prdézima me-
digao.)

3. Enwie ao sistema o sinal u* e obtenha a pro-
zima saida y*tT.

A partir do algoritmo 1, deve-se ter em mente
que o sistema estd equipado com um controla-
dor projetado para minimizar o erro futuro a fim
de rastrear sinais de referéncia constantes e, ao
mesmo tempo, cumprir as restrigoes nos estados
e controle. Além disso, a solucao para o con-
trole depende do conjunto de informacgoes sobre
a localizacao do estado obtidas online e da evo-
lucdo dos conjuntos X* (19), que é refletida em
@kz < 7" e Oz = y* & medida que k aumenta.

Com relagao a implementagao do algoritmo
1, é necessario resolver problemas de programa-
¢ao linear e manipular poliedros (como calcular

vértices, invélucro convexo e outros). Varios mé-
todos estdo disponiveis para tais célculos (veja
Schrijver (1986) e Herceg et al. (2013)). Em
particular, os calculos correspondentes foram im-
plementados utilizando o Multi-Parametric Tool-
box (MPT) para o software Matlab® (Herceg
et al., 2013).

4.2 Set-Invariant Estimators

Invariancia condicionada é definida como a possi-
bilidade de manter o erro de observagao/estimagao
em um determinado conjunto. Isso significa que,
se sabe-se que o erro de observacao inicial per-
tence a um conjunto invariante condicionado, en-
tao o conhecimento da saida é suficiente para im-
por que a trajetéria do erro de observacao per-
tenga a esse conjunto através do cédlculo de uma
injecao de saida adequada. Os observadores de
estado para os quais o erro de estimagao é limi-
tado por um conjunto invariante condicionado sao
denominados set-invariant estimators (Dérea and
Pimenta, 2005).

Considere o sistema (1)-(2) e o seguinte com-
pensador, possivelmente nao-linear:

2k+1) = vlz(k),y(k)],
u(k) = k[z(k),y(k)]. (20)

O sistema (1)-(2) sob o compensador (20)
pode ser representado em uma formulagao de es-
pago de estados estendido como segue (Dérea,
2009):

§k+1) = Ag(k) + Bw(k), (21)

C(k) = C&(k), (22)

em que & = [ T z }T é o vetor de estado esten-
dido, w = [ u v ]T é o vetor de controle esten-

]T é o vetor de saida estendido
~ A 0] 5 B 0] 4 C 0
a3 Y[R

As restrigbes no controle sdo agora represen-
tadas por: w(k) € U = {w = [ Z ] :Vw < T},

com V = [ vV o ]

Considere agora um par de conjuntos polié-
dricos convexos e compactos (S, V), representados
por:

S={r:Gu<T},V={a:Gu<T},

e satisfazendo as seguintes suposigoes: S C V C
Q,, § é invariante condicionado Ag-contrativo e
V é invariante controlado \,-contrativo, sendo 2,
um conjunto de restrigoes iniciais no espago de
estados.

A prova do seguinte resultado pode ser encon-
trada em Ddérea (2009). O poliedro



= SNe T =~ G, 0

Q={¢:G¢ <1}, comG = [ G. -G, ] (23)
¢é simultaneamente invariante controlado e condi-
cionado em relagdo ao sistema (21)-(22). Dessa
forma, O satisfaz a condicao necessaria para ser
OFCI em relagao ao sistema (21)-(22), mencio-
nada na segao 2. Isso significa que mesmo que o
poliedro invariante controlado V nao seja OFCI
em relagdo ao sistema (1)-(2), existe a possibili-
dade de que com a inser¢cao do compensador o po-
liedro construido da forma (23) seja OFCI em re-
lacao ao sistema aumentado. Em caso positivo, as
restricoes podem ser satisfeitas por meio de uma
escolha adequada de (u(k),v(k)) como fungoes de
(y(k), z(k)). Além disso, se considerarmos z(k) (o
estado do compensador) como uma estimativa do
estado z(k), entdo de (23) Gs[x(k) — 2(k)] < 1Vk,
isto é, o erro de estimagao € limitado pelo conjunto
invariante condicionado S (Dérea, 2009).

O par (S, V) pode ser obtido a partir dos al-
goritmos disponiveis para o calculo dos poliedros
invariantes controlados (por exemplo (Blanchini,
1994; Dérea and Hennet, 1999)) e invariantes con-
dicionados (Dérea and Pimenta, 2005). Entao,
desde que Q seja OFCI, o sinal de controle w pode
ser calculado de forma semelhante a (16) com, no
entanto, a seguinte consideragao: sendo S C V in-
variante condicionado As-contrativo (0 < As < 1),
propoe-se também levar em conta a taxa de con-
tracao As no céalculo de w. Portanto,

w(¢) = argmine (24)
GB 0 1 ~
V0| [w [ T } —9(©
= < s+ 1
C.B -1 { € ] - 1
-C,B -1 T —=7()
em que C, = [ C 0 ], pois o objetivo é fazer

com que apenas y rastreie a referéncia r. Os veto-
res ¢(¢) e ¥(¢) sdo as solugoes dos seguintes PPL’s:

91(¢) = max¢ G, A¢, (25)
s.a.é«fg [ )\%T ] , (?g:g.
e
FO=—maee | L6 o

em que k = 0,1,2,... representa as iteracoes. A
justificativa ¢ dada a seguir.

Uma vez que 2 é OFCl e S é invariante condi-
cionado As-contrativo a agao de controle calculada

em (24) for¢a o estado aumentado &(k) Vk perten-
cer a:

G, 0 z(k) 1
R | PR
e, em particular, que o erro de estimagao e(k) =

x(k)—z(k) esteja limitado, em cada iteragao, pelos
conjuntos:

Gila(k) — 2(k)] < XT (28)

que é equivalente a contracao de S. Portanto,
pode ser mostrado que, se [z(k) — z(k)] € \¢S
(As < 1), entdo [x(k + 1) — z(k + 1)] € \F1S e,
desta forma, [z(k) — z(k)] — 0 quando k — oo.
E evidente que essa estratégia busca aumentar a
taxa de convergéncia da estimativa do estado (k).
Uma escolha natural para V seria o maximo
conjunto invariante controlado contido em £2.
Para a escolha do conjunto invariante condicio-
nado S, pode ser considerada a seguinte situagao:
Em um problema tipico de projeto de observador
de estado, o estado inicial do sistema nao é co-
nhecido, mas é possivel definir uma regiao a qual
ele pertence. Portanto, se o estado inicial per-
tence a um conjunto de “confianca” x(0) € Sy, =
{z : H(z — 29) < 1}, com 2 conhecido, tal que,
se z(0) = zg, entao e(0) = z(0) — 2(0) € S =
{e : He < 1}. No entanto, nio é comum que o
poliedro definido pela incerteza no estado inicial
seja invariante condicionado. Nesse caso, S pode
ser construido como o minimo conjunto invariante
condicionado contendo Sy (Dérea, 2009).

5 Exemplo Numérico

Considere o sistema (1)-(2) com:

A:[é}},B:[%2yC:[ll].

As restricoes nas varidveis de estado e con-
trole sao dadas respectivamente por: €, =
{r:-3<2;,<25i=1,2.} e U = {u:|ul <5}
Assumimos que o estado inicial pertence ao se-
guinte conjunto de confianga: Sy = |x;(0) — 2¢,| <
0,4, com zp, conhecido.

O conjunto invariante controlado \,-
contrativo V contido no conjunto de restrigoes
iniciais , com taxa de contragdo A, = 0,99
foi calculado usando o algoritmo proposto em
Dérea and Hennet (1999). Porém, foi verificado
que V nao satisfaz as condigoes propostas em
Dérea (2009) para ser OFCI. Portanto, a agdo
de controle estdtica (16) nao pode ser implemen-
tada. Entao, procedemos com o projeto de um
compensador dindmico (se¢ao 4.2) calculando um
conjunto invariante condicionado As-contrativo
S contendo Sy com taxa de contracao As = 0,9
usando o algoritmo proposto em Dorea and
Pimenta (2005). Foi verificado que o par (S, V)



forma um poliedro OFCI em relagao ao sistema
aumentado, com taxa de contracao A = 0,99. Na
verdade, qualquer par (aS, V), com 1 < a < 4,65
também forma um poliedro OFCI (com uma taxa
de contracdo maior & medida que « aumenta).
Os conjuntos a8 (com a = 4,65), V e Q, sdo
mostrados na Fig. 1.

A condicao requerida para os sinais a serem
rastreados é que estejam no conjunto de referén-
cias constantes rastredaveis. Esse conjunto de refe-
réncias admissiveis é um poliedro e pode ser calcu-
lado como em Blanchini and Miani (2000) e Dérea
(2004). O célculo do conjunto de referéncias ad-
missiveis produz: Yr = {r: -3 <r < 25}.

Para as simulagoes consideraremos a seguinte
situacao: inicialmente, o sistema deve rastrear
uma referéncia constante r = —3; entao, apos
20 segundos, a referéncia muda para r = 1; fi-
nalmente, apds 30 segundos, r = 25. A fim de
comparar o desempenho dos controladores dina-
micos, o algoritmo 1 foi inicializado com @0 = Gy,
7° = 4.65%1 (que corresponde ao poliedro oS com
a =4.65) e 2(0) € aS.

Na Fig. 1 é possivel ver as trajetérias do vetor
de estado que resultam dos controladores dinami-
cos desenvolvidos nas segoes 4.1 (controlador 1 -
algoritmo 1) e 4.2 (controlador 2 - agdo de controle
(24)), com z(0) =[ 0 0] ez0)=[0 0]".
Na verdade, para o controlador 2 as restrigoes sao
de fato satisfeitas para qualquer condicao inicial
satisfazendo |z;(0) — zo,] < 0.4, com zp, conhe-
cido. Se for considerado o par de poliedros (asS,
V), entdo uma incerteza maior sobre o estado ini-
cial é admissivel (|z;(0) — zo,| < 4,65%0,4). Nas
Figuras 2 e 3 sao mostradas, respectivamente, a
evolugdo da saida y(k) e do sinal de controle u(k).
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Figura 1: Conjuntos aS C V C (1, e as trajetorias
do vetor de estado satisfazendo as restrigoes.

Ressaltamos que, se um dado conjunto polié-
drico invariante controlado nao for OFCI, a tra-
jetéria do vetor de estado durante o transitério
do rastreamento de referéncia pode assumir va-
lores fora desse conjunto. Todavia, sendo o con-
junto OFCI, é um dever do controlador assegu-

25 =

y(k) - Controlador Dinamico 1

— y(k) - Controlador Dinamico 2
20 R
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Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Amostras

Figura 2: Resposta y(k).

u(k) - Controlador Dinamico 1
u(k) - Controlador Dinamico 2
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o
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Figura 3: Sinal de controle u(k).

rar que as restricoes nao sejam violadas. Em
vista disso, uma vez que V nao é OFCI, nao ha
garantia de que com o controlador 1 as restri-
¢Oes serdo sempre satisfeitas Va(0) € V. Entre-
tanto, se, pelo contrario, V fosse OFCI, entao
Vz(0) € V = x(k) € V C Q, Vk.

Observa-se, na Fig. 2, que nos instantes ini-
ciais o controlador 1 apresentou melhor desem-
penho, visto que a acao de controle é determi-
nada em funcao do estado verdadeiro mais ra-
pidamente. Foi verificado que a inicializacao do
algoritmo 1 com G =G, e 7’ = 1 (que cor-
responde ao poliedro V) de fato ndo cumpre as
restrigoes. Logo, em razao dos resultados ob-
tidos, trabalhos futuros serao direcionados para
verificar para o controlador 1 (baseado nos set-
valued observers) inicializado com o poliedro a8,
se Vz(0) € oS, Ju: z(k) € V C Q,Vk, com o par
(aS,V) OFCL

A tabela 1 apresenta o tempo médio compu-
tacional gasto pelos dois controladores para ob-
tengdo do sinal de controle u(k). Para os con-
troladores 1 e 2 foram considerados, respectiva-
mente, o tempo gasto para execugao do passo 2
do algoritmo 1 e o tempo total para resolugao dos



problemas (25), (26) e (24).

Tabela 1: Tempo computacional por iteragao.

Controlador  t,cgundos
Controlador 10,0304
Controlador 2 0,0101

6 Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados dois projetos
de controladores por realimentagao de saida di-
namica para rastreamento de sinais de referéncias
constantes para sistemas lineares de tempo dis-
creto restritos. Um com base nos conceitos de
conjuntos poliédricos OFCI, set-valued observers
e dindmica de conjuntos (controlador 1). O outro
com base nos set-invariant estimators e também
nos poliedros OFCI (controlador 2). Com ambos
os controladores uma sequéncia de controle ade-
quada pode ser calculada online para impor as
restrigoes e minimizar o erro de rastreamento para
referéncias constantes.

A acao de controle calculada com o controla-
dor 1 tem de lidar com muito mais calculos do que
o controlador 2, pois sao necessarias varias opera-
¢oes envolvendo poliedros. Dado que tais opera-
¢oOes precisam ser realizadas online, a carga com-
putacional pode ser excessiva e sua implementagao
pratica em sistemas com dinamica rapida pode se
tornar invidavel. No entanto, uma vez que sao con-
sideradas medicOes presentes e passadas da saida,
rapidamente o controlador descobre a localizacao
do estado. Com o controlador 2 é considerado
para os cédlculos do sinal de controle um sistema
aumentado que é composto pelo préprio sistema e
por um compensador. Como nessa representagao,
as varidveis de estado estao sendo estimadas pelo
compensador inserido no sistema, essa abordagem
elimina a necessidade de cédlculos excessivos, mas
lidard com modelos de dimensao elevada, ja que o
compensador tem a mesma ordem do sistema.
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