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Abstract— This paper presents a method for systhesis of PID controllers for second-order systems subject
to time-varying delay. The result is obtained by means of a Lyapunov-Krasovskii functional, used to establish
delay-dependent conditions based on linear matrices inequalities (LMIs). The time-delays can be considered to
be time-varying and non differentiable. Experiments in a networked control system of a coupled tank discuss the
application of the proposed approach.
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Resumo— Este trabalho apresenta um método para sintonia de controladores PID para sistemas de segunda
ordem sujeitos a atrasos variantes no tempo. O resultado é obtido através de um funcional de Lyapunov-
Krasovskii, usado para estabelecer condições dependentes do atraso baseadas em desigualdades matriciais lineares.
O atraso pode ser considerado variante no tempo e não-diferenciável. Experimentos em um sistema de controle
em rede de um tanque acoplado discutem a aplicação da abordagem proposta.
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1 Introdução

Controladores PID (Proporcional Integral e Deri-
vativo) estão entre os mais populares em aplica-
ções industriais, correspondendo a mais de 90%
dos processos na indústria (Vilanova and Visi-
oli, 2012). Devido a sua simplicidade e eficácia,
vários métodos vêm sendo desenvolvidos para li-
dar não somente com a sintonia desses controla-
dores mas também configurações práticas de im-
plementação, como saturação, por exemplo, a fim
de melhorar o processo como um todo.

Entre os métodos de sintonia, o primeiro a
ser proposto foi o de Ziegler and Nichols (1942),
baseando-se apenas na informação da resposta
transitória do processo. Outro trabalho que ga-
nhou destaque foi o controle IMC (do inglês In-
ternal Mode Control), proposto por Rivera et al.
(1986). Neste método, os ajustes são obtidos a
partir de um modelo do processo e de restrições de
projeto, com a finalidade de obter os parâmetros
do controlador PID e uma estrutura apropriada.

Quando a realimentação do sistema de con-
trole é fechada por uma malha de controle através
de uma rede de comunicação, este tipo de sistema
é chamado de sistema de controle em rede (Zhang
et al., 2001) (NCS, do inglês Networked Control
System). A introdução de um sistema de comu-
nicação inclui vários desafios na análise do NCS,
como taxa de comunicação, amostragem, atrasos
e perda de pacotes (Hespanha et al., 2007). Para
o tratamento de atrasos, técnicas de controle ro-
busto podem ser usadas para análise e projeto de
controladores, como em Fenili et al. (2014), Souza

et al. (2016), Parada et al. (2017).

A abordagem geralmente utilizada para aná-
lise de atrasos variantes é baseada na teoria
de Lyapunov-Krasovskii (Gu et al., 2003; Frid-
man, 2014). Basicamente, define-se V (·), um
Funcional de Lyapunov-Krasovskii (LKF, do in-
glês Lyapunov-Krasovskii Functional), e garante-
se que V (·) > 0 e V̇ (·) < 0. Estes critérios de
estabilidade podem ser formulados por Desigual-
dades Matriciais Lineares (LMIs, do inglês Linear
Matriz Inequalities) e tratados como um problema
de otimização convexa (Boyd et al., 1994).

Neste trabalho, é proposta uma modificação
no funcional adotado em Souza et al. (2016), e
novas condições LMI para śıntese de um controla-
dor PID são apresentadas para o sistema de con-
trole em rede de uma planta de segunda ordem.
São considerados atrasos variantes no tempo e não
diferenciáveis que podem representar o tempo de
amostragem, atraso de comunicação e perda de
pacotes de forma unificada. Os resultados são
comparados com resultados semelhantes na lite-
ratura, mostrando que mesmo com a redução de
número de variáveis matriciais nas condições LMI,
não há perda em relação à taxa de convergência.
Por fim, o resultado é aplicado num sistema de
controle em rede para o ńıvel de tanques acopla-
dos, para discutir aplicabilidade e limitações do
método proposto.

Notação: MT é a transposta da matriz M .
He{M} = M + MT . I e 0 são, respectivamente,
matrizes identidade e zero com tamanhos apro-
priados. ||v|| é a norma euclidiana de um vetor v.
M > 0 (M < 0) representa uma matriz positiva
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Figura 1: Arquitetura do sistema de controle em
rede.

(negativa) definida. ∗ em uma matriz representa
um termo simétrico. diag{A,B} é uma matriz
diagonal com os elementos A,B em sua diagonal

principal

[
A 0
0 B

]
.

2 Formulação do Problema

Considere-se o modelo da planta que se deseja con-
trolar dado por uma função de transferência no-
minal de um sistema de segunda ordem

G(s) =
b0

s2 + a1s+ a0
, (1)

sendo b1, b0, a1 e a0, os parâmetros do sistema.
Pode-se escrever uma representação em es-

paço de estados do modelo (1) numa forma au-
mentada, com x(t) = [x1(t) x2(t) x3(t)]T , sendo
x1(t), x2(t) e x3(t) = b0

∫
x1(t)dt as variáveis

de estado (Parada et al., 2011). Além disso,
considera-se, neste ponto, a presença de atrasos
variantes nas ações de controle e na medição da
sáıda do sistema, devido à troca de informações
no sistema de controle em rede. Desta forma, sis-
tema é dado por

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− τo(t)),
y(t) = Cx(t− τi(t)), (2)

em que τi(t) e τo(t) são os atrasos para a entrada
e sáıda de informações no controlador em relação
à planta, como representado na Figura 1, e

A=

 0 1 0
−a0 −a1 0
b0 0 0

, B=

0
1
0

, C=

b00
0

T.
Deseja-se utilizar um controlador PID na

forma paralela

C(s) = kp +
ki
s

+ kds. (3)

Assim, a entrada U(s) = −C(s)Y (s) pode ser es-
crita em espaço de estados fazendo-se

u(t) = −kpy(t)− ki
∫ t

−∞
y(t)dt− kdẏ(t).

De (2), tem-se que y(t) = b0x1(t−τi) e ẋ1(t) =
x2(t). Assim,

u(t) = −kpb0x1(t− τi(t))− kix3(t− τi(t))
− kdb0x2(t− τi(t)),

que pode ser escrito na forma

u(t) = KWx(t− τi(t)), (4)

com K =
[
−kp −kd −ki

]
e W =

diag{b0, b0, 1}.
Assim, a matriz K contém os ganhos do con-

trolador que se deseja projetar e W é relacionada
com os parâmetros do sistema.

Finalmente, a dinâmica do sistema em malha
fechada, com controlador PID (4) e atrasos vari-
antes na rede de comunicação, é dada por

ẋ(t) = Ax(t) +BKWx(t− τ(t)), (5)

sendo τ(t) = τi(t) + τo(t) o atraso total envolvido
no processo. As margens do atraso τ(t) podem ser
obtidas experimentalmente.

3 Inequações integrais

Os seguintes lemas possuem papel fundamental na
obtenção do resultado principal:

Lema 1 (Inequação de Wirtinger) (Seuret
and Gouaisbaut, 2013) Para qualquer matriz
constante X = XT > 0 e escalares t > t − τ ≥ 0
tal que as seguintes integrais sejam bem definidas,
tem-se∫ t

t−τ
ẋT (ξ)Xẋ(ξ)dξ ≥

1

τ

∫ t

t−τ
ẋT (ξ)dξX

∫ t

t−τ
ẋ(ξ)dξ +

3

τ
ΩTXΩ, (6)

sendo

Ω = x(t− τ) + x(t)− 2

τ

∫ t

t−τ
x(ξ)dξ. (7)

Lema 2 (Inequação de Jensen) (Sun et al.,
2009) Para qualquer matriz constante X = XT >
0 e escalares t > t − τ ≥ 0 tal que as seguintes
integrais sejam bem definidas, tem-se∫ 0

−τ

∫ t

t+s

xT (ξ)Xx(ξ)dξds ≥

2

τ2

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

xT (ξ)dξdsX

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

x(ξ)dξds. (8)

4 Condições para Śıntese do Controlador

Como parâmetro de desempenho a ser usado na
śıntese do controlador PID, é definida a taxa de
convergência exponencial:

Definição 1 Um sistema converge com taxa ex-
ponencial δ à medida que as variáveis de estado
x(t) obedecem

||x(t)|| ≤ κe−δt,∀t ≥ 0, (9)

sendo κ um escalar apropriado dado pelas condi-
ções iniciais.



O resultado principal com as condições LMI
para o projeto do controlado PID são apresentadas
a seguir.

Teorema 1 Seja dado o sistema de segunda or-
dem definido em (1). Deseja-se projetar um con-
trolador PID (4) tal que o sistema convirja com
taxa exponencial δ de acordo com a Definição 1.
O sistema de controle em rede pode ser escrito na
forma (5), sujeito a atraso total variante no tempo
obedecendo τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ], sendo dados τ
e µ tal que τ > µ > 0. Se existirem matrizes
reais P̄1 = P̄T1 , P̄2, P̄3 = P̄T3 , R̄ = R̄T > 0,
S̄ = S̄T > 0, Z̄ = Z̄T e F̄ , de dimensões 3× 3, e
uma matriz real X de dimensão 1 × 3, tal que as
seguintes LMIs sejam satisfeitas:[

P̄1 P̄2

∗ P̄3

]
> 0, (10)

[
Φ̄ µΞ
∗ −µZ̄

]
< 0, (11)

sendo Φ̄ = Φ̄P + Φ̄R + Φ̄S + Φ̄Z + Φ̄F , e1 = e−2δτ ,
e2 = e−δ(τ+µ),

Φ̄P =


2δP̄1 + P̄2 + P̄T2 P̄1 −P̄2 2δP̄2 + P̄3

∗ 0 0 P̄2

∗ ∗ 0 −P̄3

∗ ∗ ∗ 2δP̄3

 ,

Φ̄R =


−4e1
τ R̄ 0 −2e1

τ R̄ 6e1
τ2 R̄

∗ τR̄ 0 0
∗ ∗ −4e1

τ R̄ 6e1
τ2 R̄

∗ ∗ ∗ −12e1
τ3 R̄

 ,

Φ̄S =


−2e1S̄ 0 0 2e1

τ S̄

∗ τ2

2 S̄ 0 0
∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ − 2e1

τ2 S̄

 ,
Φ̄Z = diag{0, 2µZ̄, 0, 0},

Φ̄F = He



−AF̄e2 F̄ e2 −BXe2 0
−AF̄e2 F̄ e2 −BXe2 0

0 0 0 0
0 0 0 0


 ,

Ξ =


BX
BX

0
0

 ,
então o sistema será estável e convergirá exponen-
cialmente com taxa δ para o controlador PID com
parâmetros dados por [kp kd ki] = −XF̄−1W−1.

Prova: Para análise de estabilidade, considera-se
o seguinte LKF candidato V (xt), em que xt cor-
responde aos valores de x(σ) em σ ∈ [t− τ −µ, t].
Este funcional tem sido aplicado em Savino et al.

(2016), Souza et al. (2016), adotado aqui com re-
dução em número de variáveis.

V (xt)=VP (xt) +VR(xt) +VS(xt) +VZ(xt), (12)

sendo

VP (xt) = χTPχ, (13)

com χ =

[
eδtx(t)

eδt
∫ t
t−τ x(ξ)dξ

]
e P =

[
P1 P2

∗ P3

]
,

VR(xt) =

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

e2δξẋT (ξ)Rẋ(ξ)dξds, (14)

VS(xt)=

∫ 0

−τ

∫ 0

θ

∫ t

t+s

e2δξẋT (ξ)Sẋ(ξ)dξdsdθ, (15)

VZ(xt) =

∫ µ

−µ

∫ t

t+s−τ
e2δξẋT (ξ)Zẋ(ξ)dξds, (16)

com matrizes reais P1 = PT1 , P2, P3 = PT3 , R =
RT , S = ST e Z = ZT .

Primeiramente, a condição V (xt) > 0 é satis-
feita. Assim, se as condições[

P1 P2

∗ P3

]
> 0, (17)

R > 0, S > 0 e Z > 0 são satisfeitas, então
V (xt) > 0.

Em seguida, mostram-se as condições para sa-
tisfazer V̇ (xt) < 0. Para isto, toma-se a derivada
de cada termo em (12) para assegurar

V̇P (xt) + V̇R(xt) + V̇S(xt) + V̇Z(xt) < 0. (18)

Para o termo VP (xt) em (13), tem-se

V̇P (xt) = χTPχ̇+ χ̇TPχ. (19)

A derivada de χ é dada por χ̇ = E1Υ, sendo

E1 =

[
δI I 0 0
I 0 −I δI

]
(20)

e ΥT =
[
eδtxT (t) eδtẋT (t) eδtxT (t − τ)

eδt
∫ t
t−τx

T (ξ)dξ
]
. Da mesma forma, χ pode ser es-

crito como χ = E2Υ, com

E2 =

[
I 0 0 0
0 0 0 I

]
. (21)

Assim, (19) pode ser escrito como

V̇P (xt) = ΥTHe{ET2 PE1}Υ = ΥTΦPΥ (22)

sendo ΦP = He{ET2 PE1}.
Para o termo VR(xt) em (14), tem-se

V̇R(xt)= τe2δtẋT (t)Rẋ(t)−
∫ t

t−τ
e2δξẋT (ξ)Rẋ(ξ)dξ.



Toma-se o limite inferior da integral limitando a
exponencial e aplicando o Lema 1 para obter

V̇R(xt) ≤ τe2δtẋT (t)Rẋ(t)−
e2δ(t−τ)

τ

∫ t

t−τ
ẋT (ξ)dξR

∫ t

t−τ
ẋ(ξ)dξ

− 3e2δ(t−τ)

τ
ΩTRΩ. (23)

O termo e2δtΩ, com Ω dado em (7), pode ser es-
crito na forma eδtΩ = E3Υ, com

E3 =
[
I 0 I −2

τ I
]
. (24)

Resolvendo as integrais em (23), obtém-se

V̇R(xt) ≤ ΥTΦRΥ, (25)

sendo

ΦR =


−4e−2δτ

τ R 0 −2e−2δτ

τ R 6e−2δτ

τ2 R
∗ τR 0 0

∗ ∗ −4e−2δτ

τ R 6e−2δτ

τ2 R

∗ ∗ ∗ −12e−2δτ

τ3 R

 .
(26)

Para o termo VS(xt) em (15), tem-se

V̇S(xt) =
τ2

2
e2δtẋT (t)Sẋ(t)

−
∫ 0

−τ

∫ t

t+s

e2δξẋT (ξ)Sẋ(ξ)dξds. (27)

Toma-se o limite inferior da integral limitando a
exponencial e aplicando o Lema 2 para obter

V̇S(xt) ≤
τ2

2
e2δtẋT (t)Sẋ(t)− 2

τ2
e−2δ(t−τ)×∫ 0

−τ

∫ t

t+s

ẋT (ξ)dξdsS

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

ẋ(ξ)dξds. (28)

Resolvendo as integrais em (28), obtém-se

V̇S(xt) ≤
τ2

2
ẋT (t)Sẋ(t)− 2e−2δτe2δtxT (t)Sx(t)

+ He

{
2e−2δτe2δt

τ
xT (t)S

∫ t

t−τ
x(ξ)dξ

}
− 2e−2δτe2δt

τ2

∫ t

t−τ
xT (ξ)dξ S

∫ t

t−τ
x(ξ)dξ, (29)

que pode ser escrito como

V̇S(xt) ≤ ΥTΦSΥ, (30)

sendo

ΦS =


−2e−2δτS 0 0 2e−2δτ

τ S

∗ τ2

2 S 0 0
∗ ∗ 0 0

∗ ∗ ∗ − 2e−2δτ

τ2 S

 . (31)

Para o termo VZ(xt) em (16), tem-se

V̇Z(xt) = 2µe2δtẋT (t)Zẋ(t)−

e2δ(t−τ−µ)
∫ t−τ+µ

t−τ−µ
ẋT (ξ)Zẋ(ξ)dξ. (32)

Deseja-se limitar o último termo em (32).
Para isto, considera-se um termo nulo derivado da
dinâmica do sistema (5) como utilizado em Mozelli
et al. (2010) e Souza et al. (2008):

0 = ẋ(t)−Ax(t)−BKWx(t− τ(t)) (33)

Pelo teorema fundamental do cálculo, tem-se

x(t− τ(t)) = x(t− τ)−
∫ −τ
−τ(t)

ẋ(t+ ξ)dξ, (34)

tal que, substituindo (34) em (33) e pré-
multiplicando por um termo auxiliar,

0 = 2ΥTΓeδ(t−τ−µ)
(
ẋ(t)−Ax(t)

−BKW
(
x(t− τ)−

∫ −τ
−τ(t)

ẋ(t+ ξ)dξ
))
, (35)

sendo ΓT =
[
F F 0 0

]
, com uma matriz real

F = FT .
Distribuindo-se os termos em (35) pode-se ob-

ter

0 = ΥTΦFΥ

+

∫ −τ
−τ(t)

2ΥTΓBKWẋ(t+ ξ)eδ(t−τ−µ)dξ, (36)

sendo

ΦF = He



−FAe2 Fe2 −FBKWe2 0
−FAe2 Fe2 −FBKWe2 0

0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Aplicando-se a inequação 2aT b ≤ aTXa+bTX−1b
no termo integrando em (36), escolhendo-se aT e b
dados por ΥTΓBKW e ẋ(t+ ξ)eδ(t−τ−µ), respec-
tivamente, e X como uma matriz definida positiva
dada por Z−1, obtém-se, após resolver a integral
e limitar o termo exponencial,∫ −τ

−τ(t)

(
2ΥTΓBKWẋ(t+ ξ)eδ(t−τ−µ)

)
dξ ≤

µ(ΥTΓBKW )Z−1(ΥTΓBKW )T

+ e2δ(t−τ−µ)
∫ t−τ+µ

t−τ−µ
ẋT (ξ)Zẋ(ξ)dξ. (37)

Assim, substituindo (37) em (36), é posśıvel obter

− e2δ(t−τ−µ)
∫ t−τ+µ

t−τ−µ
ẋT (ξ)Zẋ(ξ)dξ ≤ ΥTΦFΥ

+ µ(ΥTΓBKW )Z−1(ΥTΓBKW )T . (38)



Finalmente, substituindo (38) em (32), obtém-se
o limite superior para V̇Z(xt):

V̇Z(xt) ≤ ΥT
(
ΦZ + ΦF

+ (ΓBKW )µZ−1(ΓBKW )T
)
Υ, (39)

sendo
ΦZ = diag{0 , 2µZ, 0 , 0}.

Substituindo os limites superiores (22), (25),
(30) e(39) na condição derivativa (18), tem-se que

ΥT
(
Φ + (ΓBKW )µZ−1(ΓBKW )T

)
Υ < 0, (40)

sendo Φ = ΦP + ΦR + ΦS + ΦZ + ΦF .
Assim, para garantir que V̇ (zt) < 0 para qual-

quer Υ 6= 0, o termo entre parênteses em (40)
deve ser definido negativo. Aplicando-se o Com-
plemento de Schur, dado que Z > 0, obtém-se[

Φ µΓBKW
∗ −µZ

]
< 0. (41)

Se a condição LMI em (41) for satisfeita, então a
condição derivativa do LKF V̇ (xt) < 0 é satisfeita.
Se a condição V (xt) > 0 também for satisfeita,
isto indica que há um controlador que garante a
estabilidade do sistema.

Os ganhos do controlador PID que estabili-
zam o sistema estão descritos pela variável K. No
entanto, o termo FBKW que consta em ΓBKW
em (41), sendo F e K variáveis matriciais, leva a
condições descritas por inequações matriciais bili-
neares (BMI, do inglês Bilinear Matrix Inequali-
ties). Para obter condições LMI, pode-se multipli-
car pela esquerda e direita as condições por matri-
zes diagonais com F−1 e (F−1)T , respectivamente,
realizando uma transformação de congruência, tal
que as condições para V (xt) > 0 como em (17) se
tornam[

F−1 0
∗ F−1

] [
P1 P2

∗ P3

] [
F−1 0
∗ F−1

]T
> 0,

levando à condição LMI (10), sendo P̄1 =
F−1P1(F−1)T , P̄2 = F−1P2(F−1)T , e P̄3 =
F−1P3(F−1)T . Da mesma forma, R > 0,
S > 0, Z > 0 se tornam F−1R(F−1)T > 0,
F−1S(F−1)T > 0, F−1Z(F−1)T > 0, tal que
R̄ > 0, S̄ > 0, Z̄ > 0, sendo, R̄ = F−1R(F−1)T ,
S̄ = F−1S(F−1)T e Z̄ = F−1Z(F−1)T .

Para as condições de V̇ (xt) < 0,
multiplica-se (41) pela esquerda e di-
reita por diag{F−1, F−1, F−1, F−1, F−1} e
(diag{F−1, F−1, F−1, F−1, F−1})T , respectiva-
mente. Com as definições dadas acima para P̄1,
P̄2, P̄3, R̄, S̄ e Z̄, e definindo também F̄ = F−1

e KWF̄ = X como uma nova variável matricial
real X com dimensão 1 × 3, resulta na condição
LMI em (11). Os ganhos do controlador PID, kp,
ki e kd, podem ser obtidos, dada a definição de
K em (4), por [−kp − kd − ki] = XF̄−1W−1.

Se as condições LMI forem satisfeitas, mostra-
se agora que o sistema converge com taxa ex-
ponencial δ de acordo com a Definição 1. Para
V̇ (xt) < 0 e V (xt) > 0, pode-se escrever o limi-
tante

0 ≤ V (xt) ≤ V̄ (xt) ≤ V̄ (xt)|t=0, (42)

sendo V̄ (xt) o limite superior do LKF e V̄ (xt)|t=0

seu limitante no tempo inicial. V̄ (xt) é dado por

V̄ (xt) = λmax{P}||χ(t)||2

+
(
τλmax{R}+ τ2λmax{S}

)∫ t

t−τ
e2δξ||ẋ(ξ)||2dξ

+ λmax{Z}
∫ t

t−τ−µ
e2δξ||ẋ(ξ)||2dξ, (43)

sendo λmax{·} o maior autovalor de uma matriz.
De (43), pode-se obter

V̄ (xt) ≥ λmax{P}||χ(t)||2

≥ e2δtλmax{P1}||x(t)||2. (44)

V̄ (xt)|t=0 pode ser relacionado ao supremo da
condição inicial x(θ), para θ ∈ [−τ −µ, 0], tal que

V̄ (xt)|t=0 ≤ V̄
(

sup
θ∈[−τ−µ,0]

x(θ)
)

= ρ(δ). (45)

De (42), (44) e (45), tem-se que

e2δtλmax{P1}||x(t)||2 ≤ ρ(δ),

tal que,

||x(t)|| ≤
√

ρ(δ)

λmax{P1}
e−δt , κe−δt.

Portanto, se as condições LMI são satisfeitas,
o controlador PID projetado garante que o sistema
converge com taxa exponencial δ de acordo com a
Definição 1. Isto completa a prova. 2

5 Resultados Numéricos e Experimentais

Para avaliar o desempenho do resultado proposto,
realizaram-se comparações numéricas, com resul-
tados pares propostos na literatura, assim como
experimentos em escala de um sistema de con-
trole de ńıvel com tanques acoplados. Neste expe-
rimento, o atuador da planta se comunica através
de uma rede local sem fio com um outro compu-
tador onde são executadas as ações de controle,
como proposto na arquitetura de controle em rede
na Figura 1.

5.1 Obtenção do modelo de segunda ordem

O sistema com tanques acoplados é fornecido pela
Quanser (2017), representado na Figura 2. Con-
siste em bomba elétrica, reservatório de água e
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Figura 2: Tanques acoplados (Quanser, 2017)

dois tanques com seções uniformes. A bomba é
responsável por bombear água do reservatório ao
tanque superior, que flui para o tanque inferior
através de orif́ıcio na base do tanque superior. A
água também flui do tanque inferior ao reservató-
rio através de orif́ıcio em sua base. As equações
que descrevem a dinâmica do sistema são não-
lineares e dadas por

Ḣ1 = (KbVb − a1
√

2gH1)/A1,

Ḣ2 = (a1
√

2gH1 − a2
√

2gH2)/A2,
(46)

sendo H1 a altura do tanque superior, Kb =
4, 05cm3/V s a constante da bomba em relação
à tensão Vb aplicada no motor, A1 = π(Dt1/2)2

a área da seção transversal do tanque superior,
com Dt1 = 4, 45cm, a1 = π(Do1/2)2 a área
do orif́ıcio de sáıda do tanque superior e Do1 =
0, 48cm. Analogamente, A2, a2, Dt2 = 4, 45cm,
Do2 = 0, 48cm se referem ao tanque inferior, e
g = 980cm/s2 é a constante de aceleração da gra-
vidade.

A Equação (46) é linearizada em torno do
ponto de operação H̄2 = H̄1 = 10cm com valor de
entrada para tensão V̄b = a1

√
2gH1/Kb = 6, 16V ,

de tal modo que a função de transferência que des-
creve o sistema de segunda ordem, sem atrasos, é
dada por

∆H2(s)

∆Vb(s)
=

0, 0209

s2 + 0, 1604s+ 0, 0064
. (47)

Para identificar as margens de atraso, foram
realizados experimentos em que pacotes de dados
enviados pelo controlador continham estampas de
tempo. Sabe-se que, durante o envio, os pacotes
são atrasados por τo(t). Estas estampas de tempo
eram retornadas pelo computador remoto ligado à
planta para o controlador, acumulando um atraso
adicional τi(t). Como não é necessário identificar
individualmente τo(t) e τi(t), mas apenas o atraso
total τ(t) = τo(t) + τi(t), τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ],
é posśıvel identificar os valores de τ e µ a que o
sistema de controle em rede está sujeito. Na Fi-
gura 3 pode-se identificar o perfil de atraso vari-
ante no tempo. De acordo com os valores máximos
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Figura 3: Atraso total de comunicação τ(t)

Tabela 1: Maior δ, para τ = 22, 5, µ = 17, 5 e (47), e
número de variáveis v e linhas l

Método δ Máximo v l
Fenili et al. (2014) 0,994 60 30
Souza et al. (2016) 0,997 57 30

Teorema 1 0,997 51 27

e mı́nimo e adicionando margem de folga para a
variação, foi utilizado τ(t) ∈ [0, 005, 0, 040], isto
é, τ = 22, 5 e µ = 17, 5.

5.2 Comparação com métodos da literatura

A partir das margens de atraso e com o modelo
obtido em (47), os resultados são comparados com
outros trabalhos apresentados na literatura. Espe-
cificamente, comparam-se os resultados com tra-
balhos que utilizam taxa de convergência expo-
nencial, como Fenili et al. (2014) e Souza et al.
(2016). O maior valor de δ de modo que as con-
dições LMI sejam fact́ıveis, e utilizando α = 1 em
Fenili et al. (2014) e Souza et al. (2016), é mos-
trado na Tabela 1.

A Tabela 1 mostra que o método proposto
apresenta resultado superior ou equivalente aos
métodos presentes na literatura. A vantagem do
método, no entanto, se apresenta quando se com-
para a complexidade numérica, dado o LKF redu-
zido adotado. A complexidade numérica pode ser
de interesse quando a śıntese do controlador tiver
que atender a critérios de tempo de execução, e.g.
controle preditivo robusto a atrasos. Sabe-se que
a complexidade numérica depende do soluciona-
dor utilizado. Para o solucionador utilizado LMI
Toolbox para Matlab (Gahinet et al., 1995), o pior
caso é dado por O

(
v3l log

(
ε−1
))

, sendo ε a preci-
são desejada, v o número de variáveis escalares e
l o número de linhas. A Tabela 1 contém os valo-
res de v e l para os diferentes métodos, mostrando
senśıvel redução no método proposto. A redução
do número de variáveis relacionado ao termo Q
utilizado em Souza et al. (2016) não prejudicou as
margens de atraso obtidas pelo método proposto
nos exemplos aqui e em Souza et al. (2016). No
entanto, é dif́ıcil afirmar que o método proposto
será melhor em todos os casos.
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Figura 5: Sáıda do sistema simulada com δ =
0, 997 e saturação

5.3 Implementação prática

Os ganhos retornados pelo Teorema 1 para δ =
0, 997 são kp = 480.93, ki = 321.02 e kd = 264.41.
A Figura 4 mostra os valores da entrada de tensão
da bomba ∆Vb(t) dados por simulação numérica
para uma entrada de referência degrau. A figura
mostra que os valores de entrada se aproximam de
30000V . No entanto, como o regime de operação
da bomba foi linearizado em torno de Vb = 6, 16V ,
sendo 0V a 24V a faixa de operação da bomba, as
entradas estão sujeitas a uma saturação com limite
superior 17, 84 e inferior −6, 16V . Nota-se que o
controlador rapidamente irá saturar as entradas.

De fato, considerando-se a saturação, a res-
posta esperada do sistema se apresenta instável
em simulação. Isto é mostrado na Figura 5 e in-
dica uma limitação para o método em aplicações
práticas ao maximizar a taxa de convergência sem
considerar restrições nos atuadores.

Devido a isto, escolheu-se um controlador com
menor taxa de convergência δ, dada como parâme-
tro de entrada ao Teorema 1, de modo a atenuar os
efeitos da saturação. A redução do critério da taxa
de convergência relaxa as condições LMI possibi-
litando também o projeto de um controlador mais
tolerante a atrasos, maior τ ou µ, devido à con-
vexidade do problema. O valor de δ utilizado na
śıntese do controlado foi δ = 0, 1 e os parâmetros
do controlado PID projetado foram kp = 4, 19,
ki = 0, 35 e kd = 13, 45. Os resultados obtidos
com este controlador são mostrados nas figuras 6
e 7. A Figura 6 mostra os resultados de simula-
ção nominal e com saturação, assim como a res-
posta temporal obtida experimentalmente. As en-
tradas de controle geradas durante o experimento
são mostradas na Figura 7. Nota-se, nos primei-
ros dez segundos, que ainda houve saturação da
bomba em seu limite superior 17, 84V . O aspecto

de alta frequência apresentado na figura se relaci-
ona ao rúıdo do sinal de entrada com atraso não-
uniforme. Pode-se sugerir a aplicação de filtros
derivativos para diminuir este efeito.

nominal
saturada
experimento
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Figura 6: Resposta temporal normalizada com
controlador projetado para δ = 0, 1. Observa-se
as respostas da simulação nominal, a simulação
considerando saturações no atuador e o resultado
experimental.

Como esperado, a reposta nominal apresenta
a melhor solução de compromisso em termos de
tempo de assentamento e máxima ultrapassagem,
pois descreve a resposta ideal do sistema, para o
qual o controlado PID foi projetado. Na sequên-
cia, a resposta simulada considerando-se o atuador
saturado, mostrou um desempenho inferior ao es-
perado no caso nominal, mostrando o impacto das
saturações. O resultado prático, no entanto, mos-
trou uma perda de desempenho ainda maior, com
maior sobressinal e menor tempo de assentamento
que o apresentado na simulação com saturação.
Essa diferença pode ser atribúıda a incertezas pa-
ramétricas e à linearização do modelo do sistema.
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6 Conclusões

Foi proposta a śıntese de um controlador PID para
sistemas de segunda ordem controlados em rede,
considerando a presença de atrasos variantes de
comunicação. Foi utilizado um LKF reduzido e
comparações numéricas com resultados pares na
literatura mostrou como vantagem o desempenho
equivalente quanto à taxa de convergência e menor
complexidade numérica.

Além disso, foi posśıvel demonstrar aplicações
práticas em que é posśıvel detectar as margens de
variação de atrasos e identificaram-se limitações
práticas no projeto de controladores tal como a
saturação, que deve ser considerada a fim de ga-



rantir a estabilidade do sistema dentro de seus li-
mites operacionais.

Por fim, trabalhos futuros poderão conside-
rar: a modelagem do atraso variante através de
uma distribuição de probabilidade, dado que os
limites de atraso se mostram apenas em picos,
enquanto o atraso em geral varia numa margem
inferior (Figura 3); os limites de saturação dos
atuadores, dado que a garantia da obtenção de
uma maior taxa de convergência se dá com atu-
ação mais agressiva, que na prática se mostrou
impraticável.
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