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Abstract— This work deals with the differences found in simulations of chaotic systems (Lorenz equations) using ARM proces-
sors compared to the results obtained using Intel. In order to make a comparison of the results, was used the Lower Bound Error
and calculated the loss of significant digit of the simulation given the variation of the step, and it was observed that the decrease of
the step to the cost of longer processing time does not always result in the better results.
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Resumo— Este trabalho trata das diferencas encontradas nas simula¢des de sistemas cadticos (Equagdes de Lorenz) utilizando
processa-dores ARM em comparagdo com o resultado obtido utilizando Intel. Para efetuar a comparagdo dos resultados foi uti-
lizado o Erro de Limite Inferior e calculado a perda de algarismos significativos da simulagio dada a variagdo do passo, sendo
observado que a diminui¢do do passo ao custo de maior tempo de processamento nem sempre resulta em melhores resultados.

Palavras-chave— Lorenz, ARM, Intel, Sistemas cadticos, Erro de Limite Inferior, Ponto Flutuante

1 Introducio

A simulacdo numérica em processadores x86 vem
sendo estudada ao longo dos udltimos anos, com én-
fase para os erros gerados pelo calculo com ponto flu-
tuante (Nepomuceno and Mendes, 2017), a repetibili-
dade e confiabilidade dos resultados obtidos utilizando
diferentes CPUs (galamon and Dogsa, 2007), ou até
mesmo em GPUs (Taufer et al., 2010).

Apesar dos chips Intel terem conquistado o mer-
cado de computadores pessoais e servidores, em detri-
mento aos AMD e IBM, atualmente tem-se observado
um aumento dos dispositivos que utilizam processa-
dores ARM principalmente em fablets, smartphones e
dispositivos IoT, mas também em equipamentos como
servidores e notebooks, antes dominados pela Intel
(Forbes, 2017).

Na Amazon americana, Chromebooks com chip
ARM jé aparecem na lista de notebooks mais vendidos
(Amazon, 2017). A participacdo de servidores ARMs
apesar de pequena, da ordem de 1%, possui tendéncia
de crescimento (Forbes, 2017). Tais fatos levaram a
Microsoft a desenvolver em parceria com a Qualcomm
uma versdo do Windows especifica para processadores
ARM demostrada na build 2017 e langada no segundo
semestre de 2017.

Dado a importéncia e perspectiva futura da arqui-
tetura ARM, nos tultimos anos surgiram alguns arti-
gos utilizando estes processadores em simulacdes nu-
méricas, tanto de Equacdes Diferenciais (Sala, 2012)
quanto para Inteligéncia Computacional (Gokhale
et al., 2014; Sakr et al., 2017; Lane et al., 2016). Este
trabalho visa analisar o impacto da mudanga da ar-
quitetura do processador de Intel para ARM no erro
do resultado obtido na simulacgio, semelhante ao que
foi feito em (Salamon and Dogga, 2007) para Intel
x86. Para isto foram utilizados algoritmos em Oc-

tave de simulacdes numéricas de sistemas ndo-lineares
com comportamento cadtico em smartphones com sis-
tema operacional Android, de diferentes fabricantes,
visando fazer uma andlise da variacdo do resultado
quanto a arquitetura do processador utilizado ARM ou
Intel x86 e x86-64. O sistema cadtico utilizado sdo as
equacoes de Lorenz (Sparrow, 1982), desenvolvida em
1963 por Eduard Norton Lorenz. Suas equagdes leva-
ram ao primeiro atrator cadtico e serviram como base
para muitos trabalhos na 4rea de sistemas ndo linea-
res tal como pode ser visto em (Lii and Chen, 2002).
A escolha por um sistema cadtico é pela natureza do
mesmo, neste tipo de sistema um pequena diferenca
nas condicdes iniciais podem levar a resultados com-
pletamente diferentes potencializando qualquer diver-
géncia nos célculos com ponto flutuante realizados na
arquitetura Intel ou ARM.

Essa linha de pesquisa tem-se tornado cada vez
mais explorada, o que da relevancia a novas descober-
tas sobre comportamentos de sistemas cadticos. Como
exemplo, na literatura tem-se encontrados trabalhos
que deram importincia a essa linha de raciocinio, tais
como: o controle nebuloso que usa o conceito de com-
pensacdo paralela (Costa et al., 2004); a influéncia de
softwares e sistemas operacionais na simulacio de mo-
delos ndo-lineares (Milani et al., 2016); a implemen-
tacdo de um mapa sob o padrio de 32 bits tendo como
objeto de estudo um sistema cadtico (Silva et al., 2017)
e a simulacdo de sistemas dindmicos com analise inter-
valar que traz uma abordagem de incertezas numéricas
(Peixoto et al., 2016).

Na andlise dos resultados obtidos serd utilizado o
“Erro de limite inferior” proposto em Nepomuceno e
Martins (2016), deste modo serdo utilizadas duas vari-
acdes do Runge-Kutta de 4* ordem de maneira que se
encontre duas pseudo-orbitas. Calculando o logaritmo
da diferenga entre as pseudo-orbitas serd obtido um



dado qualitativo para comparag¢ao do resultado de cada
simula¢do. As andlises consistem em variar o passo
de integracdo, observar o erro da simula¢do quanto
a perda de algarismos significativos tanto no mesmo
processador usando a funcdo original e uma extensdo,
quanto a simulagdo de uma mesma equacdo apenas
modificando o dispositivo.

O trabalho estd organizado da seguinte forma. Na
secdo 2 sdo apresentados conceitos sobre os Siste-
mas Cadticos, a Equacdo de Lorenz, o Erro de Li-
mite Inferior, o Tempo Critico, e o software GNU
Octave/Octave. Na secdo 3, a metodologia proposta
descreve os detalhes de como foi realizada a imple-
mentagdo do algoritmo nas arquiteturas ARM e Intel,
bem como a aplicagdo das Equagdes de Runge-Kutta
e a utilizagdo do Erro de Limite Inferior. Na sec¢éo 4,
os resultados das arquiteturas ARM, Intel x86 e Intel
x84-64 sdo apresentados e comparados e na se¢do 5
sdo apresentadas as conclusdes.

2 Conceitos Preliminares

2.1 Sistemas Caoticos

Usualmente, € utilizado aproximagdo e linearizacio
na resolucdo de problemas com sistemas dindmicos,
isto simplifica o equacionamento e determina a solu-
¢do dos problemas de maneira mais rdpida. A natu-
reza por outro lado possui essencialmente caracteristi-
cas ndo lineares, fazendo com que o processo de line-
arizacdo adicione erros a solugdo.

Em 1955, Eduard Norton Lorenz nio satisfeito
com os resultados ao realizar simulagdes para previ-
sdo do tempo desenvolveu um modelo ndo-linear para
o sistema. Apds vdrios testes computacionais Lo-
rentz percebeu que em alguns momentos o resultado
divergia devido ao erro de arredondamento, mesmo
utilizando as mesmas condi¢des iniciais. Sistemas
como o encontrado por Lorentz onde pequenas varia-
¢des modificam totalmente a saida do sistema a longo
prazo sdo denominados sistemas cadticos (Andrucioli,
2008).

2.2 Equagdo de Lorenz

Em 1963, apds simplificagdes das equacgdes de con-
veccdo de Navier-Stokes utilizadas em mecanica
dos fluidos (Sparrow, 1982), o sistema de Lorentz
tornou-se composto por trés equagdes diferencias ndo-
lineares da seguinte maneira, onde X, y € z S30 0s €ixos
do sistema de coordenadas cartesiano, p, ¢ € B sdo as
constantes do sistema e t é a unidade de tempo de Lo-
renz (LTU):
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O sistema se torna cadtico quando p =24.74, 6 =
10 e B = 8/3. (Jambersi) (Andrucioli, 2008)

2.3 Runge—Kutta de 4“ Ordem

O Runge-Kutta de quarta ordem ¢ um método itera-
tivo para resolucdo de equagdes diferenciais. O proce-
dimento consiste em encontrar as constantes K1, K2,
K3 e K4, dada as seguintes equacdes, onde 4 € 0 passo
de integracdo.

1
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2.4 Erro de Limite Inferior e Tempo Critico

Os conceitos a seguir seguem o estudo dado em (Ne-
pomuceno e Mendes, 2017) aplicando o erro de limite
inferior a sistemas nao-lineares de tempo continuo.

Definicdo 1: Orbita é uma sequéncia de valores
em um mapa logistico, da maneira:

{xn}Z[xl,xz,X3,...,xn] (9)

Definicio 2: A funcio f € uma extensdo da funcio
g, se estas forem equivalentes, mas através do uso de
propriedades matemadticas as funcdes f e g se apresen-
tam com estruturas diferentes. Por exemplo fazendo
uso de propriedade distributiva a Equacio 10 é mate-
maticamente equivalente a Equacdo 4, mas apresen-
tada em outra forma, tornando assim (10) uma exten-
sdo de (4).

1
yuer =yut g (kI+2-(K2+K3) +K4)  (10)

Definicao 3: O Erro de limite inferior (&) é dado
como a metade do mdédulo da diferenca entre duas
pseudo-orbitas resultantes de duas extensdes de uma
dada funcdo, ou seja:

’aa-fl —dAgn
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2.5 GNU Octave/Octave

A GNU Octave é uma linguagem computacional de
alto nivel destinado a computagdo cientifica. FEla é
projetada para resolver problemas numéricos lineares
e ndo lineares, matrizes, vetores e para criar sofistica-
dos graficos. Para o desenvolvimento de um programa
baseado nessa linguagem utiliza-se o software Octave.
O Octave é desenvolvido em C++, utiliza bibliotecas
STL, um interpretador para executar os scripts e é ex-
tensivel a partir do carregamento de médulos. A es-
colha dessa ferramenta baseou-se em fatores como:
quantidade de fungdes necessdrias para realizar pro-
blemas numéricos ndo lineares e por principalmente
ser baseada na filosofia de software livre (Selhofer
et al., 2008).

3 Metodologia

Neste trabalho a implementacdo do cédigo € feita em
Octave utilizando nimeros em ponto flutuante com
precisdo double. A compilagio do algoritmo nos
smartphones Android € realizada por meio do aplica-
tivo GNURoot Octave disponivel na Play Store, esse
software € opensource que pode ser encontrado no site
github. Ele utiliza um emulador de terminal Linux,
acrescido do Octave em sua versdo 3.8.2 otimiza-dos
para processadores ARM.

Nos testes com computadores Intel 32 bits € utili-
zado o sistema operacional Lubuntu, mantendo o Oc-
tave na mesma versdo utilizada anteriormente. Nos
testes com o Intel 64 bits a versao utilizada é a 4.2.1.
Os demais procedimentos sdo iguais para ARM e In-
tel.

As equacdes de Lorenz sdo simuladas através do
Runge-Kutta de 4* ordem e sua extensdo, como apre-
sentado nas equagdes 4 e 9, com passo de integracdo
da variando entre 1072 e 10~* com 100 segundos de
tempo de simulacdo. Deste modo sdo geradas duas
pseudo-orbitas do sistema com os pardmetros p = 28,
c=10e B =8/3. Os dados obtidos sdo salvos em
um arquivo .mat logo apds a simulacdo em cada dis-
positivo e guardados em um banco de dados.

Posteriormente € utilizado o Erro de limite infe-
rior apresentado na Segdo 2.4 para comparar os resul-
tados e analisar a perda de algarismos significativos
em cada simulacdo. Deste modo é gerado o gréfico
logaritmo da diferenca entres as pseudo-orbitas pelo
tempo em segundos e obtido o tempo maximo de si-
mulagdo e a curva do erro para cada arquitetura. (Ne-
pomuceno e Mendes, 2017).

De posse dos dados sdo analisadas as diferencas
nos resultados quanto a variagdo no processador ARM
ou Intel, a arquitetura 32/64 bits e a influéncia da va-
riacdo do passo de integracdo do Runge-Kutta de 4°
ordem.

4 Resultados

Ap6s a coleta dos dados, o primeiro passo foi confir-
mar as diferencas esperadas em cada simulagdo. Na
Figura 1 € possivel observar que apesar de utilizar o
mesmo software a variacdo da arquitetura do proces-
sador utilizada faz com que apds algumas iteragdes o
resultado tome valores completamente diferentes, ndo
sendo possivel confiar nos resultados obtidos.

20

Intel 32 bits
=== Intel 64 bits
ARM

46 48 50 52 54 56 58 60
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Figura 1: Grafico da resposta de X, dado pela Equacédo
1, para a simulac¢do no Octave em sistemas Intel 32/64
bits e ARM com passo de integracdo de 1074,

4.1 Intel 32 bits vs 64 bits

Foi observado que as simulac¢des utilizando a arquite-
tura x86 possui resultados ligeiramente melhores que a
mesma simulacdo utilizando a arquitetura x86-64. Na
Figura 2 esta o grafico de Erro de Limite Inferior e é
possivel notar que a perda de algarismos significativos
ocorre mais lentamente para o Intel 32 bits.

— Intel 64bits
— Intel 32bits

Log10(x1-x2)

0 20 40 60 80 100

LTU (unidade de tempo de Lorenz)
Figura 2: Gréfico do Erro de Limite Inferior, gerado
a partir da resposta de X, Equacdo 1 e sua extensio,
simulag¢do usando o Octave 4.2.1 na arquitetura Intel
32 bits e Intel 64 bits com passo de integracio de 104

4.2 Intel 32 bits vs ARM

Na comparacdo dos resultados obtidos com arquite-
tura x86 e ARM nio foi observado variagdes relevan-



tes no resultado quando considerado apenas o tempo
méximo de simulagdo proposto pelo Limite de Erro
Inferior, Figura 3. No entanto, por se tratar de um sis-
tema cadtico, com o aumento do niimero de iteracdes
as diferencas entre os resultados também crescem.
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Figura 3: Gréfico suavizado do Erro de Limite Infe-
rior, gerado a partir da resposta de x, Equagéo 1 e sua
extensdo, simulacdo usando o Octave 3.8.2 na arquite-
tura Intel 32 bits e ARM com passo de integragdo de
1074,

4.3 Variagdo do Passo de Integracdo

Com a variagio do passo de integracio de 1072 a 10~*
nas simulacdes feitas na arquitetura ARM pode-se ob-
servar que quanto menor o passo de integracdo menor
€ a perda de algarismos significativos e consequente-
mente maior o tempo de confiabilidade da simulacéo,
o resultado pode ser observado na Figura 4. Contudo,
essa afirmacdo ndo é sempre verdadeira, havendo si-
tuacdes onde diminuir o passo leva a uma piora nos
resultados.
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Figura 4: Gréfico suavizado do Erro de Limite Infe-
rior, gerado a partir da resposta de X, Equacgado 1 e sua
extensdo, simulacio usando o Octave 3.8.2 na arquite-
tura ARM.

Foi ainda observado que, quando se compara com
os resultados obtidos em outras arquiteturas a perda
de algarismos significativos ocorre da mesma maneira,

tanto no Intel 32 quanto no ARM. E importante obser-
var que o ganho no tempo de simulacdo diminuindo
o tamanho do passo ndo ¢ linear se mantendo prati-
camente constante de 1073 para 10~*, como pode ser
observado na Tabela 2. Cada linha indica uma casa de-
cimal, iniciando do 1 que € o algarismo de unidades,
2 é o primeiro algarismo apds a virgula, as colunas
indicam o passo utilizado na simulacao.

Tabela 1: Tempo (dias) de simulagdo até o erro no pri-
meiro algarismo apds a virgula.

Passo de Integracdo Intel 32 ~ ARM
1072 32,242 37,167
1073 43,254 43278
1074 44,15 44,06

Com a inten¢@o de observar o comportamento da
perda de algarismos com a varia¢do do passo de inte-
gracio, foi realizado vdrias simulagdes comparando a
perda de algarismos entre os resultados utilizando pro-
cessador ARM e Intel x64 variando o passo de 1072 a
10~* e observando a perda dos 3 primeiros algarismos
apods a virgula para cada uma das simulagdes gerado
um grafico conforme ilustrado na Figura 5. E possivel
observar que para um passo de integracio menor que
0,001 o ganho de tempo de simulag@o permanece den-
tro de uma faixa de valores, ndo havendo mais ganhos
significativos.
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Figura 5: Grafico relacionando o tempo de simulacio
usando ARM vs Intel 64 até a perda do dado algarismo
em relag@o ao passo de integracdo utilizado.

Tendo como base que o tempo de simulag¢do ob-
teve valores muito proximos quando utilizado os pas-
sos 1073 e 107* foi realizado um novo teste variando
o passo em dez estdgios dentro deste intervalo, utili-
zando o Erro de Limite Inferior para comparar os va-
lores utilizando chips ARM e Intel x86-64.

Observando o resultado na Tabela 1, é possivel
constatar que nao obrigatoriamente a redug@o no passo
de integracdo reflete em um melhor resultado. Um
ponto relevante desta andlise é uma simulagdo com
4 casas decimais apds a virgula, linha 5 da Tabela 2,



Tabela 2: Tempo (dias) de simulagdo até o erro no algarismo indicado considerando o Erro de Limite Inferior para
a Equacdo 1 comparando a simulagdo em arquitetura ARM vs Intel x86-64.

104 2.10* 3.10* 4.10* 510* 6.107* 7.100* 8.107* 9.10* 1073
1 47,110 52316 44,501 51,903 48,302 44,909 47,119 42,874 43,122 47,027
2 43930 48,543 44235 45986 43,736 42,619 43234 40,394 39,087 44,560
3 41,659 46,537 42478 457726 43463 39937 42953 37,930 36,621 40,612
4 39,636 41,985 39,243 43226 40,232 37,459 39,775 33,200 34,840 37444
5 34963 41,701 36,694 40,016 37,156 33,575 36,728 30,988 31,689 35,903
6 32,637 38,503 32,137 27,329 33,097 29,026 34,064 29,049 29,935 33,926
7 30,858 33,807 30,615 27,102 32815 28,725 32,326 26,591 26,748 31,443
8 27,490 33491 27853 26,862 28935 25539 29,256 24,103 24218 28912
9 25729 30266 20,556 22442 25765 23,058 27,333 227328 20,448 24,401
10 23228 27,775 20,309 22,007 24,787 20,610 24,092 19316 18,715 16,442
11 20,763 25218 17,321 19,500 15937 17,386 22,325 17,299 16,780 16,203
12 17,668 17,946 15340 16,352 15,690 14,877 18,564 13,395 13,500 15,943
13 14,700 17,698 11,231 13,836 11,965 11,983 14,372 9,628 11,089 13,496
14 7,829 4826 6225 4262 4,168 4863 7,576 3,079 7,137 6254

onde a simulagéio com passo 10~# possui desempenho
pior que a simulagio com 1073, Neste casso a reduciio
no passo de integracdo levou a dez vezes mais itera-
¢des, consumindo recurso computacional e sobretudo
tempo e o resultado encontrado € pior do que o ante-
rior.

5 Conclusao

Neste trabalho foi realizado uma comparagdo do erro
computacional para simulagdo das equagdes de Lo-
renz em diferentes arquiteturas de sistemas. O resul-
tado da andlise mostra claramente uma diferenca nos
resultados obtidos com a mudanca do processador de
Intel para ARM, sendo que os resultados para ARM e
Intel 32 bits s@o mais proximos.

E observavel pela Figura 5 que o passo de integra-
¢do escolhido influencia diretamente na repetibilidade
do resultado quando comparado a simulagdo realizada
em Intel x86-64 ou em ARM. Por meio da Tabela 1
nota-se que dado a caracteristica cadtica do sistema
simulado, a diminui¢do do passo de integracdo nem
sempre gera resultados melhores, sendo nitido o pro-
blema quando se observa a linha 6 da Tabela para os
passos 1073 e 10~* onde apesar de utilizar um passo
dez vezes menor e consequentemente dez vezes a mais
de interacdes e tempo de processamento o resultado
obtido com o passo menor € ligeiramente melhor.

E ainda importante ressaltar que durante os testes,
ndo foi observado nenhuma diferenca entre as simu-
lagdes usando processadores ARM de diferentes fa-
bricantes, diferente do observado por Salamon (2007)
para processadores baseados em x86. Sendo ainda ne-
cessario um estudo mais aprofundado quanto ao tema
e em relacdo também a arquitetura ARM64 ndo sendo

conclusivo neste trabalho se hd ou ndo diferencas nes-
tas simulacdes.

Em trabalhos futuros pretende-se analisar além do
ARMG64 a influéncia da mudancga de arquitetura em ou-
tros softwares de simulagdo numérica como Python e
outros sistemas cadticos, por exemplo os sistemas de
Chua e as equagdes de Chen.
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