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Abstract— The computation of stabilizing State Feedback (StF) and Static Output Feedback (SOF) control gains is treated in
this work by considering polyhedral Lyapunov functions. Therefore, the associated nonlinear algebraic necessary and sufficient
conditions that prove the closed-loop stability are exploited to propose a rank constrained optimization problem that allows to
explicitly design the control gains. More specifically, the associated nonlinear equation is substituted by a rank constrained and
linearly structured matrix while keeping the stability condition associated to the polyhedral Lyapunov function. In addition, some
control requirements are explored as the speed of states convergence and the control effort, which can be represented by two convex
constraints. In the resolution of the proposed optimization problem an iterative method is used requiring a feasible initial solution
that, in the present work, is obtained from pole placement techniques. Finally, from a discrete system two numerical experiments
are presented to show the effectiveness and some drawbacks of our proposal.

Keywords— State feedback; Static output feedback; Discrete-time systems; Polyhedral Lyapunov functions; Rank-constrained
optimization; Explicit gains computation

Resumo— A computagdo de ganhos de realimentac@o de estados (StF) e de realimentagdo estdtica de saida (SOF) é tratada neste
trabalho considerando-se as fun¢des de Lyapunov poliedrais. Assim, as condi¢oes algébricas ndo lineares necessdrias e suficientes
que provam a estabilidade em malha fechada sdo exploradas para propor um problema de otimizacido com restricdo de posto que
permite projetar explicitamente os ganhos de controle. Mais especificamente, a equag@o nio linear associada € substituida por uma
matriz com restri¢cdo de posto e estruturada linearmente, mantendo a condi¢do de estabilidade associada a func¢do de Lyapunov
poliedral. Além disso, alguns requisitos de controle sdo explorados como a velocidade de convergéncia de estados e o esfor¢o
de controle, os quais podem ser representados por duas restricdes convexas. Na resolu¢do do problema de otimizagdo proposto
¢ utilizado um método iterativo que requer uma solugdo inicial factivel que, no presente trabalho, é obtida a partir de técnicas de
posicionamento de polos. Por fim, a partir de um sistema discreto dois experimentos numéricos sdo apresentados para mostrar a

eficdcia e algumas desvantagens de nossa proposta.

Palavras-chave— Realimentacdo de estados; Realimentagdo estdtica de saida; Sistemas discretos no tempo; Funcdes de Lyapu-
nov poliedrais; Otimizagdo com restri¢cdo de posto; Computagao explicita de ganhos

1 Introducao

Nas tltimas décadas, as fun¢des de Lyapunov polie-
drais (FLP) tém sido aplicadas com sucesso em diver-
sos problemas de controle, principalmente na area de
controle sob restricdes. Assim, os conjuntos poliedrais
positivamente invariantes associados as FLP foram
usados, ja no final dos anos 80, para resolver o pro-
blema de regulacdo linear restrita (PRLR) (Vassilaki
et al., 1988; Hennet, 1989) e algumas de suas exten-
soes foram propostas posteriormente como, por exem-
plo, o tratamento de sistemas incertos e de sistemas
sujeitos a perturbacdes (veja (Castelan et al., 2007)
e (Hennet, 1995)). Também, pode-se utilizar FLP
para determinar aproximagdes arbitrarias do maximo
conjunto invariante dentro das restricdes de estado e
considerando os limites de entrada de controle, entre
outros problemas de andlise e sintese encontrados na
literatura (Blanchini et al., 2007; Blanchini and Mi-
ani, 2008).

No contexto do presente trabalho considera-se
sistemas discretos lineares invariantes no tempo (LIT).
As condigdes algébricas necessdrias e suficientes de
estabilidade para sistemas sob a forma de inclusdes de
diferencas/diferenciais lineares (IDL) foram obtidas

usando FLP em (Molchanov and Pyatinitskiy, 1989), e
no caso de sistemas LIT em (Kiendl et al., 1992). Para
sistemas discretos LIT essas condigdes consistem de
uma equagdo matricial ndo linear com trés matrizes
desconhecidas (o ganho de controle, a matriz que de-
fine a FLP e uma auxiliar) e de uma restricao adicional
de norma infinita referente a matriz auxiliar. Uma in-
terpretacdo interessante € que a equacgio matricial ndo
linear pode ser vista como uma transformacao de si-
milaridade generalizada e a restricdo de norma infinita
impde a estabilidade de Schur & matriz auxiliar e, por-
tanto, ao sistema de malha fechada.

Em (Hu and Blanchini, 2010), sido estabelecidas
relagdes entre fungdes quadraticas de Lyapunov com-
postas e FLP, onde as condi¢des apresentadas para es-
tabilidade/estabilizabilidade de IDL ndo sdo conser-
vadoras. As condi¢des de estabilidade dessas fun-
¢des ndo podem ser diretamente formuladas em ter-
mos de desigualdades matriciais lineares (Linear Ma-
trix Inequalities-LMI).

No caso das relagdes algébricas que provam a es-
tabilidade por FLP, a igualdade considerada contém
produtos bilineares entre as varidveis matriciais de de-
cisdo. Faz-se necessdrio, entdo, a utilizagdo de téc-
nicas de otimizac¢do ndo lineares especializadas para



sua utilizacdo no projeto de controladores. Neste con-
texto, os objetivos do presente trabalho sdo: i) refor-
mular a equacdo algébrica ndo linear sob a forma de
uma restri¢cdo de posto com base em uma matriz estru-
turada que envolve a linearidade somente da matriz de
ganhos de realimentagdo e da matriz auxiliar j4 menci-
onada, e ii) mostrar como esta restri¢do de posto pode
ser considerada para efeito da computagao explicita da
matriz de ganhos de realimentacio e da estabilizacdo
do sistema em malha fechada, incluindo restricdes adi-
cionais relacionadas a velocidade de convergéncia das
trajetdrias dos estados para a origem e ao esfor¢o de
controle. Adicionalmente, também serdo tecidos co-
mentarios sobre limitagdes existentes na proposta ori-
ginal.

Resumidamente, em sistemas LIT considera-se
a forma explicita de ganhos de controle da reali-
mentagdo de estado (StF) e da realimentacdo estdtica
de saida (SOF). Também, nesses sistemas, trata-se a
condicdo algébrica de estabilidade, que contém uma
igualdade ndo linear. H4 diversos métodos que abor-
dam esse tipo de otimizacdo, alguns dependentes de
solucdo inicial factivel (Sun and Dai, 2017; Delgado
et al., 2014) e outros ndo dependentes (Fazel, 2002;
Recht et al., 2010). O método proposto nesse traba-
lho € o de Delgado et al. (2014) cujas solucdes iniciais
foram obtidas por posicionamento de polos (Castelan
et al., 2003) e (Syrmos and Lewis, 1993). Assim, de-
pois de obtida a primeira solugdo, esse método busca
por solugdes melhores através de uma programacao li-
near (PL) com restri¢des de estabilidade a matriz au-
xiliar (Kiendl et al., 1992) e permitindo adicionar cri-
térios de desempenho de controle ao problema.

Na Secdo 2 serd apresentado o problema de com-
putacdo explicita de ganhos de controle em StF e SOF.
Entdo, abordam-se as condi¢des algébricas as quais
provam a estabilidade em malha fechada pelas FLP. Ja
a terceira secao mostra em detalhes o problema pro-
posto de restri¢do de posto, primeiramente focando no
projeto de StF explicito e depois no projeto SOF. Uti-
lizando o método proposto de otimizacdo via PL, os
resultados gerados por um experimento numérico sao
mostrados na Se¢do 4. Logo, finaliza-se esse trabalho
com algumas consideragdes finais.

Notagdes: Os elementos de um vetor z € R™ sdo
denotados por z;, Vi € {1,...,n}. Os elementos de
uma matriz Z € R™ ™ sdo z;;, Vi € {1,...,n} e
Vj € {1,...,m}. Igualdades e desigualdades entre
vetores e matrizes sdo consideradas elemento por ele-
mento. ||z||oc = max; |z;| representa a norma infinita
de um vetor e || Z||ooc = max; Y-, |2;;| representa a
norma matricial induzida. posto( ) denota o posto de
uma matriz. Tr(Z) é o trago de uma matriz. I repre-
senta uma matriz identidade de dimensdo apropriada.
SN ={Z = ZT € RN*N: Z = 0} €é o conjunto de
matrizes simétricas semi-definidas positivas, onde Z T
¢ a transposi¢do de uma matriz Z. Z denota uma ma-
triz estimada de Z. Para qualquer matriz Z, seu valor
inicial é denotado Z.

2 Apresentacio do Problema e Preliminares

Considere o seguinte sistema discreto linear invariante
no tempo:

Tpr1 = Az + Buy )]
yp = Cug, @)

2

onde k£ € N é o indice de tempo, x;, € R™ é o estado,
u € R™ ¢ a entrada de controle e y;, € R? ¢ a saida
medida, com matrizes associadas A € R"*" B €
R™™ e C € RP*™ tais que (A, B) é controldvel e
(C, A) é observavel.

Neste trabalho, o interesse principal é encontrar
uma lei de controle de tipo StF:

up = Fay, F € Rmxn’ 3)

ou uma lei de controle por SOF:

Ug = Kykv K e Rmxp, (4)

de modo que o sistema em malha fechada correspon-
dente seja assintoticamente exponencialmente estdvel.
Mais especificamente, objetiva-se que a matriz de ga-
nho de realimentacdo F' ou K apareca explicitamente
nas condic¢des de estabilizacdo para que algumas res-
tricdes possam ser diretamente impostas a essas matri-
zes de realimentacdo.

Com o objetivo de resolver o problema geral
acima, considera-se primeiro o problema StF expli-
cito e depois resolve-se o problema SOF realizando
a subtituicdo F' +— K C. Assim, o sistema em malha
fechada para os dois casos € descrito por:

Zhi1 = (A+ BF)ay, )

e a condi¢do de estabilidade via FLP € como segue
(ver (Kiendl et al., 1992) e (Molchanov and Pyatinits-
kiy, 1989)).

Teorema 1 O sistema em malha fechada (5) é assin-
toticamente exponencialmente estdvel, se e somente
se, existir um escalar v > n e matrizes L € R"™*"™,
com posto(L) =n, e H € R"™*", tais que:

L(A+BF) = HL ©6)
|H [l < e )

para algum escalar real e € [0, 1).

Observagdo 1: A funcdo de Lyapunov poliedral
v(zg) : R™ — Ry, associada as relacdes (6) e (7),
e decrescente ao longo das trajetérias do sistema em
malha fechada (5), é dada por (Kiendl et al., 1992):

v(xk) = || Logoo- (8)

Assim, para qualquer escalar positivo §, o con-
junto poliédrico simétrico S(L,d) = {zr € R" :
|Lzy||0o < 0} da fungdo (8) é invariante positivo e e-
contrativo (Hennet, 1995; Blanchini and Miani, 2008).



Além disso, o coeficiente de contratividade implica
p(A 4+ BF) < ¢ e é entdo relacionado a velocidade
de convergéncia (exponencial) da resposta do estado.

Observagdo 2: Os requisitos de desempenho con-
siderados no presente trabalho sdo: i) a velocidade de
convergéncia da resposta do estado através do coefi-
ciente de contratividade £ em (7), e ii) o esforco de
controle associado a restri¢do de norma infinita de F":

[Fllo < ¢, ¢ €Ry ©)

A partir dessa igualdade, segue-se que ||ukllcoc =
|Faglloo < ¢llzkll €, por consequéncia, ¢ deter-
mina um limite superior para o esfor¢o de controle re-
presentado por ||uk|/co. Logo, consideram-se os re-
quisitos de controle a velocidade de convergéncia das
trajetorias de estado em malha fechada e o limite su-
perior do esforco de controle.

Uma possibilidade de calcular uma matriz F' a
partir do Teorema 1 é escolher uma matriz H sob a
forma real de Jordan sujeita a condi¢do (7) e, em se-
guida, resolve-se (6) pela técnica de posicionamento
de polos. Nessa técnica, a matriz de ganho € calcu-
lada no passo final a partir do conjunto de autovetores
estabelecidos para o sistema em malha fechada (veja
(Hennet, 1995) e (Castelan and Hennet, 1992) para ob-
ter mais detalhes), porém a matriz de ganho F' ndo
¢ computada de forma explicita. No entanto, se uma
matriz L € dada, como no caso de PRLR, a igualdade
(6) pode ser utilizada como restricdo de uma PL com
a limitacdo (7), sendo H e F' as varidveis matriciais
de decisdo. Mais especificamente, dada uma matriz
L busca-se uma matriz F' de forma explicita e, além
disso, pode-se considerar restricdes lineares adicio-
nais (Santos et al., 1997; Vassilaki et al., 1988; Hen-
net, 1989).

Neste trabalho, por outro lado, consideram-se que
ambas as matrizes L e H ndo sdo a priori dadas, as-
sim como o ganho F' ou K explicitos na formulacéo.
Portanto, a proposta desse artigo surge da necessidade
de resolver a equacdo ndo linear (6) com a restri¢cdo
adicional convexa (7). Tendo em vista que os ter-
mos ndo lineares correspondem aos produtos LBF' e
HL, abusca de solugcdo pode ser realizada usando,
por exemplo, a técnica de otimiza¢do ndo linear pro-
posta por Kolodziej et al. (2013) para resolver o pro-
blema da programacao bilinear correspondente, o qual
serd objeto de um trabalho futuro. J4 neste trabalho,
propde-se uma reescrita da igualdade matricial (6) sob
a forma de uma restricao de posto. Assim, uma matriz
de estrutura especial, linear em relacdo as varidveis H
e I, é construida sujeita a uma condi¢do de seu posto.
Logo, o célculo da matriz de ganho F para o problema
StF, ou da matriz K para SOF, serd possivel através
da formula¢do de um problema de restricdo de posto
(PRP) adequado, como serd mostrado na préxima se-
cdo.

3 Reformula¢do do Problema para Restricio de

Posto
Ao considerar a notagdo:
i
L= S|, coml;eR"j=1,---,r¢€

lT

hip -+ hay
H=| 1 -~ |, (10)

hrl e hrr

z

¢é obtido o seguinte lema fundamental para a nossa
abordagem.

Lema 2 Seja a matriz tvec(L) = [IT1T...11] €
RY™"" ¢ a matriz M(H, F) € RN*N com N =n -r,
dada em (11):

M(H,F) =

(A+BF)7h11[" —hirIy

. (1)

—hely (A+ BF) — hppl,,

Entdo, reescreve-se a igualdade ndo linear (6) como:

tvec(L)- M(H,F) =0 (12)

Prova: Considerando a notacido em (10), a equa-
¢do matricial (6) pode ser reescrita linha por linha

como I7'(A + BF) = Zhijl;f, comi = 1,---,r.
j=1

Logo, pelas definigdes de tvec(L) e M (H, F’), obtém-
se a relag@o de igualdade (12). O

Observe que a matriz M (H, F') é linear em rela-
¢a0 as varidveis matriciais H e I'. Além disso, existem
vetores ndo nulos tvec(L) tais que (12) é verificada, se
e somente se, posto(M(H, F)) < N. E necessirio,
porém, obter-se mais informacdes sobre essa condi-
¢ao0 de posto para usi-la em otimizacdo. Para tanto,
apresenta-se a seguir um resultado bdsico aplicado a
matriz estruturada M (H, F).

Lema 3 Sejam os conjuntos espectrais de A+ BF e
H definidos por:

o(A+ BF)
o(H)

(N eCYi=1,...,n} (13)
{n; eC,Vj=1,...,7}.(14)

Entdo, o espectro de M (H, F) é composto por todas
as possiveis diferencas em pares dos autovalores de
A+ BF e H, incluindo as multiplicidades algébricas
(Horn and Johnson, 1994):

o (M(H,F)) = {ri; =X —p; €C, UiZhoh )

A partir das defini¢cdes anteriores e do Lema 3,
chega-se a proposi¢@o seguinte.



Proposicao 4 Se a igualdade (6) for verificada com
posto(L) = n < r, entdo:

posto(M(H,F)) =N <N —n. (16)

Prova: Primeiro nota-se que (6) pode ser vista
como uma transformagdo de similaridade generali-
zada, sob a hipétese posto(L) = n < r, o que implica
em o(A + BF) C o(H). Em geral, a partir de (15)
afirma-se que M (H, F') tem pelo menos n autovalores
nulos e isso resulta em posto(M (H, F)) < N —n. O

A partir dos resultados anteriores, propde-se a se-
guinte formulacdo geral, sob a forma de PRP, para cal-
cular solugdes explicitas de ganhos de StF:

Encontrar H, F’
sujeito a (7), (16) e f¢(H, F) < @y, 17

onde para algum inteiro ndo negativo ¢ e respectivos
limites superiores escalares yp, fo(H,F) < ¢y re-
presentam restricdes convexas adicionais que podem
ser impostas no calculo da matriz de realimentagdo
F ou da matriz H. Dentre essas restricdes pode-se,
por exemplo, considerar os requisitos de desempenho
de controle adicionais ao problema original (6), con-
forme a Observagdo 2. Caso o problema (17) tenha
solu¢do é necessdrio verificar se M (H, F') encontrada
permite a construcao de L, pela relagdo (12), tal que
posto(L) = n. Também, é importante ressaltar que
diferentes FLP podem ser associadas as solugdes, a
partir de (12).

Mesmo que M (H, F) seja linear em relagdo as
varidveis matriciais H e F, ainda assim a restri¢do de
posto (16) ndo é convexa. Pode-se, entretanto, resol-
ver este problema via programacio semi-definida po-
sitiva (SDP) utilizando-se a fun¢do traco, que é con-
vexa, tomando como base o trabalho de Delgado et al.
(2014). Diante disso, uma matriz SDP M, (H, F) é
construida, dependente da matriz M (H, F') e das ma-
trizes Y, Z € S, possuindo a seguinte forma:

Y M(H,F) N

M (H,F) = MT(H, F) (Z € S*V.
(18)
Considerando-se o resultado apresentado em
(Dattorro, 2011), pode-se substituir a restricio (16)
por uma restri¢do de posto sobre a matriz aumentada
M, (H, F). Entdo, o problema PRP (17) é substituido

por

Encontrar H, F’
sujeito a posto(My(H, F)) < N —n, (19)

() e fo(H, F) < @p.

Como o problema (19) possui uma restricao de
posto em relagdo a matriz SDP (18) evidencia-se na
sequéncia o seguinte lema adaptado de Delgado et al.
(2014).

Lema 5 O posto da matriz M,(H,F) € S*V ¢ in-
ferior ou igual a N — n, se e somente se, existir
Q € ®on N—n, tal que

Tr (Ma(H, F)Q) =0, (20)

onde Py N—n = {Q € S*N,0=2Q X I,Tr(Q) =
N +n}.

Assim, utilizando-se o Lema 5, o problema PRP
(19) torna-se um problema de otimizagdo com restri-
¢do convexa do tipo trago, como segue:

Minimizar Tr (M, (H, F)Q)
sujeito a M, (H, F) = 0,
Tr(Q) = N +n, @h
0=2Q =1,
() e fo(H, F) < o

Observa-se que a fungao objetivo ndo ¢ linear de-
vido a nova varidvel matricial auxiliar (). Desse modo,
o problema de otimizagdo (21) pode ser resolvido pelo
método iterativo proposto em (Delgado et al., 2014).
Esse método € descrito abaixo, onde o subscrito x esta
associado ao resultado obtido na itera¢@o anterior.

Q"' =arg (min Tr (M, (H,F)*Q)}  (22)

Mo (H, F)*' = arg {min Tr (M, (H, F)Q"tH}.
(23)

Uma solugdo inicial para M, (H, F)? é obtida
buscando Y e Z sujeitas a condi¢cdo em (18), e utili-
zando uma matriz M (Hy, Fy) a partir de uma solugéo
inicial (Hoy, Fp) factivel para (6) e (7).

Logo, os procedimentos descritos anteriormente
para StF sdo resumidos pelo Algoritmo 1. O Algo-
ritmo 2 é estabelecido para SOF substituindo F' <
K C no algoritmo anterior.

Algoritmo 1 Realimentacdo de Estados com Critérios
de Desempenho de Controle
Entrada: A, B, Fy, Hy
1: Calcule a matriz inicial de M (Hy, Fp);
2: Construir a matriz inicial aumentada de
M (Ho, Fp);
3: Resolver a otimizagdo (21) iterando as equacgdes
(22) e (23);
4: Buscar L com posto(L) = n e que satisfaga (12).
Saida: F,He L

4 Exemplo Numérico

Considere o sistema, formado pelas equagdes (1) e (2),
controldvel e observavel, e representado pela seguinte
tripla (A4, B, C') (Hennet, 1995):

0.4 155

—0.625 —0.5 1
A= —-0.1 0.4 -0.25 |, B= 1 05

-0.7 -0.1 0.25 2.2 1



Algoritmo 2 Realimentacdo Estdtica de Saida com
Critérios de Desempenho de Controle
Entrada: A, B,C, Ky, Hy
1: Calcule a matriz inicial de M (Hy, KoC);
2: Construir a matriz inicial aumentada de
./\/ta(fl()7 Ko C),
3: Resolver a otimizagdo (21) iterando as equacdes
(22) e (23);
4: Buscar L com posto(L) = n e que satisfaga (12).
Saida: K, He L

eC:[l 0 0}7

0 0 1
onde a matriz A em malha aberta ¢ instavel com es-
pectro o(A) = {1.1282, —-0.0391 £ 0.37314}.

Os Algoritmos 1 e 2 foram implementados no
MATLAB (Moler et al., 1982), usando o pacote cvx
(Grant et al., 2008) para otimizac¢do convexa. A tole-
rancia do posto considerada € rtol < 10719, ¢ os da-
dos numéricos obtidos sdo apresentados a seguir com
quatro casas decimais.

4.1 Resultados em StF

Aplicou-se a técnica de posicionamento de polos des-
crita em (Castelan and Hennet, 1992) para obter as ma-
trizes Fy e Hy, mostradas na Tabela 1.

Tabela 1: Resultados para alocacio de polos

Fo Ho

{ 0.3285 0.7950  —0.3062 ] 0'2 og _02
0.0292 —1.4338 0.7806 0 0:3 03

Para essas matrizes t€m-se ||Fplleo = 2.2436,

{0.5000, 0.3000 = 0.30003}.

Primeiro Experimento: A partir dessas solugdes
iniciais deseja-se diminuir o coeficiente de contra-
¢do impondo-se o critério f1(H,F) = ||Hl||le <
||Ho||co, € também manter o esfor¢o de controle
compativel com o inicial fo(H,F) = |[|Fllec <
||Folloo-  Entéo, aplicando o Algoritmo 1, com
[|H|loo < & < ||Hol||loo para diferentes valores de
e € {0.57,0.47,0.37,0.27}, encontrou-se os resulta-
dos resumidos na Tabela 2.

Tabela 2: Resultados para valores decrescentes de €

e [ 1A= ] £ |
os7 [ 2o | O80T 0T ]

047 | 2202 | | o0is VI oz

0.37 | 2.2436 _8241“1)22 _?jgﬁg 78:?382

0.27 — —

Observa-se que é possivel obter valores de € me-
nores, e, portanto, convergéncia mais rapida das tra-
jetérias de estado, mantendo-se o esfor¢o de controle
compativel ao obtido inicialmente. Entretanto, a so-
lucdo tornou-se infactivel para valores de ¢ < 0.27,

assim para obter mais valores factiveis de ¢, seria ne-
cessdrio admitir || F'||oc > ||Fo]|oo-

Segundo Experimento: Neste caso, a partir da so-
lucdo inicial da Tabela 1, deseja-se diminuir o esfor¢o
de controle, isto &, ||F||oo < ||F0||c0, mantendo-se o
coeficiente de contratividade satisfazendo a condicao
inicial ||H||so < ||Ho||co- Entdo, aplicando-se o Al-
goritmo 1, com || F||s < ¢ < ||Fp||c para diferentes
valores de ¢ € {2.07,1.95,1.87,1.75}, obteve-se os
resultados resumidos na Tabela 3.

Tabela 3: Resultados para valores decrescentes de ¢

[ & [1H= ] F |
207 [ ossas | [ 0% _OT00 020
1.95 | 0.4854 A

= — 36¢€
1.87 | 0.4432 0'3223 ffi???g gigggi
175 = -

Observa-se, neste caso, que ao diminuir os limi-
tes de esfor¢o de controle, ocorre variacdo da || H||
e, portanto, do coeficiente de contratividade, sem ul-
trapassar o valor limite € = ||Hpl|oc = 0.6.

Assim, para cada solucdo encontrada de F'e H, é
possivel determinar diferentes FLP associadas aos sis-
temas em malha fechada correspondentes. Para tanto,
determina-se uma base para o espago nulo a esquerda
de M(H,F) em (12) e, constréi-se de forma ade-
quada matrizes L que satisfacam L € R"*™, com
posto(L) = n. Por exemplo, para o caso ¢ = 0.57
da Tabela 2, obtém-se

0.4775 0 0
H = 0 0.2852 —0.2848 |,
0 0.2848  0.2852

e as duas FLP a seguir que satisfazem a equagdo (6):

—1.6397 —1.1052 —2.2561
vi(eg) = L1z lloo = 1.9763 —1.1985  —0.8492 |z, e
1.5252 3.2231  —2.6874
oo
—1.6397 —1.1052 —2.2561
vo(zy) = Loy lleo = —0.6601 0.8789 0.0492 | ay,
—0.8733  —1.2253 1.2350 -~

Na Figura 1 pode-se observar e comparar os de-
sempenhos temporais obtidos para a solucdo inicial
(Ho, Fy), descrita na Tabela 1, conforme Figura 1(a)
e 1(b), e solucdes obtidas via o Algoritmo 1.

Observa-se, inicialmente, que a solugdo corres-
pondente para e = 0.37 na Tabela 2, conforme Figura
1(c) e 1(d), implica, como esperado, em uma conver-
géncia mais rdpida dos estados para a origem do que
a da solugdo inicial, com esfor¢o de controle compati-
vel. A reducdo no esforgo inicial de controle e conver-
géncia mais rdpida para a origem nos estados do que a
solucdo inicial, também pode ser observada nas Figu-
ras 1(e) e 1(f), correspondentes a solucdo ¢ = 1.87 da
Tabela 3.
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Figura 1: Trajetdrias dos estados e varidveis de controle para zg = [~1 — 1 1]

4.2 Resultados em SOF

Como neste exemplo m + p = 4 > n, aplicou-se o
Algoritmo de Syrmos and Lewis (1993), via posicio-
namento de polos, para obter a solu¢do inicial e formar
a Tabela 4.

Tabela 4: Resultados para alocag@o de polos

KO HO
[ 0.2350 —0.4386 ] oS s
~0.1067  1.2391 OO

O sistema em malha fechada ¢ tal que o(Hy) =
{0.5000, 0.3000+0.3000i} = (A4 BK(C) e, além
disso || Kol|eo = 1.3458 ¢ || Ho||oo = 0.6000.

Como no Experimento 1, relatado anteriormente,
impde-se f1(H,F) = ||H||oo < ||Ho||oo, atribuindo-
se diferentes valores para o coeficiente de contrativi-
dade ¢ e busca-se manter ||K||c < ||Kol|oo, porém
aplicando agora o Algoritmo 2. Os resultados obtidos
estdo sumarizados na Tabela 5.

Observa-se que o menor coeficiente de contrati-
vidade obtido € superior ao menor valor factivel para
StF, como esperado. Utilizando a matriz de ganho K
parae = 0.53, buscou-se em (12) as seguintes funcdes
de Lyapunov poliedrais:

Tabela 5: Resultados para valores decrescentes de

[ e [TElw | K l
0.2392  —0.4373
0.59 | 1.3458 —0.1111  1.2347
- 0.2433  —0.4358
0.56 | 1.3458 —0.1157  1.2301
0.2474  —0.4343
0.53 | 1.3458 01202  1.2255
05 - -
—0.0848 —0.9757 —0.2019
vi(eg) = [L1zglloo = H[ 0.0658 —3.1614 —1.5312 ] a| e
—0.5290 0.5068 0.3466 oo
0.0848 0.9757 0.2019
v (wg) = [ Lowglloo = H —0.8596 1.0619  0.6777 ] -
—0.0657 5.0678 2.4468 o

5 Conclusao

A computagdo explicita de ganhos de realimentacdo
de estados e de realimentagdo estética de saida foi con-
siderada no presente trabalho. Para tanto, foi proposto
um problema de otimizagdo com restricdo de posto
que permite determinar funcdes de Lyapunov polie-
drais associadas a condi¢do de estabilidade do sistema.



Primeiramente, foi mostrado como a equa¢do ma-
tricial nélo linear, necessdria para provar a estabilidade
do sistema em malha fechada, pode ser substituida por
uma condi¢@o sobre o posto de uma matriz estruturada
que € linear em relacdo a matriz de ganhos de reali-
mentacdo desejada e a matriz auxiliar que garante a
estabilidade. Dessa forma, baseados nos trabalhos de
(Dattorro, 2011) e (Delgado et al., 2014) sobre res-
tricdo de posto, foram propostos dois problemas de
otimizag@o para a computag¢do de forma explicita dos
ganhos de realimentacdo de estados e de estatica de
saida.

Os algoritmos propostos sdo iterativos e neces-
sitam de solucgdes iniciais factiveis as quais podem
ser obtidas por posicionamento de polos, por exem-
plo. Além disso, na presente proposta os requisitos de
controle sdo considerados como restri¢cdes dos proble-
mas de otimizagdo cuja fungdo objetivo utilizada trata
apenas a restri¢do de posto. Essas duas caracteristi-
cas podem ser consideradas como limita¢des & abor-
dagem apresentada e podem, eventualmente, ser ataca-
das de forma mais eficiente (Delgado et al., 2014; Sun
and Dai, 2017). Uma outra possibilidade, atualmente
sendo explorada pelos autores, é tratar a ndo lineari-
dade presente na condi¢@o de estabilidade via técnicas
eficientes de otimizacdo bilinear.
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