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Cidade Universitária Zeferino Vaz - Barão Geraldo

Campinas, SP, Brasil
CEP 13083-852

Emails: flrossini@utfpr.edu.br, mateus@fee.unicamp.br

Abstract— In this paper we discuss the state-variable filter (SVF) and the identification of continuous dy-
namic time-varying systems through the Extended Kalman Filter (EKF) coupled to the recursive least squares
state-variable filter (RLSSVF) Method. In the article we describe the fundamentals of the sampling and the
arrangement for the filtering of the input and output signals of the system, which are recursively made available
to the EKF algorithm, which evaluates the states. Then, the data are used to execute the RLSSVF estimation
algorithm of a Time-Varying Multivariable Linear Continuous System. The numerical results are compared with
the data of the proposed benchmark and the quality of the estimation is evaluated through Markov Parameters.
Finally, through the simulation results, the accuracy of the estimates was verified. The main contribution of this
article is the use of the described techniques to obtain models in state space, allowing the recursive identification
of parameters of multivariate continuous systems.

Keywords— state-variable filter (SVF), Extended Kalman Filter (EKF), recursive least squares state-variable
filter (RLSSVF) Method, Hybrid Algorithm.

Resumo— Neste artigo se aborda a Filtragem de Variável de Estado (SVF) e a identificação de sistemas
dinâmicos cont́ınuos variantes no tempo através do Filtro de Kalman Estendido (EKF) acoplado ao Método
de Filtragem de Variáveis de Estado pelos Mı́nimos Quadrados Recursivos (RLSSVF). No artigo são descritos a
fundamentação sobre a amostragem e o arranjo para a filtragem dos sinais de entrada e sáıda do sistema, os quais
são disponibilizados recursivamente ao algoritmo EKF, o qual realiza a estimação dos estados. Em seguida, usam-
se os dados para executar o algoritmo RLSSVF para estimação de um Sistema Cont́ınuo Linear Multivariável
Variante no Tempo. Os resultados numéricos são comparados com os dados do Benchmark proposto e se avalia
a qualidade da estimação por meio dos Parâmetros de Markov. Por fim, através dos resultados das simulações,
foi constatada a exatidão das estimações. A principal contribuição desse artigo é o uso das técnicas descritas
para obtenção de modelos em espaço de estados, permitindo a identificação recursiva de parâmetros de sistemas
cont́ınuos multivariáveis.

Palavras-chave— Filtro de Variáveis de Estado, Filtro de Kalman Estendido, Método de Filtragem de Va-
riável de Estado pelos Mı́nimos Quadrados Recursivo, Algoritmo Hı́brido.

1 Introdução

Ao exigir rigor na descrição do modelo matemá-
tico de um sistema dinâmico real, é inerente o
surgimento de incertezas quanto a sua estrutura
e quanto aos valores dos parâmetros envolvidos
(Slotine et al., 1991). Assim, a modelagem ana-
ĺıtica de sistemas dinâmicos, também conhecida
como caixa branca, torna-se onerosa, pois é ne-
cessário conhecer completamente o sistema, as leis
f́ısicas que o descrevem, bem como as propriedades
f́ısicas de todos os materiais envolvidos (Geromel
et al., 2004).

Para contornar tais dificuldades, métodos de
identificação de sistemas são propostos na litera-
tura (Aguirre, 2015), (Ljung, 1999) e (Katayama,
2006). Uma das principais vantagens dessas téc-
nicas é que demandam pouco ou nenhum conhe-
cimento prévio sobre o sistema. Os sistemas f́ı-

sicos e os ambientes externos nos quais operam,
podem mudar de forma impreviśıvel, além de esta-
rem sujeitos a perturbações significativas (Aguirre
et al., 2007) e (Dorf and Bishop, 2013).

No contexto de identificação de sistemas, há
duas frentes de pesquisas, sendo uma delas no do-
mı́nio do tempo e a outra no domı́nio da frequên-
cia. Na identificação no domı́nio da frequência, o
sistema deve satisfazer a propriedade da superpo-
sição e sua resposta em regime estacionário deve
ser assintoticamente estável, quando a excitação
for um sinal senoidal de frequência ω. Esse mé-
todo faz parte da classe de métodos de identifica-
ção não paramétrica (Aguirre, 2015). A identifi-
cação no domı́nio do tempo, consiste em encon-
trar um conjunto de coeficientes ou parâmetros
de uma estrutura de modelo dinâmico escolhida,
que tenha como entradas e sáıdas os valores dos
sinais medidos no domı́nio do tempo. O presente



artigo tem interesse na identificação no domı́nio
do tempo, sendo a estrutura do modelo conhecida
a priori na forma de espaço de estado, pois essa
é uma forma elegante, compacta e adequada para
tratamento de sistemas de ordem qualquer, com
número arbitrário de entradas e de sáıdas (Dorf
and Bishop, 2013).

Como exemplo, na referência (Rayyam et al.,
2015) foi abordada a variação brusca de parâmetro
da máquina de indução, devido à quebra de barra
do estator. E no artigo (Roshandel et al., 2011),
uma nova abordagem de controle para sistema de
teleoperação mestre escravo, onde há incerteza e
posśıvel mudança na impedância do ambiente na
estação de trabalho, foi apresentada.

Na identificação de sistemas no domı́nio do
tempo, uma vez conhecida ou proposta uma estru-
tura de modelo, pode-se distinguir dentre aborda-
gem off-line e abordagem on-line para estimação
de parâmetros. A abordagem off-line, pode ser
executada por bloco, lote ou batelada, ou seja,
todo o conjunto de dados deve estar dispońıvel
para executar o algoritmo de estimação. A esti-
mação off-line também pode ser aplicada de forma
recursiva, conforme a conveniência e adequação do
algoritmo. Assim, os algoritmos recursivos, como
por exemplo o método da variável instrumental
refinada ótima (Padilla et al., 2016), podem ser
executados off-line para fornecer estimativas em
bloco e estimativas recursivas refinadas, para o
conjunto de parâmetros os quais podem ser usados
para fins de diagnóstico do sistema (Young, 2011),
como por exemplo a detecção de falhas em moto-
res de indução (Rayyam et al., 2015). A identifi-
cação recursiva é uma ferramenta computacional
particularmente adequada para aplicações on-line,
ou seja, aplica-se a sistemas dinâmicos, os quais
possuem parâmetros variantes no tempo. Neste
trabalho se tem especial interesse na abordagem
de identificação recursiva de parâmetros do sis-
tema (Aguirre, 2015) e (Padilla et al., 2016).

Um amplo número de pesquisas é apresentado
referente aos métodos de identificação recursiva
no domı́nio do tempo, para sistemas discretos no
tempo. Uma abordagem difundida e frequente-
mente utilizada para estimar parâmetros de siste-
mas variantes no tempo é o algoritmo dos Mı́ni-
mos Quadrados Recursivo com Fator de Esqueci-
mento (MQRFE) ou também denominado de Mı́-
nimos Quadrados Recursivo Ponderado. O algo-
ritmo mencionado consiste em encontrar os parâ-
metros que minimizam o erro de predição, a par-
tir da atenuação exponencial de dados passados
(Young, 2011). Essas técnicas podem ser aplica-
das a sistemas cont́ınuos cujos sinais tenham sido
discretizados, e as sáıdas dos modelos represen-
tam com exatidão as sáıdas amostradas do sistema
real. Entretanto os parâmetros do modelo discreto
podem não permitir a identificação de parâmetros
f́ısicos de sistemas cont́ınuos.

Em (Padilla et al., 2016) foi abordada a es-
timação recursiva de modelos lineares de tempo
cont́ınuo SISO (do inglês, Single-Input and Single-
Output) que variam lentamente (do inglês, Sys-
tem Continuous-Time, Slowly Time-Varying -
LCTSTV). Comumente as abordagens de filtra-
gem e estimação são propostas e aplicadas na
forma escalar à sistemas SISO. No presente ar-
tigo é proposto um arranjo para realizar a filtra-
gem e estimação na forma de espaço de estados,
o que permite a aplicação do método a sistemas
SIMO (Single-Input and Multiple-Output), MISO
(Multiple-Input and Single-Output) e MIMO
(Multiple-Input and Multiple-Output).

Ao tratar da identificação de sistemas de
tempo cont́ınuo, a primeira dificuldade encontrada
é a necessidade de conhecer a priori as deriva-
das temporais dos sinais de entrada e sáıda da
planta. Vários métodos foram concebidos para
contornar tal dificuldade e reconstruir as deriva-
das temporais. Em (Garnier et al., 2003) foram
realizadas comparações entre os métodos de iden-
tificação off-line a partir de experimentos para es-
tudar a sensibilidade de cada abordagem aos pa-
râmetros de projeto, peŕıodo de amostragem, rela-
ção sinal-rúıdo, densidade espectral de potência de
rúıdo e tipo de sinal de entrada. O artigo (Young
and Garnier, 2006) fornece uma introdução aos
principais aspectos dos métodos de domı́nio do
tempo existentes para identificar modelos lineares
a tempo cont́ınuo a partir de dados de tempo dis-
creto e amostrados. Cada método é caracterizado
por vantagens espećıficas, tais como: conveniên-
cia matemática, simplicidade na implementação
numérica e computação, tratamento de condições
iniciais, visão f́ısica, precisão etc (Young, 2011).
Assim, uma abordagem conhecida como método
de Filtro de Variável de Estado (State-Variable
Filter - SVF) (Garnier et al., 2008), será apresen-
tada e manipulada neste artigo na forma de espaço
de estados.

Uma vez conhecidas as entradas e sáıdas de
um sistema dinâmico, é posśıvel estimar um con-
junto de parâmetros, que decreve seu comporta-
mento. Porém, para a forma no espaço de estados,
devem ser conhecidas as entradas, as sáıdas e os
estados do sistema, isso dificulta sua implementa-
ção, pois em geral os estados do sistema não são
conhecidos ou dispońıveis para medição. Assim,
para contornar tal dificuldade, o algoŕıtmo do Fil-
tro de Kalman usa os sinais de entradas e sáıdas
do sistema para estimar os estados. Portanto, o
Filtro de Kalman viabiliza a implementação de al-
goritmos para estimação de modelos no espaço de
estados.

Nesse contexto de identificação de sistemas, o
Filtro de Kalman é um estimador recursivo ótimo
capaz de estimar estados a partir de sinais ruido-
sos de entrada e sáıda do processo, sendo atrativo
à aplicações práticas. Para sua construção, o al-



goritmo exige um modelo do sistema, condições
iniciais de estados e o valor inicial da matriz de
covariância dos estados. Tal algoritmo foi pro-
posto por Kalman e publicado em 1960 (Kalman
et al., 1960), sendo um método para encontrar um
processo estocástico com média igual à média do
vetor de estado.

Uma forma de aplicar o Filtro de Kalman para
estimação de parâmetros de modelos não linea-
res, consiste em linearizar analiticamente o mo-
delo ideal em torno do estado atual, assim esse
procedimento passou a ser conhecido como Filtro
de Kalman Estendido (do inglês, Extended Kal-
man Filter - EKF). Com esse método é posśıvel
estimar parâmetros do sistema linear ao reescre-
ver suas equações de maneira que os parâmetros a
serem estimados façam parte do vetor de estados.
Com isso o modelo se torna não linear.

Neste artigo é proposto um algoritmo h́ıbrido
composto de três estágios, que executam a amos-
tragem, a filtragem e a estimação de um modelo
dinâmico cont́ınuo variante no tempo na forma de
espaço de estado. Foram acoplados os métodos
SVF, EKF e RLSSVF. Assim, no primeiro estágio
do algoritmo proposto, se realiza a amostragem
juntamente com a filtragem dos sinais de entrada
e sáıda do sistema pelo método SVF. No segundo
estágio, se executa o EKF a partir dos sinais fil-
trados para estimação dos estados. E no terceiro
estágio, a partir dos sinais de entrada e sáıda fil-
trados e dos estados estimados, se executa o mé-
todo RLSSVF para estimação recursiva dos parâ-
metros do sistema na forma de espaço de estado.
Dessa forma, a motivação para a construção do
algoritmo h́ıbrido foi a estimação recursiva de pa-
râmetros do sistema na forma de espaço de estado,
a partir apenas das entradas e sáıdas do processo,
sendo essa a vantagem sobre os métodos existentes
e forte apelo a aplicações reais.

O artigo se encontra organizado da seguinte
maneira: na seção 2 são apresentados os fun-
damentos da amostragem, filtragem e identifica-
ção do sistema de tempo cont́ınuo. Na seção
3 ilustram-se a metodologia e o estudo de caso,
com as considerações numéricas utilizadas, jun-
tamente com os resultados das simulações. Na
seção 4 desenvolve-se um estudo de caso, na se-
ção 5 apresentam-se os resultados numéricos das
simulações e na seção 6 relata-se as elucidações
constatadas no trabalho.

2 Filtragem e Identificação Direta de
Modelo Cont́ınuo no Tempo

Apresenta-se na subseção 2.1 a formulação e os ar-
ranjos para amostrar e filtrar os sinais de entrada
e sáıda do sistema, na subseção 2.2 são relata-
dos os fundamentos da filtragem de variáveis de
estado, na subseção 2.3 mostra-se o método de fil-
tragem e identificação de modelo linear de tempo

cont́ınuo suavemente variante no tempo (linear,
continuous-time, slowly time-varying - LCTSTV)
e na subseção 2.4 menciona-se sobre o EKF.

2.1 Modelos de Equações Diferenciais

Um modelo de sistema linear e invariante de
tempo cont́ınuo SISO pode assumir a forma de
equação deferencial de coeficientes constantes, ex-
pressa por (Garnier et al., 2008):

dny(t)

dtn
+ a1

dn−1y(t)

dtn−1
+ ...any(t)

= b0
dmu(t)

dtm
+ b1

dm−1u(t)

dtm−1
+ ...bmu(t) + v(t) (1)

sendo d∗(.)
dt∗ o operador diferencial de ordem ∗, u(t)

o sinal de entrada, y(t) o sinal de sáıda, v(t) um
rúıdo aditivo branco e os parâmetros ai e bj , com
i = 1, ...n e j = 0, ...m, parâmetros constantes do
modelo.

A equação 1 pode ser reescrita na forma de
operador diferencial no domı́nio do tempo como:

A(p)y(t) = B(p)u(t) + v(t) (2)

sendo A(p) = pn + a1p
n−1 + ... + an e B(p) =

b0p
m+b1p

m−1+...+bm, com n ≥ m e p o operador
diferencial.

Para qualquer instante de tempo t = tk, a
equação 1 pode ser reescrita na forma de regressão
como:

dny

dtn
= ϕT (tk)θ(tk) + v(tk) (3)

em que ϕ(tk) é o vetor regressor e θ(tk) é o vetor
de parâmetros, definidos por:

ϕT (tk) =
[
−d

n−1y(tk)
dtn−1 ...− y(tk) dmu(tk)

dtm ...u(tk)
]

(4)
e

θT (tk) =
[
a1 ... an b0 ... bm

]
. (5)

No entanto, ao contrário do modelo discreto
de equação a diferenças, onde apenas os dados de
entrada e sáıda amostrados aparecem, o modelo
de equação diferencial 3 contém derivadas tempo-
rais de entrada e sáıda que não estão dispońıveis
como dados de medição na maioria dos casos prá-
ticos. Com isso aumenta a complexidade para a
identificação direta dos parâmetros do modelo.

2.2 Método de Filtragem de Variável de Estado

Considere inicialmente o modelo da equação dife-
rencial 2 sem rúıdo aditivo branco, da forma:

A(p)x(t) = B(p)u(t) (6)

em que x(t) representa a variáveis de sáıda livre
de rúıdo.

Agora se aplica o filtro SVF, em ambos os
lados da equação 6, da forma operacional F (p),



sendo desconsideradas as condições iniciais do
transiente:

A(p)F (p)x(t) = B(p)F (p)u(t) (7)

sendo o referido filtro SVF tipicamente escolhido
na forma operacional:

F (p) =
1

(p+ λ)n
(8)

sendo λ o parâmetro usado para definir a largura
de banda do filtro e n é a ordem do sistema à
identificar.

De maneira expandida a equação 7, pode ser
reescrita como:(

pn + a1p
n−1 + ...+ an

)
F (p)x(t)

=
(
b0p

m + b1p
m−1 + ...+ bm

)
F (p)u(t). (9)

Substituindo a equação 8 em 9 tem-se:(
pn

(p+ λ)n
+ ...+ an

1

(p+ λ)n

)
x(t)

=

(
b0

pm

(p+ λ)n
+ ...+ bm

1

(p+ λ)n

)
u(t) (10)

ou ainda:

(Fn(p) + a1Fn−1(p) + ...+ anF0(p))x(t)

= (b0Fm(p) + ...+ bmF0(p))u(t) (11)

em que Fi(p) para i = 0, 1, ..., n seja um conjunto
de filtros definidos como:

Fi(p) =
pi

(p+ λ)n
. (12)

A equação 11 pode ser expressa por:

x
(n)
f (t) + a1x

(n−1)
f (t) + ...+ anx

(0)
f (t)

= b0u
(m)
f (t) + ...+ bmu

(0)
f (t) (13)

com

x
(i)
f (t) = fi(t)4 x(t) (14)

e

u
(i)
f (t) = fi(t)4 u(t) (15)

sendo que fi(t), para i = 0, 1, ..., n, representa a
resposta ao impulso do filtro definido em 12 e 4
indica a operação de convolução.

As sáıdas dos filtros x
(i)
f (t) e u

(i)
f (t) fornecem

as derivadas temporais pré-filtradas das entradas
e sáıdas na largura de banda de interesse, que po-
dem ser exploradas para estimativas de parâme-
tros do modelo.

2.3 Método Recursivo de Filtragem e Identifica-
ção

Foi proposto em (Padilla et al., 2016) um modelo
alternativo ao apresentado na equação 2, para tra-
tar do caso variante no tempo sujeito a rúıdo. Ele
é expresso como:

A0(p, t)x(t) = B0(p, t)u(t) (16a)

y(tk) = x(tk) + e(tk) (16b)

em que p é o operador diferencial, t é o tempo
cont́ınuo, x(t) é o sinal de sáıda sem rúıdo, u(t)
é o sinal de entrada, tk é o tempo em que são
amostrados os sinais nos k-ésimos instantes e e(tk)
é um rúıdo branco de média nula.

No contexto de identificação, o sistema 16 per-
tence a um conjunto de modelos definido por:

A(p, t, θ)x(t) = B(p, t, θ)u(t) (17a)

y(tk) = x(tk) + e(tk) (17b)

sendo A(p, t, θ) e B(p, t, θ) polinômios em p e com
parâmetros ai e bj , sendo i = 1, ..., n e j = 0, ...,m,
variantes no tempo, dados por:

A(p, t, θ) = pn + a1(t)pn−1 + ...+ an(t) (18a)

B(p, t, θ) = b0p
m + b1(t)pm−1 + ...+ bm(t)

(18b)

sendo n ≥ m e os parâmetros variantes no tempo
podem ser agrupados no vetor de parâmetros da
forma:

θ(t) =
[
a1(t)...an(t) b0(t)...bm(t)

]
. (19)

Para o sistema 17, as seguintes hipóteses de-
vem ser satisfeitas:

(i) os graus n e m dos polinômios A0(p, t) e
B0(p, t), respectivamente, são a priori conhecidos;
e

(ii) o sistema variante no tempo a ser identi-
ficado varia lentamente.

O problema de identificação é para estimar
recursivamente o vetor de parâmetros 19 referente
ao sistema 17 a partir das hipótese listadas acima.

A estimação direta de modelos de tempo con-
t́ınuo requer as derivadas temporais que frequen-
temente não estão dispońıveis. Uma abordagem
para resolver esse problema é usar o filtro SVF
apresentado na equação 8. Quando os parâme-
tros de 17 são constantes, um modelo instantâneo
no k-ésimo instante de amostragem por ser escrito
como:

y(tk) = G(p, θ)u(tk) + e(tk) (20)

em que G(p, θ) é o modelo instantâneo.
Ao aplicar o filtro descrito pela equação 8, de

maneira análoga ao que foi realizado para a obten-
ção da equação 11, obtém-se a seguinte equação:

y
(n)
f (tk) + a1(tk)y

(n−1)
f (tk)

...+ an(tk)yf (tk) = b0(tk)u
(m)
f (tk)

...+ bm(tk)uf (tk) + vf (tk) (21)



em que

vf (tk) = F (p)v(tk) = F (p)A(p)e(tk). (22)

A equação 21 pode ser reescrita como uma
regressão linear semelhante à equação 3, da forma:

y
(n)
f (tk) = ϕTf (tk)θ(tk) + vf (tk) (23)

com vetor regressor filtrado dado por:

ϕTf (tk) = [−y(n−1)f (tk)...− yf (tk)...

...u
(m)
f (tk)...uf (tk)] (24)

e θf (tk) são as estimativas obtidas de forma re-
cursiva com um algoritmo baseado no método dos
mı́nimos quadrados a seguir (Padilla et al., 2016):
Etapa de predição:

θ̂(tk|tk−1) = θ̂(tk−1) (25a)

P (tk|tk−1) = P (tk−1). (25b)

Etapa de correção:

θ̂(tk) = θ̂(tk|tk−1) + L(tk)ε(tk) (26a)

ε(tk) = x
(n)
f (tk)− ϕTf (tk)θ̂(tk|tk−1) (26b)

L(tk) =
P (tk|tk−1)ϕf (tk)

1 + ϕTf (tk)P (tk|tk−1)ϕf (tk)
(26c)

P (tk) = P (tk|tk−1)− L(tk)ϕTf (tk)P (tk|tk−1).

(26d)

O algoritmo 25-26 é chamado de Método RLS-
SVF de busca aleatória.

2.4 Filtro de Kalman Estendido

O EKF é um algoritmo popular para estimação de
parâmetros f́ısicos simultaneamente com as variá-
veis de estado, a partir das medições de entrada
e sáıda do sistema e tem sido utilizado para so-
lução de problemas de aplicações reais (Kowalski
and Wierzbicki, 2007), (Meziane et al., 2008) e
(Rayyam et al., 2015). Para aplicar o EKF, é ne-
cessário um modelo anaĺıtico do sistema a identifi-
car, o qual é linearizado em torno do estado atual.
Na sequência, é realizada a predição de parâme-
tros e estados futuros, assim como a execução da
etapa de correção com os cálculos de ganho, atua-
lização dos estados e da matriz de covariância do
erro.

Para descrição do algoritmo EKF, considere
agora um sistema não linear da forma (Aguirre,
2015):

x(tk+1) = f(x(tk), u(tk), w(tk)) (27a)

y(tk) = h(x(tk)) + v(tk) (27b)

sendo f(x(tk), u(tk), w(tk)) e h(x(tk)) funções
não lineares supostamente conhecidas, sabendo-
se que x(tk) é o vetor de estado, u(tk) é o sinal de

entrada, w(tk) é o rúıdo do sistema, h(x(tk)) é o
sinal de sáıda livre de rúıdo e v(tk) é o rúıdo de
medição.

Lineariza-se o modelo não linear em torno da
estimativa mais recente, a partir das derivadas
parciais da equação 27, da forma:

F (tk) =
∂f(x(tk), u(tk), w(tk))

∂xT (tk)

∣∣∣∣
x(tk)=x̂(tk|tk)

(28a)

H(tk) =
∂h(x(tk))

∂xT (tk)

∣∣∣∣
x(tk)=x̂(tk+1|tk)

(28b)

em que k + 1|k representa a predição no tempo
k + 1 com base nos dados no tempo k.

A implementação do algoritmo EKF é reali-
zada em duas etapas: a etapa de predição e a
etapa de correção. Tais etapas são resumidas a
seguir:

(i) Etapa de predição:

x̂(tk+1|tk) = f(x(tk), u(tk), w(tk)) (29a)

F (tk) =
∂f(x(tk), u(tk), w(tk))

∂xT (tk)

∣∣∣∣
x(tk)=x̂(tk|tk)

(29b)

P̂ (tk+1|tk) = F (tk)P̂ (tk|tk)FT (tk) +Q (29c)

H(tk) =
∂h(x(tk))

∂xT (tk)

∣∣∣∣
x(tk)=x̂(tk+1|tk)

(29d)

(ii) Etapa de correção:

S(tk+1) = H(tk)P̂ (tk+1|tk)HT (tk) +R (30a)

G(tk+1) = P̂ (tk+1|tk)HT (tk) +R (30b)

x̂(tk+1|tk+1) = x̂(tk+1|tk) +G(tk+1)

(y(tk+1)−H(tk)x̂(tk+1|tk)) (30c)

P̂ (tk+1|tk+1) = (I −G(tk+1)H(tk)) P̂ (tk+1|tk)
(30d)

sendo G(tk) é a matriz de ganho de Kalman. Para
executar o algoritmo, são exigidas as condições ini-
ciais x(t0) e P (t0|t0).

Nota-se que no EKF as funções não lineares
f(x(tk), u(tk), w(tk)) e h(x(tk)) apresentadas na
equação 27 são utilizadas, para propagação do ve-
tor de estado e para determinar a sáıda esperada.

3 Metodologia

Nesta seção se disserta sobre o algoritmo h́ıbrido
proposto no artigo. Ilustra-se um diagrama de
blocos para melhor esclarecimento quanto ao fluxo
de informações e quanto aos blocos de processa-
mento.

Considere um sistema cont́ınuo linear multi-
variável variante no tempo, dado por:

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) (31a)

y(t) = C(t)x(t) (31b)



sendo x(t) ∈ Rn é o vetor de estados, u(t) ∈
Rm é o sinal de entrada, y(t) ∈ Rp é o sinal de
sáıda, A(t) ∈ Rn×n é a matriz de transferência
do sistema, B(t) ∈ Rn×m é a matriz de entrada,
C(t) ∈ Rp×n é a matriz de sáıda e t é o tempo
cont́ınuo.

Na figura 1, o sistema a ser identificado se
encontra no interior do retângulo tracejado e no
externo o algoritmo h́ıbrido proposto.

+
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Figura 1: Diagrama de Blocos do sistema real e
algoritmo h́ıbrido.

No algoritmo, ilustrado na figura 1, são medi-
dos apenas os sinais de entrada u(t) e sáıda y(t)
do sistema real, os quais são amostrados, u(tk) e
y(tk), nos respectivos blocos nominados por A/D.
Em seguida os sinais u(tk) e y(tk) são filtrados nos
blocos SV F a partir das equações 14 e 15, sendo
disponibilizados uf e yf ao bloco EKF . No bloco
EKF são realizadas as estimações de estados x̂ do
sistema e de certo vetor de parâmetros Θ̂, seleci-
onado pelo projetista, segundo as equações 29-30.
Por fim, com os sinais de entrada e sáıda filtra-
dos uf e yf , respectivamente, juntamente com o
vetor de estados estimado x̂, executa-se o bloco
RLSSV F para estimação direta de todos os parâ-
metros do modelo em espaço de estado do sistema
cont́ınuo linear multivariável variante no tempo
31, conforme as equações 25-26.

Na próxima seção é apresentado um exemplo
de aplicação do algoritmo e na sequência os resul-
tados e a conclusão do artigo.

4 Estudo de Caso

Para demonstração do algoritmo proposto foi uti-
lizado um benchmark cont́ınuo linear multivariá-
vel variante no tempo com representação de esta-

dos (Ohsumi and Kawano, 2002), expresso por:

ẋ(t) = A(t)x(t) +Bu(t) + w(t) (32a)

y(t) = Cx(t) + v(t) (32b)

em que A(t) =

[
a11(t) a12(t)

1 −1

]
, B =

[
0
1

]
,

w(t) =
[
w1(t) w2(t)

]T
, C =

[
1 0

]
e u(t), w1(t),

w2(t) e v(t) são rúıdos gaussianos. Foram re-
alizadas variações bruscas no parâmetros a11(t)
e a12(t), para análise da robustez do sistema de
identificação h́ıbrido, da seguinte forma:

a11(t) =

{
0 se 0 ≤ t < 1400
0, 2 se t ≥ 1400

(33)

e

a12(t) =

{
−0.5 se 0 ≤ t < 800
−0.7 se t ≥ 800

(34)

sendo a duração da simulação 2000 segundos. A
resposta do benchmark foi simulada utilizando
u(t), w1(t), w2(t) e v(t) rúıdos gaussianos de mé-
dias nulas e variâncias de 0.1, 0.05, 0.05 e 0.05, res-
pectivamente, e descorrelacionados. Assim, a par-
tir da excitação persistente do sistema cont́ınuo,
realizou-se a amostragem dos sinais de entrada e
de sáıda para execução da filtragem e estimação
dos parâmetros.

Discretizou-se o sistema 32, dada por
(Rayyam et al., 2015):

Ak = eAτ ≈ I +Aτ (35a)

Bk = Bτ (35b)

Ck = C; (35c)

onde τ é a taxa de amostragem dos sinais de en-
trada u(t) e sáıda y(t). A equação 32 na forma 35,
realiza a propagação dos estados do sistema real
nos instantes de tempo amostrados em tk = t, cuja
constituição do sistema discreto fica da forma:

x(tk+1) =

[
1 + a11(tk)τ a12(tk)τ

a21τ 1− a22τ

]
x(tk)

...+

[
b11τ
b21τ

]
u(tk) + w(tk) (36a)

y(tk) =
[
c11 c12

]
x(tk) + v(tk) (36b)

sendo a frequência de corte λ = 0, 1.
A partir do sistema discretizado 36,

selecionaram-se os parâmetros variantes de
interesse a11(tk) e a12(tk), para constituição do
vetor de estados ampliado, expressado por:

X(tk) =
[
x(tk) a11(tk) a12(tk)

]T
(37)

sendo x(tk) =
[
x1(tk) x2(tk)

]T
. Em seguida,

manipulou-se a equação 36 para obter a forma 27,
dada por:

f(x(tk), u(tk), w(tk)) =

x(tk+1)
a11(tk)
a12(tk)

 (38)



e

h(x(tk)) =
[
1 0 0 0

]
X(tk). (39)

Executaram-se as derivadas parciais, con-
forme equação 28, referente as equações 38 e 39,
sendo essas aplicadas ao EKF 29-30.

Ao executar o algoritmo h́ıbrido, considerou-
se o sistema cont́ınuo real 32, cujas estimativas ob-
tidas em cada recursão são apresentadas na forma
numérica a seguir.

5 Resultados Simulados

Nas figuras 2 e 3 é apresentado o comporta-
mento dos valores da matriz A do benchmark
apresentado na equação 32, em função do tempo.
Impõem-se variações bruscas nos parâmetros a11
e a12 conforme indicado em 33 e 34, respectiva-
mente. Assim, é percept́ıvel a rápida convergên-
cia para os valores próximos aos nominais, mesmo
os parâmetros variantes no tempo com uma boa
exatidão.
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Figura 2: Identificação dos parâmetros a11 e a21
da matriz de transferência do sistema, A(t), atra-
vés do Algoritmo Hı́brido proposto.

Na figura 4 são apresentados os resultados da
estimação dos elementos da matriz B, os quais
também convergem aos valores nominais do sis-
tema.

Na figura 5 são ilustrados os resultados nu-
méricos da estimação dos elementos da matriz C,
sendo observado que os valores convergem em pou-
cas recursões aos valores do sistema real.

Na figura 6, ilustra-se um recorte das sáıdas
dos sistemas cont́ınuo e estimado, na região da
mudança do parâmetro a12. Constataram-se dife-
renças sutis em cada um dos valores das sáıdas cor-
respondentes, por exemplo, no instante de tempo
811s, os valores das sáıdas são 0, 04162 e 0, 03961
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Figura 3: Identificação dos parâmetros a12 e a22
da matriz de transferência do sistema, A(t), atra-
vés do Algoritmo Hı́brido proposto.
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Figura 4: Identificação dos parâmetros b11 e b21
da matriz de entrada do sistema, B, através do
Algoritmo Hı́brido.

para o sistema cont́ınuo e estimado, respectiva-
mente.

6 Conclusão

No artigo foi apresentado um algoritmo h́ıbrido
composto por três estágios para amostrar, filtrar e
estimar os estados e os parâmetros de um sistema
dinâmico cont́ınuo variante no tempo na forma de
espaço de estados. A partir do método proposto
neste artigo é posśıvel a determinação recursiva de
parâmetros f́ısicos de sistemas cont́ınuos MIMO
através de medições amostradas de suas entradas
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Figura 5: Identificação dos parâmetros c11 e c12
da matriz de sáıda do sistema, C, através do Al-
goritmo Hı́brido.
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Figura 6: Sáıdas dos sistemas cont́ınuo e estimado
pelo EKF.

e sáıdas.

O algoritmo h́ıbrido apresentado neste artigo,
é capaz de realizar a amostragem, filtragem e iden-
tificação recursiva off-line ou on-line, conforme a
necessidade do projetista. Tal algoritmo é aplicá-
vel na forma de espaço de estados, o qual vai ao
encontro de formulações avançadas no contexto de
engenharia.

A partir do exemplo proposto, observou-se
uma boa exatidão na estimação dos parâmetros
do benchmark estudado, a qual se encontra asso-
ciada reversamente a frequência de corte do filtro.
Como trabalhos futuros se espera: (i) identificar
sistemas MIMO; (ii) aplicar o algoritmo à identi-
ficação de parâmetros de sistemas teleoperados; e
(iii) desenvolver algoritmos de controle adaptati-
vos indiretos.
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