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Abstract— This paper deals with the control design problem of a full-order switched dynamical controller
along with an output-dependent switching function for continuous-time switched affine systems. More specifically,
the controller and the function must be designed in order to assure global asymptotic stability of a desired
equilibrium point, as well as a guaranteed H2 or H∞ performance index. The design conditions are expressed in
terms of linear matrix inequalities, and do not require any stability property of each isolated subsystem. The
theory is illustrated by an academic example comprised of three third order non-controllable subsystems where no
stable convex combination exists, indicating that the independent action of the control input and the switching
function cannot assure stability of the overall system, reinforcing the importance of the joint action of both control
structures, the controller and the switching function.

Keywords— Switched Affine Systems, Output-Feedback Control, H2 and H∞ Performance, Linear Matrix
Inequalities.

Resumo— Este artigo trata do projeto de um controlador dinâmico de ordem completa e de uma regra de
comutação dependente da saída para sistemas afins com comutação a tempo contínuo. Mais especificamente, o
controlador e a regra devem ser projetados de forma a assegurar estabilidade assintótica global de um ponto de
equilíbrio desejado, assim como um custo garantido H2 ou H∞ de desempenho. As condições de projeto são
descritas em termos de desigualdades matriciais lineares e não exigem nenhuma propriedade de estabilidade dos
subsistemas isolados. A teoria é ilustrada por um exemplo acadêmico composto de três subsistemas de terceira
ordem não-controláveis sem qualquer combinação convexa estável, indicando que a ação isolada da entrada de
controle e da função de comutação não é capaz de assegurar estabilidade do sistema global, portanto, reforçando
a importância da ação conjunta de ambas as estruturas de controle, o controlador e a função de comutação.

Palavras-chave— Sistemas Afins com Comutação, Controle via Realimentação de Saída, Desempenho H2 e
H∞, Desigualdades Matriciais Lineares.

1 Introdução

Sistemas com comutação e suas aplicações têm re-
cebido bastante atenção da comunidade científica
nos últimos anos. Sendo uma importante subclasse
dos sistemas híbridos, eles são compostos de um
conjunto de subsistemas e uma função de comuta-
ção que seleciona a cada instante de tempo um dos
subsistemas. Esta função, também conhecida como
regra de comutação, pode ser arbitrária, depen-
dente do tempo, ou uma variável de controle a ser
projetada. É interessante observar que uma regra
adequada pode garantir estabilidade do sistema,
mesmo no caso em que todos seus subsistemas são
instáveis. Além disso, quando estritamente con-
sistente, ela melhora o desempenho H2 e H∞ do
sistema com comutação comparado àquele de cada
subsistema isolado, veja (Geromel et al., 2013). Os
livros (Liberzon, 2003) e (Sun, 2006) e o artigo
(Shorten et al., 2007) são referências básicas sobre
o tema.

Sistemas afins com comutação formam uma
subclasse dos sistemas com comutação com grande
interesse prático, pois modelam diretamente o
comportamento de vários conversores de potên-
cia, como os abordados nas referências (Cardim
et al., 2009), (Deaecto, 2016) e (Egidio et al., 2017).
Esta subclasse de sistemas é caracterizada pela pre-

sença de termos afins, responsáveis pela existência
de vários pontos de equilíbrio, o que impõe maior
dificuldade no projeto de controladores quando
comparada aos sistemas lineares. Várias referên-
cias tratam do controle de sistemas afins com co-
mutação, sejam baseadas somente em uma regra
de comutação estabilizante dependente do estado,
como em (Bolzern and Spinelli, 2004), (Trofino
et al., 2012) e (Scharlau et al., 2014), ou baseadas
na atuação conjunta de uma regra de comutação
e de uma entrada de controle dependentes do es-
tado, veja (Deaecto and Santos, 2015). A litera-
tura também apresenta resultados relacionados ao
projeto de uma regra de comutação estabilizante
dependente da saída medida, como em (Yoshimura
et al., 2013), (Deaecto, 2016) e (Egidio, 2016). Al-
gumas destas referências abordam a otimização
de critérios de desempenho H2 e H∞, enquanto
outras tratam exclusivamente de estabilidade. No
entanto, segundo o nosso conhecimento, o projeto
conjunto de uma regra de comutação estabilizante
e uma entrada de controle dependentes da saída
medida foi realizado somente para sistemas linea-
res, veja (Deaecto et al., 2011).

Assim, o presente artigo generaliza os resulta-
dos recentes de (Deaecto, 2016) de forma a levar
em conta o projeto conjunto de duas estruturas
de controle, a saber, um controlador dinâmico de



ordem completa e uma função de comutação de-
pendentes somente da saída medida, para sistemas
afins com comutação a tempo contínuo. O pro-
jeto deve ser realizado com o objetivo de otimizar
índices de desempenho H2 e H∞ e é baseado em
condições expressas em termos de desigualdades
matriciais lineares, do inglês Linear Matrix Inequa-
lities (LMIs). Como será ilustrado através de um
exemplo acadêmico, nenhuma propriedade de esta-
bilidade é exigida de cada subsistema isolado. Este
exemplo consiste de três subsistemas de terceira
ordem instáveis, não-controláveis, e sem qualquer
combinação convexa estável entre suas matrizes
dinâmicas, indicando que a ação isolada da entrada
de controle ou da função de comutação não é capaz
de estabilizar o sistema global, reforçando assim
a importância da atuação conjunta de ambas as
estruturas de controle.

A notação utilizada ao longo deste texto é
usual. Para matrizes quadradas, tr (·) indica a
função traço. Para vetores ou matrizes reais, (T )
refere-se à sua transposta. Para matrizes simétri-
cas, (•) indica seus blocos simétricos. Para uma
matriz real X, He {X} define o operador hermi-
tiano He {X} := X + XT . O símbolo R repre-
senta o conjunto de números reais. O conjunto
K = {1, · · · , N} é composto pelos primeiros N
números naturais positivos. Para qualquer matriz
simétrica, X � 0 (X � 0) denota uma matriz
(semi)definida positiva. O simplex unitário com-
posto de todos os vetores não negativos λ ∈ RN tal
que

∑
i∈K λi = 1 é indicado por ΛN . A combina-

ção convexa de matrizes {X1, · · · , XN} é indicada
por Xλ =

∑
i∈K λiXi, para algum λ ∈ ΛN . Uma

matriz quadrada é dita ser Hurwitz se seus auto-
valores se situarem na região aberta Re{s} < 0 do
plano complexo. Finalmente, L2 define o conjunto
de trajetórias quadraticamente integráveis.

2 Definição do Problema

Considere o sistema afim com comutação com a
seguinte realização no espaço de estados

ẋ(t) = Aσx(t) +Bσu(t) +Hσw(t) + bσ

y(t) = Cσx(t) +Dσw(t)
z(t) = Eσx(t) + Fσu(t) +Gσw(t)

(1)

evoluindo de condições iniciais x(0) = xe com
x(t) ∈ Rnx sendo o vetor de estados, não dispo-
nível para realimentação, w(t) ∈ Rnw a pertur-
bação externa, u(t) ∈ Rnu a entrada de controle,
y(t) ∈ Rny a saída medida, z(t) ∈ Rnz a saída
de desempenho e σ(y) : Rny → K a função de
comutação a ser projetada, que seleciona um dos
N subsistemas, a cada instante de tempo.

O sistema com comutação possui vários pontos
de equilíbrio sempre que bi 6= 0, para algum i ∈ K.
O conjunto de pontos de equilíbrio alcançáveis

pode ser definido da seguinte forma

Xe = {xe ∈ Rnx : xe = −A−1
λ bλ, λ ∈ Λ} (2)

É possível mover o ponto de equilíbrio xe ∈ Xe

para a origem a partir da mudança de variável
ξ(t) = x(t)− xe, o que resulta no seguinte sistema
equivalente

ξ̇(t) = Aσξ(t) +Bσu(t) +Hσw(t) + `σ

ye(t) = Cσξ(t) +Dσw(t)
ze(t) = Eσξ(t) + Fσu(t) +Gσw(t)

(3)

com `i = Aixe + bi,∀i ∈ K, sendo o novo termo
afim, ye(t) = y(t)− Cσxe, ze(t) = z(t)− Eσxe as
saídas transladadas e ξ(0) = 0. Note que quando
xe ∈ Xe para algum λ ∈ Λ, temos `λ = 0.

O objetivo deste trabalho consiste em deter-
minar um esforço de controle u(t) a partir de um
controlador dinâmico dependente de y(t) e uma
função de comutação σ(y) : Rny → K de maneira
a garantir estabilidade assintótica global do ponto
de equilíbrio ξ = 0. Dessa maneira, é proposto um
controlador afim com comutação de ordem com-
pleta Cσ com representação em espaço de estado
dada por

˙̂
ξ(t)=Âσ ξ̂(t)+B̂σye(t)+ˆ̀

σ , ξ̂(0)=0
u(t)= Ĉσ ξ̂(t)

(4)

onde ξ̂(t) ∈ Rnx é o vetor de estados do controlador
e u(t) ∈ Rnu é o esforço de controle. Note que
o controlador Cσ é fundamental na estrutura de
controle proposta, pois além de fornecer a lei de
controle u(t) para a planta, disponibiliza seu estado
ξ̂ para sintetizar a função de comutação σ(·). Além
disso, as condições de projeto devem levar em conta
a otimização de índices de desempenho H2 e H∞
que foram definidos em (Geromel et al., 2013) como
apresentados a seguir:

• Índice de desempenho H2: Para subsiste-
mas estritamente próprios (Gi = 0, ∀i ∈ K),
a saída ze,k(t) associada à perturbação do
tipo impulsiva w(t) = δ(t)ψk, com vetores
ψk, k ∈ {1, . . . , nw}, formando a base padrão,
permite definir o índice H2 como

J2(σ, Cσ) =
nw∑
k=1
‖ze,k(t)‖22 (5)

• Índice de desempenho H∞: Para a saída
ze(t) associada a perturbações w(t) ∈ L2,
w(t) 6= 0, o índice H∞ é definido como

J∞(σ, Cσ) = sup
0 6=w∈L2

‖ze(t)‖22
‖w(t)‖22

< ρ (6)

para um ρ > 0 dado.



Conectando o controlador (4) no sistema (3)
e definindo o vetor de estados aumentado ξ̃(t) =
[ξ(t)T ξ̂(t)T ]T ∈ R2nx , obtemos

˙̃ξ(t) = Ãσ ξ̃(t) + H̃σw(t) + ˜̀
σ

ze(t) = Ẽσ ξ̃(t) + G̃σw(t)
(7)

com ξ̃(0) = 0 e matrizes dadas por

Ãi=
[
Ai BiĈi
B̂iCi Âi

]
, ˜̀

i=
[
`i
ˆ̀
i

]
, H̃i=

[
Hi

B̂iDi

]
Ẽi =

[
Ei FiĈi

]
, G̃i = Gi

(8)

Antes de prosseguirmos, três resultados importan-
tes referentes ao custo garantido H2 e H∞ para
sistemas afins com comutação são emprestados
da literatura. O presente lema, introduzido em
(Deaecto et al., 2010), apresenta o resultado para
o caso H2.

Lema 1 Considere o sistema afim com comutação
(3) com Gi = 0, ∀i ∈ K, e um certo xe ∈ Xe dado,
com seu vetor λ0 ∈ Λ associado. Se existirem
matrizes P = PT � 0 e Qi = QTi , i ∈ K, tais que

ATi P + PAi + ETi Ei +Qi ≺ 0, i ∈ K
Qλ0 � 0

(9)

então a seguinte regra de comutação

σ(ξ) = arg min
i∈K
−ξTQiξ + 2ξTP`i (10)

torna o ponto de equilíbrio ξ = 0 globalmente as-
sintoticamente estável e assegura o custo garantido

J2(σ) < tr
(
HT
σ(0)PHσ(0)

)
(11)

Prova: A prova segue da definição do custo garan-
tido disponível em (Deaecto et al., 2010)

‖ze(t)‖22 < ξT0 Pξ0 (12)

que foi obtido para o sistema (3) com w(t) = 0
e ξ(0) = ξ0. Note que este sistema com ξ(0) =
Hσ(0)ψk é equivalente à (3) sempre que a pertur-
bação impulsiva w(t) = δ(t)ψk for considerada.
Dessa forma, através de um procedimento similar
ao realizado em (Geromel et al., 2008), tem-se

J2(σ) =
nw∑
k=1
‖ze,k(t)‖22 <

nw∑
k=1

ξT (0)Pξ(0)

=
nw∑
k=1

ψTkH
T
σ(0)PHσ(0)ψk

= tr
(
HT
σ(0)PHσ(0)

)
(13)

Onde ze,k(t) é associado à w(t) = δ(t)ψk. A prova
está concluída. 2

Já o seguinte lema, apresentado em (Deaecto and
Santos, 2015), introduz um limitante superior para
o índice de desempenho H∞ quando considera-se
que a perturbação não pode ser medida.

Lema 2 Considere o sistema afim com comutação
(3) e um certo xe ∈ Xe dado, com seu vetor λ0 ∈ Λ
associado. Se existirem matrizes P = PT � 0,
Qi = QTi , i ∈ K e ρ > 0, tais queATi P + PAi +Qi • •

HT
i P −ρI •
Ei Gi −I

 ≺ 0

Qλ0 � 0

(14)

então a regra de comutação (10) torna o ponto
de equilíbrio ξ = 0 globalmente assintoticamente
estável e assegura o custo garantido

J∞(σ) < ρ (15)

Prova: A Prova está disponível no Teorema 1 de
(Deaecto and Santos, 2015). 2

O próximo lema, também introduzido em (Deaecto
and Santos, 2015), estabelece um limitante supe-
rior para o índice de desempenho H∞ mas agora
considerando que a perturbação pode ser medida
ou estimada.

Lema 3 Considere o sistema afim com comutação
(3) e um certo xe ∈ Xe dado, com seu vetor λ0 ∈ Λ
associado. Se existirem matrizes P = PT � 0 e
um escalar ρ > 0, tais que∑

i∈K
λ0,iLi(ρ, P ) ≺ 0 (16)

com

Li(ρ, P )=
[
ATi P+PAi+ETi Ei •
HT
i P+GTi Ei −ρI+GTiGi

]
(17)

então a seguinte regra de comutação

σ(ξ,w)=arg min
i∈K

[
ξ
w

]T
Li(ρ, P )

[
ξ
w

]
+2ξTP`i (18)

torna o ponto de equilíbrio ξ = 0 globalmente as-
sintoticamente estável e assegura o custo garantido

J∞(σ) < ρ (19)

Prova: A Prova está disponível no Teorema 3 de
(Deaecto and Santos, 2015). 2

Na próxima seção, estes resultados são generali-
zados para tratar o projeto conjunto de um con-
trolador dinâmico e de uma regra de comutação
dependentes da saída medida, de forma a assegurar
um custo garantido H2 ou H∞, o que representa
nosso objetivo principal neste artigo.



3 Resultados Principais

Nesta seção nosso objetivo é satisfazer as condições
dos Lemas 1 a 3 apresentados na seção anterior
para o sistema aumentado (7) levando em conta
que o estado ξ ∈ Rnx não está disponível para
realimentação. Para tanto, considere as variáveis
matriciais P̃ , P̃−1, Q̃i e ˆ̀

i cujas estruturas são
introduzidas a seguir

P̃ =
[
Y V

V T Ŷ

]
, P̃−1 =

[
X U

UT X̂

]
, Q̃i=

[
0 0
0 Q̂i

]
ˆ̀
i = −V −1Y `i

(20)

para todo i ∈ K, de maneira que as seguintes
relações asseguram que P̃−1P̃ = I:

XY + UV T = I, XV + UŶ = 0
UTY + X̂V T = 0, UTV + X̂Ŷ = I

(21)

A escolha de Q̃i e ˆ̀
i é fundamental para fazer com

que a regra de comutação (10), quando aplicada
ao sistema aumentado (7), seja expressa sem a
dependência do estado do sistema, ou seja

σ(ξ̂)=arg min
i∈K
−ξ̂T Q̂iξ̂+2ξ̂TU−1`i (22)

onde foi utilizado do fato que Ŷ = −U−1XV e
V T = U−1(I −XY ).

3.1 Projeto de Controle H2

Nesta seção será introduzido um teorema que segue
da generalização do Lema 1 aplicado no sistema
aumentado (7) e garantindo um limitante superior
para o índice J2 definido em (5). É assumido que
Gi = 0, ∀i ∈ K, de forma a tratarmos somente
subsistemas estritamente próprios.

Teorema 1 Considere o sistema afim com comu-
tação (7) e um certo xe ∈ Xe dado, com seu vetor
λ0 ∈ ΛN associado. Se existirem matrizes simé-
tricas X, Y , S, Ri e matrizes Li e Wi, para todo
i ∈ K, tais que

Rλ0 � 0 (23)[
He {AiX+BiWi}+Ri •

EiX+FiWi −I

]
≺ 0, ∀i ∈ K (24)

He {Y Ai + LiCi}+ ETi Ei ≺ 0, ∀i ∈ K (25) S • •
Hj X •

Y Hj + LjDj I Y

 � 0 (26)

com j = σ(0), então a regra de comutação

σ(ξ̂) = arg min
i∈K
−ξ̂T Q̂iξ̂ + 2ξ̂TX−1`i (27)

em conjunto com o controlador (4), cujas matrizes
são dadas por

Âi=(Y −X−1)−1(Y Ai+Y BiWiX
−1+

+ LiCi +ATi X
−1+ETi Ei+ETi FiWiX

−1)
B̂i=−(Y −X−1)−1Li

Ĉi=WiX
−1

ˆ̀
i=(Y −X−1)−1Y `i

Q̂i=X−1RiX
−1

(28)

asseguram estabilidade assintótica global do ponto
de equilíbrio xe ∈ Xe e o custo garantido H2

J2(σ, Cσ) < tr (S) (29)

para o sistema.

Prova: A prova é baseada na demonstração da
validade do Lema 1 sempre que as condições do
Teorema 1 são satisfeitas. Considere a primeira de-
sigualdade em (9) aplicada ao sistema aumentado
(7), multiplicada pela matriz de transformação

Γ̃ =
[
X I
UT 0

]
(30)

como mostrado

He
{

Γ̃T ÃTi P̃ Γ̃
}

+ Γ̃T ẼTi ẼiΓ̃ + Γ̃T Q̃iΓ̃ ≺ 0 (31)

Considerando as matrizes definidas em (20) e de-
notando Ri = UQ̂iU

T , Li = V B̂i e Wi = ĈiU
T

temos

Γ̃T P̃ ÃiΓ̃ =
[
AiX+BiWi Ai

Vi Y Ai+LiCi

]
ẼiΓ̃ =

[
EiX + FiWi Ei

]
Γ̃T Q̃iΓ̃ =

[
Ri 0
0 0

] (32)

com Vi = Y AiX + Y BiWi + LiCiX + V ÂiU
T .

Note que substituindo (32) em (31) e escolhendo
Âi como em (28), o bloco matricial (2, 1) obtido
após a substituição é nulo e as diagonais principais
são exatamente as condições (24) e (25) do teo-
rema. Logo, se elas são satisfeitas, então a primeira
desigualdade em (9) é verificada. Além disso, a de-
sigualdade (23) é satisfeita se e somente se Q̃λ0 � 0,
assim satisfazendo a segunda desigualdade em (9).
Escolhendo, sem perda de generalidade, U = X
temos de (21) que V = X−1 − Y , obtendo de (22)
a função de comutação (27) e as identidades (28).
Observe também que (26) garante P̃ � 0, já que
pode também ser escrita como[

S •
Γ̃T P̃ H̃j Γ̃T P̃ Γ̃

]
� 0 (33)

onde

Γ̃TP̃ H̃j=
[

Hj

Y Hj+LjDj

]
, Γ̃TP̃ Γ̃=

[
X •
I Y

]
(34)



Finalmente, multiplicando-se à esquerda da de-
sigualdade acima por diag(I, (Γ̃T )−1), à direita
por sua transposta, e subsequentemente aplicando
o complemento de Schur com respeito à P̃ , ob-
temos S � H̃T

j P̃ H̃j . Assim, a desigualdade
J2(σ, Cσ) < tr (S) é garantida como no Lema 1.
A prova está concluída. 2

Comentário 1 Note que as desigualdades em
(24) não requerem que as matrizes de malha fe-
chada Ai + BiKc,i, i ∈ K, com Kc,i = WiX

−1,
sejam estáveis, visto que as matrizes Ri são indefi-
nidas em sinal. Na verdade, as desigualdades (23)
junto com (24) são equivalentes a∑
i∈K

λ0,i
(
He {Am,iX}+XE′m,iEm,iX

)
≺ 0 (35)

com Am,i = Ai + BiKc,i e Em,i = Ei + FiKc,i

e, portanto, a combinação convexa das matrizes
de malha fechada devem ser Hurwitz como uma
condição necessária para a factibilidade. Neste
sentido, o resultado aqui apresentado generaliza as
condições existentes na literatura, como por exem-
plo as propostas em (Yoshimura et al., 2013) e
(Deaecto, 2016), pois pode assegurar estabilidade
assintótica global nos casos em que cada subsistema
é não-estabilizável e não existe combinação convexa
estável das matrizes Ai,∀i ∈ K. Em outras pala-
vras, levando em conta os resultados existentes, as
condições do Teorema 1 podem assegurar estabili-
dade nos casos em que a entrada de controle u(t) e
a função de comutação σ(t) são ineficazes atuando
isoladamente. Por outro lado, as desigualdades
(25) exigem que as matrizes em malha fechada
Ai+Ko,iCi, com Ko,i = Y −1Li ∀i ∈ K sejam qua-
draticamente estáveis. Porém, esta condição não é
muito restritiva visto que ela está totalmente desa-
coplada de (24), pois as matrizes de Lyapunov de
ambas são diferentes, e os novos ganhos matriciais
Ko,i são dependentes de índice. Finalmente, note
que σ(0) pode ser escolhido de forma a otimizar
o índice de desempenho H2 ou pode ser aquele de
pior caso, o que possibilita que o projeto do contro-
lador seja robusto quanto à condição inicial σ(0),
veja (Geromel et al., 2008) para maiores detalhes.

3.2 Projeto de Controle H∞
Nesta subseção tratamos da generalização dos Le-
mas 2 e 3 para o projeto do controlador e da regra
de comutação que asseguram um custo garantido
H∞ de desempenho. Primeiramente, vamos consi-
derar que a perturbação w(t) ∈ L2 não pode ser
medida e generalizar as condições do Lema 2 para
o caso de controle via realimentação de saída.

Teorema 2 Considere o sistema afim com comu-
tação (7) e um certo xe ∈ Xe dado, com seu vetor
λ0 ∈ ΛN associado. Se existirem matrizes simé-
tricas X, Y , Ri, matrizes Li e Wi, ∀i ∈ K e um

escalar ρ > 0, tais que

Rλ0 � 0 (36)[
X •
I Y

]
� 0 (37)He {AiX +BiWi}+Ri • •

HT
i −ρI •

EiX + FiWi Gi −I

 ≺ 0 (38)

He {Y Ai + LiCi} • •
HT
i Y +DT

i L
T
i −ρI •

Ei Gi −I

 ≺ 0 (39)

para todo i ∈ K, então a regra de comutação (27)
em conjunto com o controlador (4), cujas matrizes
B̂i, Ĉi, ˆ̀

i e Q̂i são dadas em (28) e

Âi=(Y −X−1)−1(Y Ai+Y BiWiX
−1+

+ LiCi +ATi X−1+ETi Ei+
+ ETi FiWiX

−1 +Mi(ρI−GTiGi)−1Ni

(40)

com Mi = Y Hi+LiDi+ETi Gi e Ni = HT
i X

−1 +
GTiEi+GTi FiWiX

−1, asseguram estabilidade assin-
tótica global do ponto de equilíbrio xe ∈ Xe e o
custo garantido H∞

J∞(σ, Cσ) < ρ (41)

para o sistema.

Prova: De maneira similar ao Teorema 1, a prova
consiste em demonstrar a validade do Lema 2 para
o sistema aumentado (7) quando as condições do
Teorema 2 são válidas. Assim, multiplicando à
esquerda da primeira desigualdade em (14) por
diag(Γ̃T , I, I) e à direita pela sua transposta, utili-
zando as identidades (21) e (34), que por sua vez
foram obtidas a partir das matrizes (20) e (30),
obtemos

He {AiX+BiWi}+Ri •
Vi+ATi He {Y Ai+LiCi}
HT
i HT

i Y+DT
i L

T
i

EiX+FiWi Ei

• •
• •
−ρI •
Gi −I

≺0 (42)

onde Vi, Ri, Wi e Li foram introduzidos na prova
do Teorema 1. Aplicando o complemento de Schur
em (42) com respeito às duas últimas linhas e co-
lunas, pode ser verificado que o bloco (2, 1) da
desigualdade resultante se torna nulo após utilizar
Âi dado em (40), lembrando que podemos escolher
U = X o que implica de (21) em V = X−1 − Y .
Além disso, note que aplicando o complemento de
Schur de maneira apropriada aos blocos (1, 1) e
(2, 2) da desigualdade resultante, tem-se que es-
tes são equivalentes às desigualdades (38) e (39),



respectivamente. Consequentemente, a desigual-
dade (42) é satisfeita, já que ambos os blocos são
definidos negativos. Note também que a desigual-
dade (37) assegura P̃ � 0. Finalmente, temos que
Rλ0 � 0 é satisfeita se e somente se Q̃λ0 � 0 e a
regra de comutação (27) se origina de (10) após
ser feita a escolha de ˆ̀

i em (28), como comentado
no Teorema 1. Dessa forma, assim como no Lema
2, o limitante superior J∞(σ, Cσ) < ρ é verificado,
concluindo assim a prova do teorema. 2

As mesmas observações sobre abrangência dos re-
sultados realizadas logo após o Teorema 1 são váli-
das no presente caso. Mais especificamente, o Teo-
rema 2 generaliza os resultados de (Deaecto, 2016)
pois leva em conta o projeto simultâneo de duas
variáveis de controle. Entretanto, sempre que a
entrada externa puder ser medida ou estimada,
condições menos conservadoras podem ser obtidas,
como apresentado no próximo teorema.

Teorema 3 Considere o sistema afim com comu-
tação (7) e um certo xe ∈ Xe dado, com seu vetor
λ0 ∈ ΛN associado. Se existirem matrizes simétri-
cas X, Y , Ri, Zi, matrizes Ji, Li e Wi, ∀i ∈ K e
ρ > 0, satisfazendo (37),[

Rλ0 •
JTλ0

Zλ0

]
� 0 (43)

He {AiX+BiWi}+Ri • •
HT
i + JTi −ρI+Zi •

EiX + FiWi Gi −I

 ≺ 0 (44)

He {Y Ai + LiCi} • •
HT
i Y +DT

i L
T
i −ρI + Zi •

Ei Gi −I

 ≺ 0 (45)

então a regra de comutação

σ(ξ̂, w) = arg min
i∈K
−
[
ξ̂
w

]T
Qi
[
ξ̂
w

]
+ 2ξ̂TX−1`i (46)

com
Qi =

[
X−1RiX

−1 •
JTi X

−1 Zi

]
(47)

em conjunto com o controlador (4), cujas matrizes
B̂i, Ĉi e ˆ̀

i são dadas em (28) e

Âi=(Y −X−1)−1(Y Ai+Y BiWiX
−1+

+LiCi +ATi X
−1+ETi Ei+ (48)

+ETi FiWiX
−1+Mi(ρI−GTiGi−Zi)−1Ni

com Mi = Y Hi+LiDi+ETi Gi e Ni = HT
i X

−1 +
JTi X

−1 +GTiEi +GTi FiWiX
−1, asseguram esta-

bilidade assintótica global do ponto de equilíbrio
xe ∈ Xe e o custo garantido (41) para o sistema.

Prova: Para demonstrar que o Lema 3 é satis-
feito sempre que as condições do Teorema 3 são

verificadas, vamos primeiramente definir a matriz
estruturada

Q̃a,i =
[
Q̃i

˜̄Qi
˜̄QTi Zi

]
=

 0 0 0
0 Q̂i Q̄i
0 Q̄Ti Zi

 (49)

Observe que as desigualdades (16) aplicadas ao
sistema aumentado (7) são equivalentes à desigual-
dade Q̃a,λ0 � 0 junto com

L̃i(ρ, P̃ ) + Q̃a,i ≺ 0, ∀i ∈ K (50)

com Q̂i ∈ Rnx×nx , Q̄i ∈ Rnx×nw e Zi ∈ Rnw×nw ,
veja (Geromel and Deaecto, 2014) para maiores
detalhes. Como ficará evidente, a estrutura im-
posta para Q̃a,i é fundamental para que a função
de comutação seja independente do estado ξ ∈ Rnx

que está indisponível. Reescrevendo (50) comoHe
{
P̃ Ãi

}
+Q̃i • •

H̃T
i P̃+ ˜̄QTi −ρI+Zi •
Ẽi G̃i −I

 ≺ 0 (51)

multiplicando esta desigualdade à esquerda por
diag(Γ̃T , I, I) e à direita pela sua transposta e uti-
lizando as identidades (21) e (34), obtemos a desi-
gualdade (42), mas modificada comHT

i +JTi → HT
i

em (3, 1) e −ρI+Zi → −ρI em (3, 3), que decorre
de ˜̄QTi Γ̃ = [JTi 0] com JTi = Q̄Ti U

T . Seguindo
procedimento idêntico ao realizado na prova do Te-
orema 2, temos que após aplicar sucessivamente o
complemento de Schur com relação às duas últimas
linhas e colunas desta desigualdade modificada, e
considerando as matrizes Vi, Ri, Wi, Li introduzi-
das na prova do Teorema 1 com a escolha U = X,
a matriz Âi dada em (48) faz com que o elemento
(2, 1) da LMI resultante seja nulo e as desigual-
dades (44) e (45) asseguram que a sua diagonal
principal seja definida negativa, portanto, as con-
dições do Lema 3 são satisfeitas. Finalmente, a
regra de comutação (46) é obtida do fato de que

σ(ξ̃,w)=arg min
i∈K

[
ξ̃
w

]T
L̃i(ρ, P̃ )

[
ξ̃
w

]
+2ξ̃TP̃ ˜̀

i

=arg min
i∈K
−
[
ξ̃
w

]T
Q̃a,i

[
ξ̃
w

]
+2ξ̃TP̃ ˜̀

i

= arg min
i∈K
−
[
ξ̂
w

]T
Qi
[
ξ̂
w

]
+ 2ξ̂TX−1`i

que decorre da estrutura da matriz Q̃a,i definida
em (49) e da escolha de ˆ̀

i em (28). A prova está
concluída. 2

Este teorema é uma generalização dos resultados
de (Deaecto, 2015) de forma a contemplar o projeto
conjunto de duas estruturas de controle, enquanto
que na referência (Deaecto, 2015), apenas o pro-
jeto de uma regra de comutação foi levado em
consideração. Como mencionado em (Gahinet and



Apkarian, 1994), deve-se salientar que a otimiza-
ção de desempenho H∞ em problemas descritos
em termos de LMIs pode levar a soluções com
matrizes mal-condicionadas. Para contornar este
problema, em ambos os Teoremas 2 e 3, podemos
fornecer ρ > 0 fixo e minimizar tr

(
(Y −X−1)−1)

já que este termo aparece nas matrizes dinâmicas
Âi, ∀i ∈ K do controlador. Isto pode ser feito
resolvendo o problema de otimização

inf
Ψ

tr (S) (52)

sujeito a :

S • •
I Y •
0 I X

 � 0 (53)

e às condições apresentadas nos Teoremas 2 ou
3, em que Ψ é o conjunto de todas as soluções
factíveis. De fato, aplicando o complemento de
Schur sucessivamente com relação às duas últimas
linhas e colunas de (53), obtemos S � (Y −X−1)−1

e, portanto, infΨ tr (S) proporciona um melhor
condicionamento das matrizes do problema.

4 Exemplos

Para ilustrar a importância da metodologia pro-
posta, é apresentado um exemplo composto de três
subsistemas instáveis, definidos pelas matrizes

A1=

−3 0 0
0 5 0
0 0 2

, A2=

5 0 0
0 −7 0
0 0 −6

, A3=

−4 0 0
0 8 0
0 0 −9



b1,3=

1
1
0

, b2=
0

2
2

, C1=

0
1
1

, C2=

1
0
0

, C3=

 0
10
0


Bi = [10 10 0]T , Hi = Ei = I, Gi = 0 e FTi =
Di = [1 1 1]. Observe que os pares (Ai, Bi)
são não controláveis, para todo i em K, e não
existe λ ∈ Λ, tal que Aλ seja Hurwitz. Dessa
maneira, somente a ação conjunta de uma entrada
de controle e de uma regra de comutação adequada
são capazes de estabilizar o sistema. Foi escolhido o
ponto de equilíbrio xe = [0.636 −0.517 0.237]T ∈
Xe que está associado à λ0 = [0.2 0.3 0.5]T .

4.1 Controle H2

Resolvidas as condições do Teorema 1, para
j = σ(0) = 3 obtivemos um custo garantido
J2(σ, Cσ) < 18.6502, assim como as matrizes
(Âi, B̂i, Ĉi, ˆ̀

i), i ∈ {1, 2, 3}, do controlador (4) e
Q̂i, i ∈ {1, 2, 3}, importantes para implementar a
função de comutação (22). Iniciando o sistema do
ponto ξ̃0 = H̃3ψ1, a Figura 1 apresenta as trajetó-
rias dos estados, a entrada de controle, assim como
a regra de comutação. Observe que, a partir de
t ≈ 0.13 segundos o sistema passa a evoluir sobre
modos deslizantes. Por simulação numérica, obti-
vemos um custo verdadeiro J2 = 2.348 < 18.6502.

0 0.5 1 1.5
-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5
-5

0

5

0 0.5 1 1.5
1

2

3
0.755 0.7555 0.756
1
2
3

Figura 1: Trajetórias dos estados do sistema, esforço
de controle e regra de comutação.

4.2 Controle H∞

Agora resolvemos as condições do Teorema 2 pelo
problema de otimização (52) para ρ = 166.772,
arbitrariamente próximo do custo ótimo garan-
tido. Obtivemos as matrizes (Âi, B̂i, Ĉi, ˆ̀

i) e Q̂i,
i ∈ {1, 2, 3}, importantes para implementar o con-
trolador (4) e a função de comutação (22). Apli-
cando a perturbação w(t) = [0 5 0]T no intervalo
0.5 ≤ t ≤ 1.5 segundos, e nula caso contrário,
obtivemos as trajetórias dos estados do sistema,
entrada de controle e regra de comutação, apre-
sentadas na Figura 2. Observe que os estados do

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-10

-5

0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

-1

0

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
1

2

3

Figura 2: Trajetórias dos estados do sistema, esforço
de controle e regra de comutação.

sistema evoluem para a origem, como era esperado,
o que implica no estado x evoluindo para xe. Para



fins de comparação, aplicando as condições do Te-
orema 3 obtivemos um custo garantido ρ = 38.682,
valor 76.8% menor do que aquele para o Teorema
2. Este exemplo demonstra a efetividade e a rele-
vância da técnica proposta.

5 Conclusão

Neste artigo foram propostas condições LMIs para
o projeto conjunto de um controlador dinâmico de
ordem completa e de uma função de comutação de-
pendentes da saída medida para sistemas afins com
comutação a tempo contínuo. O projeto leva em
conta a otimização de índices de desempenho H2 e
H∞. No que se refere ao segundo, foram propostas
duas funções de comutação, sendo uma dependente
apenas da saída e a outra dependente também da
entrada. Um exemplo acadêmico ilustra a validade
e a eficácia da metodologia proposta.
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