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Abstract: The epidemic caused by the recent coronavirus (COVID-19) has attracted the
attention of several research areas. Many publications try to obtain answers regarding the
dynamics of the spread of the infection since the results of its dissemination have been
catastrophic. A systematic method for the analysis and control of the COVID-19 dynamics
is an immediate necessity. This work proposes a new mathematical SIRDQ model considering
(closed-loop) control laws for the government actions in order to reduce the periods of quarantine
and lock-down, thus mitigating the consequences caused by the outbreak. The proposed control
laws guarantee the regulation of the basic number of reproduction to a desired value, which is
directly related to the propagation of the epidemic model. We consider control strategies based
on variable structure systems and sliding modes due to its robustness with respect to parametric
uncertainties and nonlinear disturbances in the plant, such as those found in any epidemiological
model. The stability analysis of the closed-loop system is rigorously presented. Simulations show
that the employed control strategies assure better levels of isolation to be adopted.

Resumo: A epidemia causada pelo recente coronavirus (COVID-19) tem atraido a atencao de
diversas dreas de pesquisa. Muitas publicagoes tentam obter respostas quanto a dinamica de
propagacao da infeccdo uma vez que os resultados da sua disseminacdo tém sido catastréficos.
Um método sistemético para a andlise e controle da dinamica da COVID-19 é uma necessidade
imediata. Este trabalho propde um novo modelo matemdatico SIRDQ considerando leis de
controle (em malha fechada) para as agbes governamentais de modo a reduzir os periodos
de quarentena, atenuando-se assim as consequéncias causadas pelo surto da COVID-19. As
leis de controle propostas garantem a regulagao do nimero bésico de reprodugao para um valor
desejado, que estd diretamente relacionado com a dinamica de propagacao do modelo epidémico.
Considera-se estratégias de controle baseadas na teoria de sistemas a estrutura varidvel e modos
deslizantes devido a sua robustez com relagao a incertezas paramétricas e perturbagoes nao-
lineares na planta, assim como aquelas encontradas em qualquer modelo epidemioldégico. A
andlise de estabilidade do sistema em malha-fechada é rigorosamente apresentada. Simulagoes
mostram que as estratégias de controle empregadas asseguram melhores niveis de isolamento a
serem adotados.
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1. INTRODUCAO

Em 31 de dezembro de 2019, a Organizacao Mundial da
Saide (OMS) foi informada de casos de pneumonia de
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causa desconhecida na cidade de Wuhan, China. Um novo
coronavirus, que pertence a uma grande familia de virus
que causam doencas que vao desde o resfriado comum
até doengas mais graves foi identificado como a causa
pelas autoridades chinesas em 7 de janeiro de 2020 e foi
temporariamente denominado “2019-nCoV” (WHO, 2020).

Com uma capacidade de propagacao inacreditavel e, con-
sequentemente, um réapido aumento do nimero de casos,
o virus se espalhou para a maioria dos paises do mundo.
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Por isso, em 11 de marco de 2020, a OMS declarou que o
surto poderia ser caracterizado como uma pandemia.

A COVID-19 tem avancado rapidamente pelo pais, com
transmissao comunitaria declarada em todo o territério
nacional (J. R. Cavalcante, 2020). Neste contexto, a cidade
do Rio de Janeiro é um dos maiores centros urbanos do pais
e a segunda cidade com maior ntimero de casos (J. R. Ca-
valcante, 2020), com 9.566 6bitos confirmados pela doenga.
O primeiro caso de COVID-19 no municipio do Rio de
Janeiro foi registrado em 6 de margo de 2020, apenas 11
dias apds o primeiro caso do Brasil (J. R. Cavalcante,
2020). Desde entao, a prefeitura do Rio de Janeiro tem
disponibilizado dados de casos e O6bitos confirmados de
SARS-CoV-2, por local de residéncia, de acesso aberto.
Esses dados sao disponibilizados considerando casos con-
firmados, recuperados e infectados, por dia e por média
moével dos tltimos 7 dias (PCRJ, 2020).

As Figuras 1 e 2 demonstram esses dados, considerando
o periodo de propagacao da epidemia de 28 de margo de
2020 a 03 de agosto de 2020.
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Figura 1. Casos confirmados da COVID-19, no municipio
do Rio de Janeiro
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Figura 2. Obitos confirmados da COVID-19, no municipio

do Rio de Janeiro

Neste cenario de pandemia, o tratamento da doenca e
a sua prevencao exigem recursos sociais e médicos que
geralmente sdo insuficientes. Até o presente momento, nao
existe vacina contra esse virus ou medicamentos eficazes
para a cura. Por sua vez, os sistemas de saude ficam cada
vez mais sobrecarregados, na tentativa de mitigar as con-
sequéncias, evitando complicagoes e resultados ainda mais

graves (Pazos, 2020). Embora medidas como quarentena
e isolamento social sejam possibilidades de controle em
situacoes de pandemia, o seu prolongamento pode ser pre-
judicial a economia do pais. Em decorréncia disso, estudos
sobre a dindmica e possiveis estratégias de controle podem
ser de grande interesse para a comunidade cientifica e para
a sociedade como um todo.

Em busca de analisar a dinamica do surto de COVID-19,
o objetivo deste artigo é propor um novo modelo denomi-
nado SIRDQ (Susceptible, Infected, Recovered, Dead and
Quarantined) inspirados em (Kermack and McKendrick,
1927) e (Gaff and Schaefer, 2009), introduzindo algoritmos
de controle por modos deslizantes (Sliding Mode Control
— SMC) em malha fechada, capazes de regular o niimero
bésico de reprodugao do virus. Para fins praticos, serao
utilizados os dados caracteristicos da cidade do Rio de Ja-
neiro. Uma anélise de estabilidade é realizada, por meio da
teoria de Lyapunov, considerando incertezas paramétricas
na modelagem e distirbios externos imprevistos.

Assim sendo, este artigo estd organizado da seguinte
forma. O modelo mateméatico SIRDQ assim como sua
andlise sdo discutidos na Secdo 2. A Segdo 3 apresenta
o projeto SMC para controlar o surto de COVID-19. Os
resultados e simulagoes sao apresentados na Secao 4. Por
fim, a Secao 5 apresenta conclusoes.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

Um passo decisivo na modelagem e andlise dindmica das
epidemias foi a introducao da abordagem compartimen-
tal Susceptible, Infectious and Removed (SIR). Segundo
os préprios autores, (Kermack and McKendrick, 1927), a
dinamica epidemiolégica pode ser explicada da seguinte
forma: uma ou mais pessoas Infectadas sao introduzi-
das em uma comunidade de individuos, mais ou menos
Suscetiveis & doencga em questdo. A doenca se espalha
de afetado para nao afetado por meio do contato. Cada
pessoa infectada percorre o curso da doenca e, finalmente,
é Removida do nimero dos enfermos, por recuperagao ou
por falecimento.

O modelo SIR cléssico, como apresentado em (Kermack
and McKendrick, 1927), limita-se ao caso em que todos os
membros da comunidade sao inicialmente igualmente sus-
cetiveis a doenga em um cendrio onde apenas a chamada
imunizacado de rebanho é cabivel. Em outras palavras,
todos os membros da comunidade podem ser contaminados
e nao sao consideradas intervengoes com o intuito de ate-
nuar as consequéncias do surto epidemiolégico como, por
exemplo, administracao de medicamentos que diminuam o
namero de mortes dos acometidos, vacinacao que confira
imunidade a populagao ou isolamento social que garanta
a nao-disseminagao do agente causador da doenca.

Do ponto de vista matemé&tico, o modelo SIR é um sistema
dinamico nao-linear de terceira ordem dado por,

$(t) =~ SOI(0). M
(1) = SO = M(1). @)
R(t) = M), 3)

nas quais a varidvel ¢ € RT representa o instante de
tempo, S(t) € R, I(t) € R e R(t) € R sao varidveis



de estado representando, respectivamente, os ntimeros de
pessoas Suscetiveis, Infectadas e Removidas, a« > 0 a
taxa constante de propagacao da doenca, A > 0 a taxa
constante com a qual os individuos passam de infectados
para removidos do quadro epidémico e N o nimero total
de individuos.

Apesar da vasta utilizacao do modelo SIR (1)-(3), do
ponto de vista de engenharia seu emprego é limitado a
analise e predicao do comportamento epidemiolégico uma
vez que intervencoes como vacinas e isolamento social,
medidas que diminuem o contagio e encurtam a duragao
do surto, nao sao contempladas. Mesmo assim, nao ¢ dificil
encontrar na literatura contribuigoes que se afastam da
realidade ao assumirem uma pequena alteragdo em (1)—
(3) por meio da troca de o por

a(t) = ag —u(t), (4)
onde a contante o9 > 0 e u(t) € [0,1] representa o
sinal de controle, no contexto, a agdo governamental (nivel
de isolamento social ou de vacinagdo da populagao). Por
mais simples e tentadora que pareca tal mudanga, ha
uma contradicao nesta abordagem que torna os resultados
questionaveis. Mais precisamente, o comportamento do
nimero bésico de reproducao Ry.

O ntimero bésico de reprodugéao (Ry), também chamado de
razao ou taxa de reproducao bésica ou taxa reprodutiva
bésica, é uma métrica epidemiolégica usada para descrever
a contagiosidade ou transmissibilidade de agentes infeccio-
sos (Delamater et al., 2019). Interpretado como o niimero
esperado de infecgoes secundarias decorrentes de um tinico
individuo durante todo o seu periodo infeccioso (Heffernan
et al., 2005), é definido matematicamente como a taxa de
variagao instantanea de casos com relagao aos removidos
(Keeling and Grenfell, 2000), i.e.,

d(I(t) + R(t)) _ I(t) + R(1) (5)
dR(t) R(t)

Por exemplo, para (1)-(3) tem-se o niumero bdsico de
reprodugao dado por

Ro(t) =

Roft) = 330 (©
Desta forma, é possivel reescrever (1)—(3) como
S(t) = —ARo(t)I(t), (7)
i(8) = ARo(1)I(8) — AI(1), ®)
R(t) = M (t). (9)
Note que se « considerado variante, como em (4),
Ro(t) = Lo = ult) S (10)

A N
Portanto, assumir (4) e ao mesmo tempo considerar o
nimero bdsico de reproducao (Ry(t)) como uma constante
é de fato um equivoco do ponto de vista de controle tanto
quanto do ponto de vista da identificagao e predicoes a
partir do modelo SIR. Perpassando essa discussao, as-
sumindo que de fato a taxa de contaminagao possa ser
considerada como (4), depara-se com outro problema, a
falta de meméria da varidvel Ro(t). A hipGtese de (4) esta
atrelada com possibilidade de Ry(t) variar infinitesimal-
mente de seu valor méaximo (max{Ro(t)} = 4%) ao minimo
(min{Ro(t)} = 0), de maneira reciproca, o que de fato é
algo inviavel.

Motivado por tais limitagoes, e inspirado pelas contribui-
¢oes de (Kermack and McKendrick, 1927) e (Gaff and
Schaefer, 2009), neste artigo considera-se um modelo com-
partimental de tipo Susceptible, Infected, Recovered, Dead
and Quarantined (SIRDQ) no qual

o B

S(t) = = SWI) + 5SMQ(H) —us(t), (1)
[(8) = SSOI) = MI(E) = Ad (1), (12)
R(t) = —MI(t), (13)
D(t) = =X (t), (14)
Q1) = ~-SQU) +us(), (15)

nas quais S(t) € R, I(t) € R, R(t) € R, D(t) € R
e Q(t) € R sdo varidveis de estado que representam,
respectivamente, os nimeros de pessoas Suscetiveis, Infec-
tadas, Recuperadas, Mortas e em Quarentena, u € [0, 1]
consiste na agao governamental nao-farmacéutica, nivel de
isolamento social, enquanto a > 0 é a taxa constante de
propagacgao da doenca, 5 > 0 é a taxa constante com
a qual pessoas abandonam a quarentena, A; > 0 a taxa
constante com a qual os individuos passam de infectados
para recuperados, Ay > 0 a taxa constante com a qual os
individuos passam de infectados para mortos e

N =S(t)+I(t)+ R(t)+ D(t) + Q(¢t)
representa o numero total de individuos.

(16)

Note que (11)-(15) permite que se leve em conta aspectos
importantes deixados de lado na modelagem SIR. O mo-
delo SIRDQ considera a agao governamental u que forca
o isolamento social, por meio da quarentena, atenuando
as consequéncia do surto, infectados, sequelas e 6bitos. Ao
mesmo tempo, tal modelagem contempla o fenémeno de
queda de adesao a quarentena por meio do termo nao-
linear %S (t)Q(t). Em cendrios onde acdes farmacoldgicas
nao estao disponiveis, a nao adesao a quarentena tem efeito
direto no prolongamento do surto e queda da economia.
Além dos que de fato nao podem se isolar devido a questoes
financeiras e/ou enfermidades, infelizmente, muitas vezes a
nao-adesao a quarentena é fomentada por figuras publicas
que insistem no negacionismo cientifico e apostam em
teorias da conspiragao.

Finalmente, de acordo com (Keeling and Grenfell, 2000),
o nimero bésico de reprodugéo Ry(t) do modelo STRDQ é
definido por

I+R+D o  S(t)
Ro(t) = — — = , 17
o(t) 5D Ny N (17)
cuja derivada temporal satisfaz
. o« S(t) I(t) S(t) Q(t) S(t)
=375~ ~ PN N N
(18)

O potencial de uma epidemia é baseado na magnitude
do valor de Ry(t). Espera-se que um surto continue se
Ro(t) > 1 e termine se Ry(t) < 1. Entao, com a intengao
de frear o surto epidemioldgico, o objetivo de controle é
definido como a regulagdo Ry(t) em um valor de referéncia
REf €]0, 1[. Ou seja, procura-se projetar u tal que o erro
de regulagao

Ro(t) := Ro(t) — Rt (19)



com dinamica

.é()(t) = —Q

seja levado para zero. Para alcancar este objetivo, na
préxima segao duas estratégias de controle baseadas em
modos deslizantes serao apresentadas.

Ao longo do artigo, as seguintes hipoteses sdo considera-
das:

(H1) Durante os primeiros estdgios de uma epidemia, em
uma grande populagao, o nimero de pessoas susceti-
veis pode ser considerado constante, ja que qualquer
alteragao é pequena em comparagao ao numero total
de individuos N (Kermack and McKendrick, 1927).

Para efeito de andlise, utiliza-se a hipdtese para
simplificagdo da dindmica de Rg(t) dada por (20).
O argumento de que a populagao é grande o sufi-
ciente para que o nimero de individuos suscetiveis
seja considerado constante durante o periodo inicial
da epidemia (S(¢t)/N =~ 1) aliado a rapida resposta
dos controladores por modos deslizantes, com a jus-
tificativa de que estes sao empregados desde o inicio
do surto, permite que se reescreva (20) como

Q) _
N

< (67

Ro(t) 1)

BT

(21)

(H2) Os parametros «, 8, A1 e Ag em (11)-(15) sao incertos,
no entanto seus limitantes positivos sao conhecidos,
de tal forma que:

B<B<B,
e Ay <Ao< Ao

(22)
(23)

a<a<a,

Al<)‘1 <X1

(H3) A varidvel Ry(t) em (17) é uma saida da planta (11)—
(15), i. e., estd disponivel para realimentacao.

Note que é plausivel a hipdtese uma vez que, na
pratica, dados sao divulgados e agoes governamentais
sao tomadas com intervalo de amostragem h = 1
[dia] (Astrom and Wittenmark, 1997). Dessa forma,
o ndmero bésico de reproducdo em (17) pode ser
extraido diariamente a partir dos dados através de
uma equacao a diferencas recursiva dada por

I(t) — I(t—1) + R(t) — R(t — 1) + D(t) — D(t — 1)
R(t) — R(t— 1)+ D(t) — D(t — 1)

éo(t) = ,

(24)

onde t € N representa o dia em questao.

3. CONTROLE POR MODOS DESLIZANTES

A teoria de controle por modos deslizantes é considerada
uma das principais estratégias para lidar com sistemas
incertos. O modo deslizante cldssico, também chamado
de primeira ordem, é capaz de levar a saida de um dado

sistema dindmico para zero em tempo finito e manté-la
nesta situacao de maneira precisa e robusta através de
um sinal de controle por chaveamento em alta frequéncia
(Utkin, 1992). Tal chaveamento por vezes é um fenémeno
nao-desejado e é de costume a utilizacao de um filtro passa-
baixas no projeto para que se alcance uma boa estimativa
do controle equivalente. O controle equivalente seria um
sinal continuo que representaria o minimo do esforco de
controle capaz de manter o modo deslizante mas que, no
entanto, sé existe teoricamente.

A lei de controle a estrutura varidvel
" {a+ﬂ+5, se J?O(t) >0
a+ -9, se Ry(t)<0
onde § > 0 é uma constante suficientemente pequena que
satisfaz d+a < f3, é utilizada com a finalidade de assegurar

(25)

que a superficie de deslizamento Ry(t) = 0 é alcancada em
tempo finito.

Teorema 1. Considere o sistema epidemiolégico SIRDQ
(11)-(15) com dindmica do nimero bdsico de reprodugao
Ry(t) dada por (18), erro de regulacao Ry(t) em (19), e lei
de controle uw em (25). Se todas as hipéteses (H1)—(H3) sao

satisfeitas, entao a superficie de deslizamento Ry(t) =0 é
alcangada em tempo finito.

Prova. Considere a seguinte fungao de energia

V= Ri(t), (26)
cuja derivada temporal é dada por
V = 2Ry (t)Ro(t) . (27)
Substituindo (21) em (27),
o7 a It) . Q@)
=2 — |—a—+ —= —ul . 2
\% Ro(t))\1+)\2{aN+ﬁN u (28)
Se Ry(t) > 0, substituindo (25), a equagio (28) torna-se
- 2 a 1) Q) _ 4
= 2|Ro(t —a——* —a—-B-6|.
V=20l ol 4 s —a -
(29)
De (16) pode-se concluir que Lj\’;) <le % < 1. Portanto,
. ~ o _
2 e —a-B-14].
V< |R0(t)|)\1+)\2 [a+B—a—p3—4§ (30)
Aplicando-se os majorantes (22) em (30), chega-se a
. o
V<=2 Ry(t)]. 31
2 alt) (1)

Se Ry(t) < 0, seguindo os mesmos passos, é facil verificar
que (31) também ¢ satisfeita, ou seja, a desigualdade (31) é
satisfeita VR (t) € R—{0}. Note que, com (26), é possivel
que se reescreva a desigualdade (31) como

/v

V<=2
A1+ A2
@l
-2 VV. 32
Definindo-se a varidvel auxiliar V' = V'V verifica-se que

esta satisfaz a equacao diferencial V= %\LFV e, portanto,

V=2V, (33)
Entéo, ao substituir (33) no lado esquerdo da desigualdade
(32), chega-se a



ao
A+ Ay
Invocando o Lema da Comparagao (Khalil, 2002, p. 102),

um limite superior V para V é assegurado pela solucao do
sistema dinadmico

V< (34)

o)
A A
desde que a condigao inicial seja escolhida como V(0) =
V(0) = |Ro(0)]. A solugao desta equagao diferencial é

V=- (35)

_ _ ad
Vit)=V(0) - ——t
O=VOr-5
~ ad
= [Ro(0)| — ————+¢, 36
Ro(O)l = 5 (36)

Entao, existe um instante de tempo finito ¢y = 2z

tal que V(ty) = 0. J& que V() > V(t) = |Ro(t)|, pode-
se afirmar que existe um tempo finito t, € [0,¢f] tal
que o modo deslizante ocorre e, portanto, a superficie de
deslizamento Ry(t) = 0 é alcangada. O

4. SIMULACAO

Nesta secao serao apresentados os resultados de simulagao
obtidos para o sistema em malha fechada constituido pela
planta (11)-(15), saida Ry(t) em (17) e a lei de controle
(25). As constantes do modelo sdo « = 0,5464, § =
0,4417, Ay = 0,1 e A2 = 0,032, o valor de referéncia é
R = 0,5, e as constantes do controlador sdo a = 0,1,
a=0,608=0086=0,5¢ed =0,002. Com intuito
de se aproximar da realidade, escolheu-se a cidade do Rio
de Janeiro como exemplo e, dessa forma, N = 6718903
individuos segundo o ultimo senso do IBGE e baseando-
se em dados fornecidos pela Prefeitura da Cidade, as
condigbes iniciais sao I(0) = 4, R(0) = 0, D(0) = 0,
Q(0) = 0, logo, S(0) = N — 1(0) — R(0) = 0 — D(0) —
Q(0) = 6718899 individuos.

Embora a abordagem pareca se afastar da realidade devido
ao chaveamento em alta frequéncia do nivel de isolamento
u, é possivel encontrar um sinal continuo que se aproxima
do controle equivalente u.q(t) usando o controle equiva-
lente estendido (Utkin, 1978). De acordo com essa teoria,
uma aproximagcao ugv(t) para ueq(t) é obtida filtrando-se
o sinal u. Neste contexto, a dindmica do wug,(t) é dada por

Tlap(t) = —Uap(t) +u, (37)

onde 7 é uma constante. Quanto menor o valor de T,
mais uqy(t) se aproxima de wu.q(t). Note que se 7 = 0,
Ugy (t) = u.

A Figura 3 mostra o comportamento do sistema de malha
fechada para diversos valores de 7. Quanto menor 7 mais
rapido o objetivo de controle é alcancado, ver Figura 3(b).
Supondo que deseje-se manter o Ry proximo igual a 0,5
(Figura 3(c)), todas as estratégias convergirem para um
isolamento de aproximadamente 40%, Figura 3(a). No
entanto, as Figuras 3(e) e 3(g) deixam claro que para se
evitar um numero alto de infectados e mortos é imprescin-
divel, no inicio da epidemia, a adesao de um alto nivel de
isolamento social. O nimero bésico reproducao Ro(t) esta
diretamente relacionado com a quantidade de individuos
suscetiveis S(t), ver equagoes (6), (10) e (17), portanto,

_ (A )[R (0)]

para que haja uma reducao no nivel de transmissao da
doenca, como ainda nao ha uma vacina, é necesséario que
uma grande parte da populagao se mantenha em quaren-
tena, ver Figuras 3(d) e 3(h).

Na Figura 4 mostra o resultado obtido quando o sinal
Ry(t) ndo estd disponivel e para a construgdo do erro
de regulacio utiliza-se Ro(t) em (24), ou seja, o erro
de regulacdo torna-se Ro(t) = Ro(t) — RY¥f. O erro de
regulagao alcanga uma vizinhanga da origem, Figuras 4(b)
e 4(c), no entanto a falta de informagdes precisas agrava
significativamente o quadro epidemiolégico com aumento
do ndmero de infectados e mortos, ver Figuras 4(e) e 4(g).
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Figura 3. Resultados de simulagao obtidos para o sistema
em malha fechada quando a lei de controle é (37) com

erro de regulacao Ro(t) = Ro(t) — RyE.
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Figura 4. Resultados de simulagao obtidos para o sistema
em malha fechada quando a lei de controle é (37) com

erro de regulacio Ro(t) = Ro(t) — R
5. CONCLUSAO

Epidemias de doencas infecciosas como a COVID-19 tém
sido recorrentes ao longo da histéria e podem causar gran-
des problemas para a populagao afetada, como saturagao
da rede hospitalar, crise econoémica, etc. Nesse contexto, os
modelos matematicos podem ser ferramentas valiosas, pois
sao capazes de fornecer estimativas para possiveis cendrios
de propagacao da doenga, ajudando a delimitar casos
limitrofes e situagoes intermediarias que sejam plausiveis.
Além disso, modelos dindmicos combinados com técnicas
de controle moderno permitem elaborar estratégias oti-
mizadas para introducao e relaxamento das medidas de
mitigacao da epidemia. Informagoes como essas sao essen-

ciais para ajudar as autoridades a tomar decisoes sobre a
alocagao de recursos limitados quando de uma epidemia.

Do ponto de vista de controle, este é um problema desafia-
dor, uma vez que o processo é representado por um modelo
nao-linear, com parametros incertos ou mesmo variantes
no tempo em alguns casos da literatura. Este artigo propos
um novo modelo matematico SIRDQ que considerou a
acao governamental por meio da quarentena de modo a
diminuir o ntmero de infectados e débitos. Além disso,
leis de controle por modos deslizantes foram propostas,
garantindo a regulacao do nimero basico de reprodugao
Ry em valores menores que a unidade de modo a levar
matematicamente a extingao da epidemia. Os resultados
de simulagao ilustram que as estratégias de controle utili-
zadas se mostraram potencialmente eficientes no processo
de regulagao do Ry e, por consequéncia, resultando em
melhores (menores) niveis de isolamento a serem adotados
pela populacao.
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