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Abstract: This article aims to study a SIR model with immunization. A basal reproduction
number without the vaccination strategy is obtained (R0) and another basal reproduction
number with forced immunization is proposed (Rv). The existence of the endemic equilibrium
point is conditioned to Rv > 1 and the disease-free equilibrium point presents a bifurcation
condition associated with the immunization rate. Local stability for both points is discussed
and its relationship to the

Resumo: Este artigo tem como objetivo estudar um modelo SIR com imunização. Um número
de reprodução basal sem a estratégia de vacinação é obtido (R0) e outro número de reprodução
basal com a imunização forçada é proposto, Rv. A existência do ponto de equiĺıbrio endêmico
está condicionada ao Rv > 1 e o ponto de equiĺıbrio livre de doença apresenta uma condição de
bifurcação associada a taxa de imunização. A estabilidade local para ambos os pontos é discutida
e sua relação com a taxa de imunização é apresentada. Finalmente, simulações numéricas são
realizadas para apoiar o resultado.
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1. INTRODUÇÃO

No ińıcio de 2020, a epidemia de uma nova doença mar-
cou a história da humanidade. Um v́ırus da famı́lia do
coronav́ırus (COVID-19) foi relatado pela primeira vez
em Wuhan, China, em 31 de dezembro de 2019. Em sua
manifestação mais grave, o v́ırus provoca um quadro res-
piratório acentuado nos pacientes, necessitando de hospi-
talização intensiva prolongada. Outra particularidade do
novo coronav́ırus é seu maior tempo de existência fora do
corpo humano, sendo responsável por maiores taxas de
transmissão (Kampt (2020)).

Esse v́ırus se espalhou rapidamente pelo mundo e desde
o ińıcio da epidemia até o momento, 11 de agosto de
2020, foram registrados mais de 20,4 milhões de casos
confirmados e mais de 745 mil mortes em todo o mundo.
Sendo Estados Unidos, Brasil e Índia (nessa ordem) os
que lideram a lista de páıses com maior número de casos
segundo o site oficial da OMS 1 .

A adoção de poĺıticas públicas como estratégias de controle
ao combate à epidemia é necessária no âmbito da preven-
ção da propagação da doença, para evitar o colapso dos
sistemas de saúde e redução de óbitos e, no atual cenário,
para estabelecer estratégias de vacinação.

O mundo tem urgência em fabricar e distribuir uma vacina
que seja eficaz e segura, capaz de imunizar o maior número

1 www.who.int/emergencies/diseases/novel-coronavirus-2019

de pessoas posśıveis em prol da proteção da humanidade.
Devido à rápida disseminação do v́ırus ao redor do globo,
é importante estudar a dinâmica de propagação da doença
com o aux́ılio dos modelos matemáticos e otimizar o
processo de vacinação.

O interesse em compreender a proliferação de doenças
infecciosas é antigo, assim como o estudo de epidemiologia,
mas o estudo matemático de doenças e sua propagação é
recente e teve o marco atribúıdo a Graunt que estudou
métodos estat́ısticos em saúde pública em 1663 (Graunt
(1939)). Um século depois, Daniel Bernoulli usou métodos
matemáticos para analisar a propagação da vaŕıola e
propôs inoculação preventiva (Bernoulli (1760)).

Em 1927, Kermack e McKendrick publicaram pela pri-
meira vez um modelo determińıstico de epidemia que in-
clúıa indiv́ıduos suscet́ıveis (S), infectados (I) e removidos
(R), o modelo SIR (Kermack (1927)). Estudaram a relação
entre o aparecimento de uma epidemia a um valor cŕıtico,
dependendo do número de suscet́ıveis, constatando que tal
densidade cŕıtica depende de fatores como infectividade,
recuperação da doença e taxa de mortalidade (Kermack
(1932) e Kermack (1933)).

A modelagem epidemiológica está associada ao comporta-
mento dinâmico de processos em que a população é estu-
dada de acordo com seu estado epidemiológico e, equações
de diferenças ou diferenciais são usadas para representar
a dinâmica entre os estados devido a taxa de nascimento,
mortalidade, infecção, e recuperação. O modelo epidemio-
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lógico SIR é a base para a criação de modelos que descre-
vem o comportamento de grande parte das epidemias.

O interesse na modelagem matemática de doenças infecci-
osas é o objeto de estudo de muitos trabalhos (Anderson
(1992), Murray (1993) e Martcheva (2015)). Como os mo-
delos matemáticos de disseminação de doenças permitem
o entendimento melhor do mecanismo de transmissão eles
constituem uma importante ferramenta para o controle de
epidemias, podendo contribuir para a redução do número
de infectados e óbitos (Keelling (2011)). Sendo assim, po-
dem ser usados para obter previsões de longo prazo sobre o
desenvolvimento da epidemia, o que auxilia na tomada de
decisões a fim de orientar estratégias de controle (Clancy
(1999)).

A literatura cient́ıfica em epidemiologia é muitos diversa:
há estudos sobre a importância da heterogeneidade e
aplicação do valor cŕıtico em modelos determińısticos ou
estocásticos (Anderson (1992)); aplicação da teoria de
controle em epidemiologia (Becker (2005)); controle e
sincronismo de caos (Gamarra (2001)). Outros resultados
relevantes consideram modelos baseados em redes que
incorporaram heterogeneidades do sistema (Pastor (2001)
e Newman (2002)) assim como em modelos estocásticos
(Alonso (2002)).

Muitos modelos compartimentais têm contribúıdo para o
estudo do COVID-19 ao avaliarem a importância do isola-
mento social (Pan (2020)) e da quarentena em diferentes
estágios da doença (Mishra (2020)) e o estudo de casos não
reportados (Cotta (2020) e Lee (2020)).

A finalidade deste trabalho, sob uma ótica pedagógica, é
estudar a influência da taxa de vacinação no equiĺıbrio
endêmico e avaliar qual o esforço necessário para que esse
equiĺıbrio seja estável, considerando o isolamento social
como uma estratégia aliada à redução da propagação do
v́ırus e, para isso, propõe-se uma alteração no modelo SIR,
incluindo um compartimento dos indiv́ıduos imunes (Im),
que adquiriram imunidade por terem contráıdo a doença
ou por serem vacinados. A literatura cient́ıfica é muito
farta ao se tratar de vacinação (Wang et al. (2016)).

Na próxima sessão as hipóteses do modelo são apresen-
tadas, seguido do seu equacionamento e do cálculo dos
pontos de equiĺıbrio do modelo. A taxa de reprodução
basal é calculada (R0) na ausência de imunização forçada e
(Rv) na presença de vacinação e, além disso, as condições
de equiĺıbrio são encontradas. A partir dessa discussão,
simulações computacionais serão conduzidas, verificando
a estabilidade do modelo.

A análise dos resultados proporcionará a discussão e um
conjunto de conclusões que podem ser úteis para a es-
tratégia de vacinação e orientações de poĺıticas públicas
eficazes.

2. MODELO: HIPÓTESES E EQUAÇÕES

O modelo estudado aqui é uma alteração do modelo
original SIR (Suscet́ıvel-Infectado-Removido) proposto
por Kermack e Mckendrinck (Kermack (1927), Kermack
(1932) e Kermack (1933)) e a estratégia de vacinação
adotada tem com referência estudos de análise de esta-
bilidade de modelo SIR com vacinação (Chauhan (2014)).

O modelo SIR é usado em epidemiologia para estudar a
dinâmica de propagação de uma infecção entre os gru-
pos das pessoas suscet́ıveis (S), infectadas (I) e removi-
das/recuperadas (R) em uma população. Este trabalho
apresenta uma proposta de alteração do modelo SIR con-
siderando uma separação dos removidos em imunes (Im)
e uma vacinação induzida dos suscet́ıveis, originando o
modelo SIRIm (Suscet́ıvel-Infectado-Removido-Imune). O
modelo assume algumas hipóteses:

• A população é constante;
• As únicas formas de uma pessoa deixar de ser suscet́ı-

vel são tornando-se infectada ou imune por vacinação
induzida;

• Assim que a pessoa se recupera, ela recebe imunidade;
• A probabilidade de infecção não é afetada pela idade,

sexo, raça ou condição social;
• Não há imunidade hereditária;
• A imunidade adquirida é permanente;
• As taxas de natalidade e mortalidade natural fazem

parte das considerações;
• Todos os nascimentos estão na classe do suscet́ıvel;
• A taxa de mortalidade é igual para os membros de

todos os compartimentos, e presume-se que as taxas
de natalidade e mortalidade são iguais.

O modelo assume algumas notações:

• S(t): o número de indiv́ıduos suscet́ıveis no instante
(t);

• I(t): o número de indiv́ıduos infectados no instante
(t);

• R(t): o número de indiv́ıduos removidos/recuperados
no instante (t);

• Im(t): o número de indiv́ıduos imunizados no instante
(t);

• N: população total.

A população suscet́ıvel é infectada com uma taxa de infe-
ção dada pela interação entre a quantidade de suscet́ıveis
e a quantidade de infectados modulada pelo parâmetro β,
µ é a taxa de nascimento e morte, que são consideradas
iguais, ρ é a taxa de recuperação e e ω a taxa de vacinação.
O modelo pode ser representado pela Figura 1:

Figura 1. Modelo SIRIm com vacinação.

Como pode ser visto, esse modelo representa a dinâmica
de propagação do v́ırus levando em conta a campanha
de imunização da população e, portanto, pode-se com o
esforço da vacinação, planejar melhores estratégias para
controlar a dinâmica de propagação do v́ırus.



2.1 Equações

Considerando o efeito do distanciamento social como uma
medida que diminui o contato entre os suscet́ıveis e infec-
tados no modelo da Figura 1, introduzimos o parâmetro θ,
tal que, 0 < θ < 1 e adotamos a estratégia de vacinação
como estudado em (Chauhan (2014)), tal que o modelo
pode ser descrito por 1:



dS

dt
= µN − β(1− θ)S(t)I(t)

N
− µNω − µS(t);

dI

dt
=

β(1− θ)S(t)I(t)

N
− ρI(t)− µI(t);

dR

dt
= ρI(t)− δR(t)− µR(t);

dIm

dt
= µNω + δR(t)− µIm(t).

(1)

Em que (S) é a população suscet́ıvel, (I) a população
infectada, (R) a população recuperada e (Im) representa a
população imunizada. A taxa de mortalidade e natalidade
são representadas por µ, θ representa a taxa média de isola-
mento, β a taxa de conversão de suscet́ıveis à infectados, ρ
de infectados à recuperados (se todos os indiv́ıduos infecta-
dos fossem recuperados 1/ρ seria o peŕıodo de recuperação)
e como a população total é constante:

N = S(t) + I(t) +R(t) + Im(t), (2)

e, consequentemente,

dN

dt
=
dS

dt
+
dI

dt
+
dR

dt
+
dIm

dt
= 0. (3)

Levando em consideração a densidade de população, pode-
se escrever:

s =
S

N
; i =

I

N
; r =

R

N
; im =

Im

N
; (4)

Substituindo 4 em 1:

ds

dt
=

d

dt

(
S

N

)
;

ds

dt
=

1

N

(
dS

dt

)
=

1

N

(
µN − β(1− θ)SI

N
− µNω − µS

)
;

ds

dt
= (1− ω)µ− β(1− θ)si− µs.

(5)

De forma análoga,

di

dt
= β(1− θ)si− ρi− µi;
dr

dt
= ρi− δr − µr;

dim

dt
= δr + µω − µim;

(6)

com as condições iniciais:

s(0) ≥ 0, i(0) ≥ 0, r(0) ≥ 0, im(0) ≥ 0. (7)

Considerando a densidade de população total, pode-se
escrever s(t) + i(t) + r(t) + im(t) = 1, tal que:

r(t) = 1− s(t)− i(t)− im(t). (8)

Substituindo 8 em 5 e 6, o modelo pode ser reescrito por
9:


ds

dt
= (1− ω)µ− β(1− θ)si− µs;
di

dt
= β(1− θ)si− ρi− µi;

dim

dt
= δ(1− s− i− im) + µω − µim.

(9)

O conjunto 10 é positivamente invariante para o sistema
de equações:

Ω =
(
(s(t), i(t), im(t)) ∈ R3

+, s(t) + i(t) + im(t) ≤ 1
)
.

(10)

2.2 Pontos de equiĺıbrio e estabilidade

Considerando o modelo 9, tal que ẋ = f(x), sendo x =
(s, i, im)T , x ∈ U ⊂ (R+

0 )3, f : U→ U o lado direito de 9,
e os parâmetros µ, β, ρ, θ, δ, ω em R+.

Na perspectiva de entender o efeito do isolamento social
e o esforço da vacinação na dinâmica de propagação do
v́ırus, o sistema dinâmico pode ser estudado considerando
os pontos de equiĺıbrio desse modelo dado por 9.

A estabilidade local desses pontos é analisada usando o
Teorema de Hartman-Grobman (Guckenheimer (2013)) e
o Jacobiano é calculado para cada ponto de equiĺıbrio e
seus autovalores são encontrados.

Examinando as equações para o modelo, é posśıvel verificar
que há dois pontos de equiĺıbrio: um ponto de equiĺıbrio
livre de doença (i = 0) e outro ponto de equiĺıbrio
endêmico (i 6= 0):

• Ponto de equiĺıbrio livre de doenças : P1 = (s∗, i∗, im∗) =
(1− ω, 0, ω).

O ponto de equiĺıbrio livre de doenças P1 possui uma
condição de existência tal que s∗ ≥ 0 e im∗ ≥ 0 e,
portanto, 0 ≤ ω ≥ 1.

• Ponto de equiĺıbrio endêmico P2 = (s∗, i∗, im∗), tal
que:

s∗ =
µ+ ρ

β(1− θ)
;

i∗ =
µ(β(1− θ)− ωβ(1− θ)− (ρ+ µ))

(µ+ ρ)β(1− θ)
;

im∗ =
µω + δ − δ(s∗ + i∗)

(µ+ δ)
.

(11)

A condição de existência do ponto de equiĺıbrio endêmico
está associada a condição de i∗ > 0 e, pode ser observada
que há uma condição de existência dada por 12:

ω < 1− ρ+ µ

β(1− θ)
; (12)



e, segue que β(1− θ) > ρ+ µ.

Verifica-se que a existência de P2 está condicionada à taxa
que estabelece o contato dos suscet́ıveis com os infectados
e à taxa de recuperação dos infectados.

Para analisar a estabilidade local desses pontos, o Jaco-
biano J para o modelo 9 pode ser constrúıdo da seguinte
forma:

A linearização J =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x∗

é dada por:

J =

(−(µ+ i∗ β(1− θ)) −s∗ β(1− θ) 0
i∗ β(1− θ) s∗ β(1− θ)− (ρ+ µ) 0
−δ −δ −(δ + µ)

)
.

(13)

Considerando o ponto de equiĺıbrio P1, o correspondente
sistema linear ao redor deste ponto tem o Jacobiano
(Guckenheimer (2013)), JP1

, dado pela linearização JP1
=

∂f

∂x

∣∣∣∣
x∗

no ponto de equiĺıbrio:

JP1
=

(−µ −β(1− θ)(1− ω) 0
0 (1− ω)β(1− θ)− (ρ+ µ) 0
−δ −δ −(δ + µ)

)
.

(14)

Com o aux́ılio do MATLAB R2013a (Moler (2004)) é
posśıvel encontrar os seguintes autovalores: λ1 = −µ,
λ2 = (1− ω)β(1− θ)− (ρ+ µ) e λ3 = −(δ + µ).

A análise da estabilidade para o modelo 9 apresenta um
ponto de equiĺıbrio livre de infecção e considerando a
condição de existência, o autovalor dado por λ2 = (1 −
ω)β(1−θ)− (ρ+µ) indica que se (1−ω)β(1−θ) < (ρ+µ)
o autovetor associado indica estabilidade assintótica nesta
direção. Consequentemente, se (1−ω)β(1− θ) > (ρ+µ) o
ponto de equiĺıbrio P1 é instável, indicando bifurcação no
espaço de parâmetros.

Considerando o ponto de equiĺıbrio endêmico P2, o corres-
pondente sistema linear ao redor desse ponto tem o Jaco-
biano (Guckenheimer (2013)), JP2 , dado pela linearização

JP2 =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x∗

no ponto de equiĺıbrio é:

JP2
=

(−(µ+ i∗ β(1− θ)) −(ρ+ µ) 0
i∗ β(1− θ) 0 0
−δ −δ −(δ + µ)

)
. (15)

Os coeficientes do polinômio caracteŕıstico det(A− Idλ) =
0:

λ3 + a1λ
2 + a2λ

1 + a3 = 0, (16)

são

a1 =δ + 2µ+ i∗ β(1− θ);
a2 =δµ+ µ2 + (2µ+ ρ+ δ)i∗ β(1− θ);
a3 =(µ2 + µδ + δρ+ µρ)i∗ β(1− θ).

(17)

O polinômio caracteŕıstico também pode ser escrito de
forma a resolver o determinante det(A− Idλ) = 0

∣∣∣∣∣−(µ+ i∗ β(1− θ))− λ −(ρ+ µ) 0
i∗ β(1− θ) −λ 0
−δ −δ −(δ + µ)− λ

∣∣∣∣∣ = 0.

(18)

Resolvendo o determinante, temos:

(−(δ + µ)− λ)[(−λ)(−(µ+ i∗β(1− θ)− λ)
+((ρ+ µ)(i∗β(1− θ))] = 0.

(19)

O polinômio caracteŕıstico pode ser escrito como:

(−(δ + µ)− λ)[λ2 + (µ+ i∗β(1− θ))λ)
+((ρ+ µ)(i∗β(1− θ))] = 0.

(20)

Note que β(1 − θ) = α é sempre positivo. Resolvendo a
equação 20, os seguintes autovalores são encontrados:

λ1 = −(δ + µ);

λ2,3 = −
(µ+ i∗βα)±

√
(µ+ i∗βα)2 − 4(ρ+ µ)(i∗βα)

2
.

(21)

A quantidade dentro da raiz é menor que (µ + i∗βα)2 ou
maior. Se maior, as soluções são complexo conjugadas com
parte real negativa. Caso contrário a raiz deve ser menor
em valor absoluto que (µ+ i∗βα)2),mas ainda a parte real
é negativa. De qualquer forma a parte real do auto valor é
negativa.

De qualquer forma, conclúımos que o equiĺıbrio endêmico é
estável uma vez que as partes reais de ambos os autovalores
são negativas e λ1 também é negativo. Mostra que o ponto
de equiĺıbrio endêmico é localmente estável, ou seja, tanto
a população suscet́ıvel quanto a infectada sobreviverão em
qualquer um dos casos e pode ser visto que a taxa de
infecção foi reduzida por causa do parâmetro de vacinação,
ou seja, ω.

2.3 Número de reprodução basal

Se o modelo proposto não considerasse a vacinação como
uma estratégia de controle da disseminação da doença, a
existência do ponto de equiĺıbrio endêmico estaria condi-
cionada apenas a condição da existência do número de
reprodução basal R0 dada por 22:

R0 =
β(1− θ)
ρ+ µ

, (22)

que é conhecido como o número de reprodução basal
que determina o comportamento assintótico do modelo.
Reprodução basal é o número de infecção secundária que
ocorre de uma infecção primária.

O efeito da vacinação pode ser facilmente visto na existên-
cia do ponto de equiĺıbrio livre de infecção e no ponto de
equiĺıbrio endêmico. A população do suscet́ıveis decresce
pelo parâmetro ω, que é a taxa de vacinação. Além disso,



produz um grande impacto no número de reprodução das
infecções secundárias. Como feito em (Chauhan (2014)),
o novo número de reprodução basal, após a indução da
vacina no modelo é dada por Rv = (1− w)R0, tal que:

Rv = (1− ω)
β(1− θ)
ρ+ µ

. (23)

O ponto de equiĺıbrio endêmico com vacinação só existe se
Rv > 1 e, essa condição, resulta em 24:

ω < 1− ρ+ µ

β(1− θ)
, (24)

que coincide com a condição de existência do ponto de
equiĺıbrio endêmico, dada por 12.

3. EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

Foram realizados experimentos numéricos com o objetivo
de analisar a estabilidade do ponto P1 e a existência e
estabilidade do ponto endêmico P2.

A análise teórica para ponto P1 apresenta uma condição de
bifurcação que influencia na sua estabilidade. Na Figura 2
pode ser visto que dada a condição (1−ω)β(1−θ) < (ρ+µ)
o ponto P1 é estável. Para garantir essa condição os valores
dos parâmetros são: ω = 0.1, β = 0.9, θ = 0.1, ρ = 0.7 e
µ = 0.3.
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Figura 2. Estabilidade do ponto P1: ω = 0.1, β = 0.9,
θ = 0.1, ρ = 0.7 e µ = 0.3.

Por outro lado, na Figura 3 observa-se que para os valores
de parâmetros tal que a condição (1 − ω)β(1 − θ) > (ρ +
µ) seja satisfeita o ponto P1 instável. Para garantir essa
condição os valores dos parâmetros são: ω = 0.1, β = 0.9,
θ = 0.1, ρ = 0.3 e µ = 0.3.

A analise teórica também mostra que o sistema tem um
ponto de equiĺıbrio endêmico P2. A existência desse ponto
está relacionada a condição dada por (12), tal que Rv > 1.
A Figura 4 mostra o sistema com uma combinação de
parâmetros para garantir a existência e a Figura 5, que

tempo
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

po
pu

la
çã

o

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Suscetíveis
Infectados
Removidos
Imunes

Figura 3. Estabilidade do ponto P1: ω = 0.1, β = 0.9,
θ = 0.1, ρ = 0.3 e µ = 0.3.

considera Rv < 1 mostra a existência de ponto livre de
doença.
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Figura 4. Ponto endêmico P2: ω = 0.6, β = 1.9, θ = 0.3,
ρ = 0.3 e µ = 0.1.

Na Figura 6 observa-se a estabilidade do ponto P1 quando
o Rv < 1. Para qualquer condição inicial, o sistema sempre
vai para o ponto livre de doença.

Na Figura 7 observa-se a estabilidade do ponto P2 quando
o Rv > 1. Para qualquer condição inicial o sistema sempre
vai para o ponto endêmico.
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Figura 5. Ponto livre de doença P1: ω = 0.6, β = 1.9,
θ = 0.6, ρ = 0.3 e µ = 0.1.
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Figura 6. Plano de fase para o ponto de equiĺıbrio livre de
doença, considerando Rv < 1.
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Figura 7. Plano de fase para o ponto de equiĺıbrio endê-
mico, considerando Rv > 1.

4. CONCLUSÃO

O modelo apresentado pode contribuir como uma estraté-
gia de imunização forçada pois admite ponto de equiĺıbrio
livre de doença e ponto de equiĺıbrio endêmico.

Verifica-se que quando Rv < 1, o ponto endêmico é instável
e o sistema evolui para o ponto de equiĺıbrio P1, por outro
lado, quando Rv > 1, o ponto endêmico é estável e P1

instável e o sistema sempre estabiliza no ponto P2.

Devido a condição de existência do ponto de equiĺıbrio
endêmico, conclúımos que o equiĺıbrio endêmico é local-
mente estável ,ou seja, tanto a população suscet́ıvel quanto
a infectada sobreviverão em qualquer um dos casos e pode
ser visto que a taxa de infecção é reduzida por causa do
parâmetro de vacinação, ou seja ω.
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talit cause par la petite vérole, et des advantages de
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Statistical physics of vaccination. Physics Reports,664,
1-113 , 2016.




