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Abstract: This article aims to study a SIR model with immunization. A basal reproduction
number without the vaccination strategy is obtained (Rp) and another basal reproduction
number with forced immunization is proposed (R,). The existence of the endemic equilibrium
point is conditioned to R, > 1 and the disease-free equilibrium point presents a bifurcation
condition associated with the immunization rate. Local stability for both points is discussed
and its relationship to the

Resumo: Este artigo tem como objetivo estudar um modelo SIR com imunizacao. Um nimero
de reprodugao basal sem a estratégia de vacinagao é obtido (Ry) e outro nimero de reproducao
basal com a imunizagao forcada é proposto, R,. A existéncia do ponto de equilibrio endémico
estd condicionada ao R, > 1 e o ponto de equilibrio livre de doenga apresenta uma condigao de
bifurcagao associada a taxa de imunizacao. A estabilidade local para ambos os pontos é discutida
e sua relacao com a taxa de imunizagao é apresentada. Finalmente, simulagbes numéricas sao

realizadas para apoiar o resultado.
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1. INTRODUCAO

No inicio de 2020, a epidemia de uma nova doenga mar-
cou a histéoria da humanidade. Um virus da familia do
coronavirus (COVID-19) foi relatado pela primeira vez
em Wuhan, China, em 31 de dezembro de 2019. Em sua
manifestacao mais grave, o virus provoca um quadro res-
piratério acentuado nos pacientes, necessitando de hospi-
talizagao intensiva prolongada. Outra particularidade do
novo coronavirus é seu maior tempo de existéncia fora do
corpo humano, sendo responsivel por maiores taxas de
transmissdo (Kampt (2020)).

Esse virus se espalhou rapidamente pelo mundo e desde
o inicio da epidemia até o momento, 11 de agosto de
2020, foram registrados mais de 20,4 milhdes de casos
confirmados e mais de 745 mil mortes em todo o mundo.
Sendo Estados Unidos, Brasil e India (nessa ordem) os
que lideram a lista de paises com maior nimero de casos
segundo o site oficial da OMS .

A adocgao de politicas publicas como estratégias de controle
ao combate a epidemia é necessaria no ambito da preven-
cao da propagacgao da doenga, para evitar o colapso dos
sistemas de saide e redugao de 6bitos e, no atual cenario,
para estabelecer estratégias de vacinagao.

O mundo tem urgéncia em fabricar e distribuir uma vacina
que seja eficaz e segura, capaz de imunizar o maior nimero

1 www.who.int /emergencies/diseases/novel-coronavirus-2019

de pessoas possiveis em prol da protecao da humanidade.
Devido a rapida disseminagao do virus ao redor do globo,
¢é importante estudar a dinamica de propagacao da doenca
com o auxilio dos modelos matematicos e otimizar o
processo de vacinagao.

O interesse em compreender a proliferagao de doengas
infecciosas é antigo, assim como o estudo de epidemiologia,
mas o estudo matematico de doengas e sua propagacao é
recente e teve o marco atribuido a Graunt que estudou
métodos estatisticos em satde publica em 1663 (Graunt
(1939)). Um século depois, Daniel Bernoulli usou métodos
matematicos para analisar a propagacao da variola e
propds inoculagdo preventiva (Bernoulli (1760)).

Em 1927, Kermack e McKendrick publicaram pela pri-
meira vez um modelo deterministico de epidemia que in-
clufa individuos suscetiveis (S), infectados (I) e removidos
(R), o modelo SIR (Kermack (1927)). Estudaram a relagao
entre o aparecimento de uma epidemia a um valor critico,
dependendo do ntimero de suscetiveis, constatando que tal
densidade critica depende de fatores como infectividade,
recuperagao da doenca e taxa de mortalidade (Kermack
(1932) e Kermack (1933)).

A modelagem epidemioldgica esté associada ao comporta-
mento dindmico de processos em que a populacao é estu-
dada de acordo com seu estado epidemiolégico e, equagoes
de diferencas ou diferenciais sao usadas para representar
a dindmica entre os estados devido a taxa de nascimento,
mortalidade, infecgéo, e recuperacao. O modelo epidemio-
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logico SIR é a base para a criagao de modelos que descre-
vem o comportamento de grande parte das epidemias.

O interesse na modelagem matemética de doencas infecci-
osas é o objeto de estudo de muitos trabalhos (Anderson
(1992), Murray (1993) e Martcheva (2015)). Como os mo-
delos matematicos de disseminacao de doencas permitem
o entendimento melhor do mecanismo de transmissao eles
constituem uma importante ferramenta para o controle de
epidemias, podendo contribuir para a reducao do niimero
de infectados e ébitos (Keelling (2011)). Sendo assim, po-
dem ser usados para obter previsoes de longo prazo sobre o
desenvolvimento da epidemia, o que auxilia na tomada de
decisoes a fim de orientar estratégias de controle (Clancy
(1999)).

A literatura cientifica em epidemiologia é muitos diversa:
hé estudos sobre a importancia da heterogeneidade e
aplicacao do valor critico em modelos deterministicos ou
estocasticos (Anderson (1992)); aplicacao da teoria de
controle em epidemiologia (Becker (2005)); controle e
sincronismo de caos (Gamarra (2001)). Outros resultados
relevantes consideram modelos baseados em redes que
incorporaram heterogeneidades do sistema (Pastor (2001)
e Newman (2002)) assim como em modelos estocésticos
(Alonso (2002)).

Muitos modelos compartimentais tém contribuido para o
estudo do COVID-19 ao avaliarem a importéancia do isola-
mento social (Pan (2020)) e da quarentena em diferentes
estdgios da doenga (Mishra (2020)) e o estudo de casos ndo
reportados (Cotta (2020) e Lee (2020)).

A finalidade deste trabalho, sob uma 6tica pedagdgica, é
estudar a influéncia da taxa de vacinagao no equilibrio
endémico e avaliar qual o esfor¢o necessario para que esse
equilibrio seja estével, considerando o isolamento social
como uma estratégia aliada a reducao da propagacgao do
virus e, para isso, propoe-se uma alteragao no modelo SIR,
incluindo um compartimento dos individuos imunes (Im),
que adquiriram imunidade por terem contraido a doenca
ou por serem vacinados. A literatura cientifica é muito
farta ao se tratar de vacinacao (Wang et al. (2016)).

Na préxima sessao as hipoteses do modelo sao apresen-
tadas, seguido do seu equacionamento e do cédlculo dos
pontos de equilibrio do modelo. A taxa de reprodugao
basal é calculada (R) na auséncia de imunizagao forgada e
(R,) na presenca de vacinagao e, além disso, as condigoes
de equilibrio sdo encontradas. A partir dessa discussao,
simulacbes computacionais serdo conduzidas, verificando
a estabilidade do modelo.

A anélise dos resultados proporcionard a discussao e um
conjunto de conclusoes que podem ser tuteis para a es-
tratégia de vacinagao e orientacoes de politicas publicas
eficazes.

2. MODELO: HIPOTESES E EQUACOES

O modelo estudado aqui é uma alteragao do modelo
original SIR (Suscetivel-Infectado-Removido) proposto
por Kermack e Mckendrinck (Kermack (1927), Kermack
(1932) e Kermack (1933)) e a estratégia de vacinagao
adotada tem com referéncia estudos de andlise de esta-
bilidade de modelo SIR com vacina¢ao (Chauhan (2014)).

O modelo SIR é usado em epidemiologia para estudar a
dindmica de propagacao de uma infeccao entre os gru-
pos das pessoas suscetiveis (S), infectadas (I) e removi-
das/recuperadas (R) em uma populagdo. Este trabalho
apresenta uma proposta de alteragao do modelo SIR, con-
siderando uma separagao dos removidos em imunes (Im)
e uma vacinacao induzida dos suscetiveis, originando o
modelo SIRIm (Suscetivel-Infectado-Removido-Imune). O
modelo assume algumas hipdteses:

e A populacdo é constante;

e As tnicas formas de uma pessoa deixar de ser susceti-
vel sdo tornando-se infectada ou imune por vacinagao
induzida;

e Assim que a pessoa se recupera, ela recebe imunidade;

e A probabilidade de infec¢ao nao é afetada pela idade,
sexo, raga ou condicao social;

e Nao héd imunidade hereditéria;

e A imunidade adquirida é permanente;

e As taxas de natalidade e mortalidade natural fazem
parte das consideragoes;

e Todos os nascimentos estao na classe do suscetivel;

e A taxa de mortalidade é igual para os membros de
todos os compartimentos, e presume-se que as taxas
de natalidade e mortalidade sao iguais.

O modelo assume algumas notagoes:

S(t): o nimero de individuos suscetiveis no instante
(t);

I(t): o nimero de individuos infectados no instante
(t);

R(t): o nimero de individuos removidos/recuperados
no instante (t);

e Im(t): o nimero de individuos imunizados no instante
(t);

e N: populagao total.

A populagao suscetivel é infectada com uma taxa de infe-
¢ao dada pela interagao entre a quantidade de suscetiveis
e a quantidade de infectados modulada pelo parametro (3,
1 é a taxa de nascimento e morte, que sao consideradas
iguais, p é a taxa de recuperagao e e w a taxa de vacinagao.
O modelo pode ser representado pela Figura 1:
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Figura 1. Modelo SIRIm com vacinacao.

Como pode ser visto, esse modelo representa a dinamica
de propagacao do virus levando em conta a campanha
de imunizacao da populagao e, portanto, pode-se com o
esforgo da vacinacao, planejar melhores estratégias para
controlar a dinamica de propagacao do virus.



2.1 Equacoes

Considerando o efeito do distanciamento social como uma
medida que diminui o contato entre os suscetiveis e infec-
tados no modelo da Figura 1, introduzimos o parametro 6,
tal que, 0 < 6 < 1 e adotamos a estratégia de vacinagao
como estudado em (Chauhan (2014)), tal que o modelo
pode ser descrito por 1:

95 _ |y B0=0S01
I

N
;ﬁ - U050 ) oy
pI(t) — 0R(t) — nR(1);
= puNw + JR(t) — pIm(t).

— pNw — pS(t);

dfh
e

Em que (S) é a populagao suscetivel, (I) a populagao
infectada, (R) a populagdo recuperada e (Im) representa a
populacdo imunizada. A taxa de mortalidade e natalidade
sao representadas por p, 6 representa a taxa média de isola-
mento, 5 a taxa de conversao de suscetiveis a infectados, p
de infectados & recuperados (se todos os individuos infecta-
dos fossem recuperados 1/p seria o perfodo de recuperagao)
e como a populagao total é constante:

N = S(t) + I(t) + R(t) + Im(t), 2)

e, consequentemente,
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dt dt dt dt = dt
Levando em consideracao a densidade de populagao, pode-
se escrever:

=0. (3)
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De forma andloga,
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com as condigoes iniciais:

s(0) > 0,i(0) > 0,7(0) > 0,im(0) > 0.

Considerando a densidade de populagao total, pode-se
escrever s(t) 4+ i(t) + r(t) +im(t) = 1, tal que:

r(t) = 1— s(t) — i(t) — im(t). (8)

Substituindo 8 em 5 e 6, o modelo pode ser reescrito por
9:

ds ;
= (1 —w)u—B(1—0)si— us;
di , ) ;
it = B(1 —0)si — pi — i (9)
dim L .
ek (1—s—1—1im)+ pw — pim.

O conjunto 10 é positivamente invariante para o sistema
de equagoes:

Q= ((s(t),i(t),im(t)) € RY, s(t) +i(t) +im(t) < 1).

(10)
2.2 Pontos de equilibrio e estabilidade

Considerando o modelo 9, tal que & = f(z), sendo x =
(s,i,im)T, 2 € U C (R{)3, f: U — U o lado direito de 9,
e os parametros p, 83, p, 0, §, w em RT.

Na perspectiva de entender o efeito do isolamento social
e o esforgo da vacinagao na dinamica de propagagdao do
virus, o sistema dinamico pode ser estudado considerando
os pontos de equilibrio desse modelo dado por 9.

A estabilidade local desses pontos é analisada usando o
Teorema de Hartman-Grobman (Guckenheimer (2013)) e
o Jacobiano é calculado para cada ponto de equilibrio e
seus autovalores sao encontrados.

Examinando as equagoes para o modelo, é possivel verificar
que ha dois pontos de equilibrio: um ponto de equilibrio
livre de doenga (¢ = 0) e outro ponto de equilibrio
endémico (i # 0):

e Ponto de equilibrio livre de doencas : P, = (s*,¢
(1 -w,0,w).

,im’”)

O ponto de equilibrio livre de doengas P; possui uma
condicao de existéncia tal que s* > 0 e im* > 0 e,
portanto, 0 < w > 1.

* gk

e Ponto de equilibrio endémico P> = (s*,i*,im*), tal

que:

. _HEp
B(L—-0)
o HBA=0) —wB(1—0) — (p+ 1)),
(n+p)BA—-0) ’
o w40 —0(s* + i)
B (n+9)

A condigao de existéncia do ponto de equilibrio endémico
estd associada a condigao de i* > 0 e, pode ser observada
que ha uma condigao de existéncia dada por 12:

(1)

Pt
Bl —0)

w<1l-—

(12)



e, segue que B(1 —6) > p+ p.

Verifica-se que a existéncia de P» estd condicionada a taxa
que estabelece o contato dos suscetiveis com os infectados
e a taxa de recuperagao dos infectados.

Para analisar a estabilidade local desses pontos, o Jaco-
biano J para o modelo 9 pode ser construido da seguinte
forma:s:

A linearizagdo J = g

B é dada por:

T*

= sTP(L—=0)—(p+pm) O
-4 —(6+p)

(13)

—(p+i"B(1-9))
< fﬁuge)

Considerando o ponto de equilibrio P;, o correspondente
sistema linear ao redor deste ponto tem o Jacobiano
(Guckenheimer (2013)), Jp,, dado pela linearizacao Jp, =

of

no ponto de equilibrio:

0T | .
- =Bl -0)(1-w) 0
Jp1=< 0 1-w)Bl—-0)—(p+p) 0 )
-0 -0 —(64p)

(14)

Com o auxilio do MATLAB R2013a (Moler (2004)) é
possivel encontrar os seguintes autovalores: A\; = —p,

Ae=(1-w)B(l=0)—(p+p)ers=—(d+n).

A anélise da estabilidade para o modelo 9 apresenta um
ponto de equilibrio livre de infeccao e considerando a
condigao de existéncia, o autovalor dado por Ao = (1 —
w)B(1—0)— (p+ ) indica que se (1 —w)B(1—0) < (p+p)
o autovetor associado indica estabilidade assintdtica nesta
direc@o. Consequentemente, se (1 —w)B(1—0) > (p+u) o
ponto de equilibrio P; é instével, indicando bifurcacao no
espago de parametros.

Considerando o ponto de equilibrio endémico Ps, o corres-
pondente sistema linear ao redor desse ponto tem o Jaco-
biano (Guckenheimer (2013)), Jp,, dado pela linearizacao

Jp, = % no ponto de equilibrio é:
or|,.
—(p+ipA=-0) =(p+n) 0
Jp, = i B(1—0) 0 0 . (15)
-0 -5 —(0+p

Os coeficientes do polinémio caracteristico det(A — Ig\) =
0:

A3 + a1/\2 + ag)\l +az =0, (16)
sao
a; =0 +2p+1i" (1 —0);
ag =0p 4>+ (2p+ p+06)i* (1 —6); (17)
=(1® + b + dp + pp)i* B(1 - 0).

—s*B(1—0) 0 )

O polinémio caracteristico também pode ser escrito de
forma a resolver o determinante det(A — Iz\) =0

‘—(u+i*6(1—9))—/\—(0+u) 0
T B(1—0) - 0 =0.
—0 -5 —(0+pu)—-A
(18)
Resolvendo o determinante, temos:
(=0 + 1) = N[(A) (= (p + i ( 0) —X)
+((p+p) ("B 0))] = (19)
O polinémio caracteristico pode ser escrito como:
(<6 +m) = N+ e+ B1= D) (o)

+((p+ 1) (" B(1 = 0))] = 0.

Note que (1 — 0) = « é sempre positivo. Resolvendo a
equagao 20, os seguintes autovalores sao encontrados:

A1 =—(0 4 p);
Nps = — (p+i*Ba) £ /(u+i*Ba)? — 4(p + 1) (i* Ba) '
’ (21)

A quantidade dentro da raiz é menor que (u + i*B3a)? ou
maior. Se maior, as solugoes sao complexo conjugadas com
parte real negativa. Caso contrario a raiz deve ser menor
em valor absoluto que (u +4*a)?),mas ainda a parte real
é negativa. De qualquer forma a parte real do auto valor é
negativa.

De qualquer forma, concluimos que o equilibrio endémico é
estdvel uma vez que as partes reais de ambos os autovalores
sao negativas e A; também é negativo. Mostra que o ponto
de equilibrio endémico é localmente estével, ou seja, tanto
a populagao suscetivel quanto a infectada sobreviverao em
qualquer um dos casos e pode ser visto que a taxa de
infecgao foi reduzida por causa do parametro de vacinagao,
ou seja, w.

2.3 Numero de reprodugao basal

Se 0 modelo proposto nao considerasse a vacinagao como
uma estratégia de controle da disseminacao da doenca, a
existéncia do ponto de equilibrio endémico estaria condi-
cionada apenas a condigao da existéncia do nimero de
reproducao basal Ry dada por 22:

_pa -9
0 — )

p— (22)

que é conhecido como o numero de reproducao basal
que determina o comportamento assintético do modelo.
Reprodugao basal é o nimero de infeccao secundéria que
ocorre de uma infeccdo primaéria.

O efeito da vacinagao pode ser facilmente visto na existén-
cia do ponto de equilibrio livre de infeccao e no ponto de
equilibrio endémico. A populagao do suscetiveis decresce
pelo parametro w, que é a taxa de vacinagao. Além disso,



produz um grande impacto no nimero de reprodugao das
infecgbes secundérias. Como feito em (Chauhan (2014)),
o novo numero de reproducao basal, apds a inducao da
vacina no modelo é dada por R, = (1 — w)Ry, tal que:

BL—6)

R,=(1—-w
( )p+u

(23)

O ponto de equilibrio endémico com vacinagao so existe se
R, > 1 e, essa condicao, resulta em 24:

p+p
B(1-0)

que coincide com a condi¢ao de existéncia do ponto de
equilibrio endémico, dada por 12.

w<1— (24)

3. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Foram realizados experimentos numéricos com o objetivo
de analisar a estabilidade do ponto P; e a existéncia e
estabilidade do ponto endémico Ps.

A andlise tedrica para ponto P; apresenta uma condigao de
bifurcagao que influencia na sua estabilidade. Na Figura 2
pode ser visto que dada a condigao (1—w)B(1—0) < (p+pu)
o ponto P; é estavel. Para garantir essa condi¢ao os valores
dos parametros sao: w = 0.1, 5 =0.9,0 =0.1, p=0.7 e
n=0.3.
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Figura 2. Estabilidade do ponto P;: w = 0.1, § = 0.9,
0=0.1p=07epup=0.3.

Por outro lado, na Figura 3 observa-se que para os valores
de parametros tal que a condi¢ao (1 —w)B(1 —06) > (p+
1) seja satisfeita o ponto P; instdvel. Para garantir essa
condigao os valores dos parametros sdo: w = 0.1, 5 = 0.9,
0=0.1p=03epu=0.3.

A analise tedrica também mostra que o sistema tem um
ponto de equilibrio endémico P». A existéncia desse ponto
estd relacionada a condicao dada por (12), tal que R, > 1.
A Figura 4 mostra o sistema com uma combinagao de
parametros para garantir a existéncia e a Figura 5, que

o
©

T T

Suscetiveis | |
Infectados | -
Removidos
Imunes

o
3
T

populacéo
o o o o
w s (6] (2]
T T T T
L L L

o
N}
T
!

o
n

0 . . . . . . . . .
0 2 4 6 8 0 12 14 16 18 20
tempo

Figura 3. Estabilidade do ponto P;: w = 0.1, § = 0.9,
=01 p=03epu=0.3.

considera R, < 1 mostra a existéncia de ponto livre de
doenga.
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Figura 4. Ponto endémico P»: w = 0.6, 8§ = 1.9, § = 0.3,
p=03epn=0.1

Na Figura 6 observa-se a estabilidade do ponto P; quando
o R, < 1. Para qualquer condigao inicial, o sistema sempre
vai para o ponto livre de doenga.

Na Figura 7 observa-se a estabilidade do ponto P> quando
o R, > 1. Para qualquer condicao inicial o sistema sempre
vai para o ponto endémico.
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Figura 5. Ponto livre de doenca P;: w = 0.6, 8 = 1.9,
0 =06, p=03epu=0.1.

Figura 6. Plano de fase para o ponto de equilibrio livre de
doenga, considerando R, < 1.
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Figura 7. Plano de fase para o ponto de equilibrio endé-
mico, considerando R, > 1.

4. CONCLUSAO
O modelo apresentado pode contribuir como uma estraté-

gia de imunizagao forgada pois admite ponto de equilibrio
livre de doenga e ponto de equilibrio endémico.

Verifica-se que quando R, < 1, o ponto endémico ¢ instavel
e o sistema evolui para o ponto de equilibrio P;, por outro
lado, quando R, > 1, o ponto endémico é estavel e P,
instavel e o sistema sempre estabiliza no ponto Ps.

Devido a condigao de existéncia do ponto de equilibrio
endémico, concluimos que o equilibrio endémico é local-
mente estavel ,ou seja, tanto a populagao suscetivel quanto
a infectada sobreviverao em qualquer um dos casos e pode
ser visto que a taxa de infeccao é reduzida por causa do
parametro de vacinagao, ou seja w.
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