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Abstract: The recent Coronavirus (COVID-19) spread quickly around the world, boosting the
research of mathematical modeling applied to epidemiology. One of the commonly used models
is the deterministic version of the Susceptible-Infected-Recovered (SIR) model. In this work, we
present the stochastic version of the SIR model, using Continuous Time Markov Chain (CTMC).
Some numerical simulations were performed in order to compare the two models using public
data on COVID-19 and parameter values reported in the literature. Computing some properties
of stochastic models demands many computational resources, limiting its usability in large
populations. Preliminary results as well as a discussion of future work are presented.

Resumo: O novo Coronavirus (COVID-19) espalhou-se rapidamente pelo mundo e dinamizou
a pesquisa da modelagem matematica aplicada a epidemiologia. Um dos modelos utilizados na
modelagem dessa doenga é o Suscetivel-Infectado-Recuperado (SIR) utilizando uma abordagem
deterministica. Neste trabalho, apresentamos o modelo SIR com uma abordagem estocastica,
utilizando Cadeia de Markov de Tempo Continuo (CTMC). Foram realizadas simulages a fim
de comparagao entre os dois modelos utilizando dados publicos sobre a COVID-19 e valores
de parametros reportados na literatura. Algumas das propriedades dos modelos estocdsticos
possuem um custo computacional elevado que limitam o seu uso em populagdes grandes.

Resultados preliminares sao apresentados assim como uma discussao dos trabalhos futuros.
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1. INTRODUCAO

A emergéncia do novo Coronavirus (SARS-CoV-2) no
fim de 2019, gerando uma pandemia sem precedentes na
histéria recente da humanidade, catalisou a pesquisa na
modelagem matematica aplicada & epidemiologia. Nessa
area, o interesse em modelar doencas infecciosas tem
como objetivo geral melhorar as estratégias de prevencao
e controle, assim como auxiliar governos e agentes de
saude na tomada de decisdao. Os modelos matematicos
sao ferramentas importantes para realizar a andlise da
propagacdo e de controle de doengas infecciosas. Além
dos modelos, simulacées computacionais também sao tteis
para construir e testar teorias e determinar a sensibilidade
a mudancas nos valores dos parametros. A modelagem
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epidemioldgica pode contribuir para fazer previsoes gerais
e estimar as incertezas nas previsoes (Hethcote, 2000).

Largamente usados na simulacao e estudo de doengas
infecciosas, os modelos compartimentais dividem a popu-
lagdo em classes (ou compartimentos), que representam
os varios estados da doenca. Esses modelos podem ser
deterministicos ou estocdsticos. Nos primeiros, o processo
epidémico é representado por um conjunto de equagoes
diferenciais ordindrias que, dada uma condicao inicial, des-
crevem a evolugao temporal da doenca. Por outro lado, por
meio dos modelos estocdasticos é possivel inserir uma certa
aleatoriedade nos parametros. Esses modelos estimam as
distribuicoes de probabilidade dos resultados possiveis e,
dessa forma, oferecem diferentes cendarios aos quais nao
se tem acesso através dos modelos deterministicos. Uma
diferenca importante entre esses modelos é sua dinamica
assintética. Um modelo deterministico é utilizado para
prever um Uunico resultado de um determinado conjunto
de circunstancias. J4 um modelo estocastico prevé um
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conjunto de possiveis resultados ponderados por suas pro-
babilidades.

Os modelos epidemiolégicos estocdsticos possuem algumas
vantagens exclusivas, como o acesso a informacao em re-
lagdo a probabilidade de um surto, bem como a duragao
esperada e a distribuicdo do tamanho final de uma epide-
mia (Allen, 2008). Podem ser também considerados efeitos
sobre os quais nao se tem conhecimento suficiente ou que
podem ser aleatérios. Dessa forma, é possivel fazer uma
modelagem mais realista. Entretanto, existe uma limitacao
importante para o uso de modelos estocasticos que é re-
lacionada ao tamanho da populagao em estudo. Enquanto
os modelos deterministicos descrevem uma dindmica en-
tre compartimentos, os modelos estocasticos consideram
a evolucao de cada individuo da populagdao. Assim, os
modelos deterministicos sao convenientemente usados na
epidemiologia matemaética com populacoes grandes, como
acontece especificamente no caso da COVID-19 (Croki-
dakis, 2020; Manrique-Abril et al., 2020; Volpatto et al.,
2020). Na modelagem estocdstica, para populagdes muito
grandes, calcular esses valores tem um custo computacio-
nal muito alto (Greenwood and Gordillo, 2009). Combinar
a capacidade computacional com precisao numérica e um
codigo otimizado continua a ser um desafio nessa area de
pesquisa.

Estimar a duracao de uma epidemia e o niimero de pessoas
que pode adoecer é um dos objetivos mais importantes
na modelagem epidemiolégica matematica. A estratégia
usual na modelagem é considerar inicialmente o modelo
mais simples possivel, mesmo que algumas caracteristicas
do contagio real ndo sejam levadas em conta. A depen-
der do resultado, novos elementos podem ser introduzidos
controladamente no modelo e uma avaliagao do ganho
em funcao da complexidade devera ser considerada. Em-
bora simples, o modelo SIR (Kermack and McKendrick,
1927), que divide a populagao nos estados de (S)uscetiveis,
(I)nfectados e (R)ecuperados, tem sido usado amplamente
no estudo de diversas doencas e, em particular, da COVID-
19 (Comunian et al., 2020; Cooper et al., 2020; Neves and
Guerrero, 2020).

Nesse trabalho, faz-se uma introducao a modelagem es-
tocastica usando um modelo SIR estocastico. O modelo
serd usado no estudo do contdgio pela COVID-19. A evo-
lucao dos individuos suscetiveis, infectados e recuperados
no estado do Rio de Janeiro serd obtida através de si-
mulagao numérica em Python e comparada a resultados
prévios obtidos por modelos deterministicos. Na obtengao
do tamanho final da epidemia, estamos trabalhando para
ampliar o tamanho da populagao a ser estudada. Resul-
tados preliminares serao apresentados. Esse trabalho nao
pretende fazer uma avaliacao real da situagao pandémica
no Rio de Janeiro e sim contribuir no desenvolvimento dos
métodos estocasticos na modelagem epidemiolédgica.

O trabalho esta organizado da seguinte forma. Na proxima
secdo, faz-se uma introdugdo a conceitos importantes na
modelagem estocdstica. Na Segao 3 é definido o modelo
compartimental SIR utilizado, nas versoes deterministica
e estocastica. Apés, na Secdo 4, sdo apresentados os
resultados das simulagoes realizadas e, por fim, discute-se
acerca do trabalho futuro.

2. CONCEITOS PRELIMINARES

A estrutura natural com a qual se trabalha nos modelos
compartimentais estocdsticos sao os processos de Markov.

Um processo estocastico é uma colecao de varidveis ale-
atérias {Xi(w) : t € T,w € Q}, onde T é o conjunto
de indices e € é o espago amostral, denominado espaco
de estados. Para cada ¢ fixado, X;(w) denota uma tnica
variavel aleatéria definida em 2. Para cada w € € fixado,
Xi(w) corresponde a uma fungdo definida em T que é
chamada de caminho de amostra ou realizagao estocéastica
do processo.

Um processo estocéstico markoviano caracteriza-se por
nao ter memoaria, isto é, o conhecimento do estado futuro
do processo depende sé do seu estado atual. Qualquer
conhecimento prévio ndo aporta mais informacao. Mate-
maticamente, isto é representado da seguinte forma,

PT‘Ob(thJrl < xk+1|th =Tk, " 7Xto = ‘TO) =
= Prob(Xy,,, < xpy1| Xy, = 2) (1)

para to < t1 < < g < tgg1, t; € T, com i =
0,1,2,---,k+1, onde z; representa o estado que a variavel
aleatéria pode assumir.

Se as variaveis aleatdrias X;(w) assumem valores discretos,
entao o processo markoviano é denominado Cadeia de
Markov. A depender de se o tempo é considerado discreto
ou continuo, uma cadeia de Markov é classificada como
Cadeia de Markov de Tempo Discreto, DTMC' pelas siglas
em inglés (Discrete Time Markov Chain), ou como Cadeia
de Markov de Tempo Continuo, CTMC (Continuous Time
Markov Chain). Os modelos compartimentais sao CTMC,
pois suas varidveis aleatérias assumem valores discretos e
o tempo ¢é analisado em um intervalo continuo.

Cada varidvel aleatéria X (t) do processo tem uma distri-
buicao de probabilidade {p;(t)}52, associada, com

pi(t) = Prob{X; = i}. (2)

A expressdo (2) representa a probabilidade dos estados
possiveis que a varidvel aleatéria X(¢) pode assumir.
Essa distribuicao de probabilidade pode ser representada
através do vetor p(t) = (po(t),p1(t),...)T, onde T denota
a transposta.

Em uma cadeia de Markov é possivel relacionar as varidveis
aleatérias do processo, por exemplo, as varidveis X, e
X, considerando s < t para obter informacoes acerca
do sistema. Essa relagao entre elas é conhecida como
probabilidade de transicdo entre estados.

A probabilidade de transicdo, denotada por pj;(t,s) é
definida como a seguinte probabilidade condicional:

pji(t,s) = Prob{X, = j| X, =i}, s<t (3)

A expressdo definida em (3) representa a probabilidade
da variavel aleatéria X no instante de tempo ¢ encontrar-
se no estado j dado que no instante de tempo s, estava
no estado ¢, para i,7 = 0,1,2,---. Por outro lado, as
probabilidades de transicao sao solugoes das equacoes de
Chapman-Kolmogorov

Zij(S)Pki(t) = pji(t + s). (4)
k=0



Se as probabilidades de transi¢ao nao dependem do tempo
s ou t, mas sim do tamanho do intervalo t — s, elas sao cha-
madas de probabilidades de transicao estaciondrias. Por
conveniéncia, as probabilidades de transigao tratadas neste
trabalho sao assumidas como estacionarias. Portanto, tem-
se,

pji(t —s) = Prob{X(t —s) = j|X(0) =i}, s<t (5

Define-se a matriz das probabilidades de transicdo ou,
simplesmente, matriz de transicao, a matriz que tem a
probabilidade p;; como elemento na posicao ji, i.e.,

P(t) = (pji(t)).
A matriz de transigdo possui algumas propriedades par-
ticulares. Todos os seus elementos sao nao-negativos,
pji(t) > 0, por se tratarem de probabilidades, e a soma
dos elementos por coluna é igual a 1,

7=0

Essas propriedades definem a matriz de transicdo como
uma matriz estocédstica para todo t > 0.

Além de determinar as possiveis mudancas de um estado
para outro no sistema estudado, as probabilidades de tran-
sicao sao também usadas para derivar as taxas de transicao
gji- As taxas de transiciio sao tteis para representar se
houve mudanga ou nao de um estado para outro. Elas
podem ser expressas em forma matricial, sendo conhecida
como Matriz Geradora Infinitesimal G.

Para encontrar os elementos da matriz G, vamos assumir
que as probabilidades de transicao sao continuas e dife-
rencidveis para t > 0 e considerar os seus valores iniciais,
para t = 0, como sendo p;;(0) = 0, para j # i e p;;(0) = 1.
Dessa forma, as taxas de mudanca das probabilidades de
transicao sao

o pii(AY) —psi(0) pji(At)
951 = AMI0, At =it Ar 0 T
(7
o pa(AY) —pu(0) L pa(Af) — 1
9i = pm At AT A ®

Reescrevendo apropriadamente a expressao (6) e usando a
definicao de gj;, equagao (7), segue que

L—pu(At) = > pu(At) = Y [gAt+o(At)]. (9)
J=0,j7#i J=0,j7#i

Substituindo esse resultado agora na definicao de g;;,
equacao (8),

- Z;io,j;éi[gjiAt + o(At)]

o= i 1
Jii Atl—rf%ﬁ At (10)
§=0,j7#i

Se g;; € finito, entao Z;io gji = 0 e usando as expres-
soes (7) e (8) chega-se & versdo infinitesimal das probabi-
lidades de transicao,

ij(At) = 5ji + gﬂAt + O(At),
onde ¢;; é a delta do Kronecker.

(12)

Seja P(At) = (p;i(At)). Entdo, a matriz G é dada por

G = lim %

1
At—0+ At ’ ( 3)

onde I é uma matriz identidade da mesma dimensao de
P(At) (no caso finito). A matriz geradora é importante por
dois motivos; ela é usada para definir as equagoes avanga-
das de Kolmogorov, as quais expressam a matriz de tran-
sicao P(t) através de equagoes diferenciais, dP/dt = GP;
e também é usada para encontrar a matriz de transicao de
uma Cadeia de Markov Incorporada (EMC) (Embedded
Markov Chain) ou processo de salto, que serd definido a
seguir.

Seja Y,, a varidvel aleatéria para o estado de uma CTMC
{X(t) : t € ]0,00)} no n-ésimo salto,

Y, = X(W,), n=0,1,2,...

onde W, é o tempo no qual o processo permanece no
estado n. O conjunto de varidveis aleatdrias {V;,}22,
é denominado Cadeia de Markov Incorporada e é uma
DTMC. Em geral, as cadeias de Markov incorporada e
de tempo continuo tém a mesma dinamica a longo prazo,
inclusive o tamanho final da epidemia. As primeiras sao
muito apropriadas para o trabalho numérico, razao pela
qual sao usadas na classificagao de estados da CTMC
correspondente (Daley and Gani, 1999).

Uma diferenca entre uma DTMC e uma CTMC é que
em cadeias de tempo discreto ha um “salto” para um novo
estado no tempo discreto 1, 2, .. ., mas em cadeias de tempo
continuo o “salto” pode ocorrer em qualquer tempo t > 0.

Em uma cadeia de Markov de tempo continuo, com estado
inicial X (0) = i, o processo permanece no estado inicial
por um periodo aleatério de tempo Wy até passar para
um novo estado j, ou seja, X(W7) = j. Em seguida, ele
permanece no estado j por um novo periodo aleatério
de tempo Wy até alcangar o novo estado X (Ws) = k,
e assim sucessivamente. Portanto, define-se W, como a
variavel aleatoria para expressar o tempo do i-ésimo salto.
Considera-se, inicialmente, W(0) = 0. O conjunto de
varidveis aleatérias {W;}32, é denominado como tempo de
salto ou tempo de espera do processo.

Seja {Y,,}22, uma EMC. Sua matriz de transi¢ao é dada
por Py = (pj;), onde p;; = Prob{Y, 41 = j|¥Y, = i}. A
matriz de transi¢do Py = (p;;) pode ser definida usando a
matriz geradora G.

Um estado i, em uma DTMC, é absorvente se g; = 0, ou
seja, a taxa de mudanca é zero pois o estado nao muda.
Portanto,

(14)

. J0,s8e g #0
Pi =1, se gy =0

Para definirmos a probabilidade de transicao p;; utilizamos
as expressoes (7) e (8),

i _ pji(At)

= —_— 15
Gii Arso+ 1 — pii(At) (15)

A expressao (15) é a probabilidade de uma transi¢ao
do estado ¢ para o estado j, dado que o processo nao
permanece no estado 7 (gi; # 0). Define-se entdo a
probabilidade de transicdao p;; como



gii i
%:_ﬂv se gii # 0
> oo
. ki
Pji = N k=o0,kzi (16)

0, se gi; =0

No caso de g;; = 0, o elemento (i,i) da matriz Py é igual
a 1 e os elementos restantes da coluna sao iguais a 0.

A matriz Py também é uma matriz estocastica pois
possui a soma dos elementos de cada coluna igual a 1.
As probabilidades de transicdo sao homogéneas, ou seja,

independem de n. Além disso, se cumpre que (Py)" = ]3(.?)

j
onde [)g»?) = Prob{Y, = j|Yo = i}.

)

Para realizar simulagoes estocasticas em uma CTMC é ne-
cessario conhecer a distribuicao para o tempo entre suces-
sivos eventos, também denominado, tempo entre eventos.
Vamos definir uma varidavel aleatéria para o tempo entre
eventos, denominada T}, continua e nao-negativa, de modo
que T; = Wiy1 — W; > 0, onde W; é o tempo do i-ésimo
salto.

Por outro lado, para calcular numericamente um caminho
de amostra de um modelo CTMC, é necessdrio usar o
fato de que o tempo entre eventos tem uma distribuicao
exponencial. Isso decorre da propriedade de Markov. A
distribuigao exponencial tem o que é chamado de pro-
priedade sem memoria, memoryless property. Portanto, a
variavel aleatéria T; do tempo entre eventos é uma variavel
aleatéria exponencial.

Considere que no i-ésimo salto o processo esteja no estado
n, ou seja, X (W;) = n. Seja a(n)At + o(At) a probabili-
dade do processo mover-se para um estado diferente de n
no periodo de tempo At, ou seja,

> pin(At) = a(n)At + o(At).

i#n
Considerando que as mudancas de estado do sistema
ocorrem com probabilidade a(n)At+o(At), num intervalo
de tempo pequeno At, a funcdo de distribuicdo para o
tempo entre eventos é

Fi(t) = Prob{T; <t} =1—e Mt (18)

Como «a(n) é independente do estado do processo, o tempo
entre eventos é o mesmo para todo salto i. Vamos definir
T; = Tg para todo i. Entdo, o tempo entre eventos,
Tg, é uma varidvel aleatéria continua definida em [0, c0),
e pode ser expressa em funcao de uma outra varidvel
aleatéria uniforme, U, definida no intervalo [0, 1]. A partir
da expressao (18), pode-se definir o tempo entre eventos,
Tg, como

(17)

B InU
a(n)’

onde F' é a fungao de ditribuicao acumulada da variavel
aleatéria Tg.

Tg =F Y(U) = (19)

3. MODELO COMPARTIMENTAL SIR
3.1 Deterministico
O modelo compartimental considerado neste trabalho é

o modelo (S)uscetivel-(I)nfectado-(R)ecuperado, também
denominado SIR, proposto por Kermack and McKendrick

(1927). Vamos considerar o numero total de individuos
na populacao dado por N, assumindo que esse valor é
constante, ou seja, nao ha nascimentos ou mortes durante o
estudo da dinamica evolutiva da doenca, e também que nao
ocorre o periodo latente, periodo onde os infectados ainda
nao transmitem a doenca. O modelo deterministico pode
ser descrito através das seguintes equagoes diferenciais,

is B
=L, (20)
dl B

com valores iniciais S(0), 7(0), R(0) > 0, tais que S(0) +
I(0) + R(0) = N. Nas equagoes acima, define-se 8 como
a taxa de contato ou taxa de infecgao e v como a taxa
de recuperagao de um individuo infectado. A equagao (20)
representa a variagao de individuos suscetiveis que ao ter
contato com individuos infectados tornam-se infectados.
Na equagao (21) é representada a variagao de individuos
infectados, ou seja, os individuos que eram suscetiveis e
tornaram-se infectados menos os individuos que se recu-
peraram (tornaram-se imunes ou morreram). Na equa-
gdo (22), tem-se a variagdo dos individuos infectados que
se recuperaram.

O conceito do numero bdsico de reprodu¢ao, Ry tem um
papel fundamental na modelagem epidemioldgica. Ele é
utilizado para medir o potencial de transmissao de uma
doenca e representa o niimero médio de casos secundarios
que um individuo infeccioso pode produzir, considerando
uma populacao totalmente suscetivel. E definido como

(23)

e permite estimar quando ocorrerd uma epidemia. Se
Ry > 1, entao ha um surto da doenga na populagao; se
Ro < 1, o contagio da doenga é controlado e nao ocorre
uma epidemia; por fim, para Rg = 1, a doenga é endémica,
isto é, ha um equilibrio endémico.

Combinando as equagoes (20) e (21) pode-se encontrar
uma solugdo analitica para a classe de individuos infec-
tados dada por

N
1(t) = =S(0) + - In(S() + C (24)
Utilizando como condigdes iniciais I(0) = 1 e S(0) = N—1,
chega-se a seguinte solucao para a classe dos individuos
infectados no tempo t,

TN S(t)

It)==-St)+ N+ —In (Nl) . (25)

B
Sabe-se que com o decorrer do tempo, a quantidade de
infectados ird diminuir e a epidemia encerrard. Assumindo
essa condi¢do, para t — oo, I(00) = 0 e, entdo
YN, (S(0)
S(o) =N+ —In | ——=
(00) = N+ 2 (32
A equagao (26) nos d4 uma solugao genérica para a classe
de individuos suscetiveis a longo prazo.

(26)

O tamanho final da epidemia, utilizando o modelo SIR
deterministico, é dado por R(oco) = N — S(o00) pois
representa todos os individuos que se infectaram e foram
recuperados (ou mortos).



3.2 FEstocdstico

No modelo estocéstico, denominado SIR, CTMC, os com-
partimentos S(t), I(t) e R(t) sdo considerados como varid-
veis aleatdrias, sendo S(t) + I(t) + R(t) = N. Também
sera considerado que nao ha periodo latente, assim como
no modelo deterministico.

Nesse modelo, apenas duas das varidveis aleatoérias sao
independentes, S e I. A probabilidade conjunta dessas
varidveis sera utilizada para determinar a probabilidade
de transigdo de um estado para outro (Allen, 2010).

Dessa forma, o modelo é definido através das probabilida-
des de transicao indicadas na Tabela 1. A mudanca dos
estados S e I durante um intervalo de tempo pequeno At
¢ definida como AS = S(t+At)—S(t) e AI = I(t+ At) —
I(t).

Tabela 1. Probabilidades de transicao para o
modelo SIR CTMC.

(AS,AI) Probabilidade
(=1,1) %S(t)[(t)At +o(At)
(0,—1) V(B AL + o(A(t)
0,00 1 [Ns(t)l(t) n yl(tﬂ At + o(At)

Considerando que inicialmente nao ha individuos recu-
perados, define-se a distribuicao inicial do sistema como
(5(0),1(0)) = (so,10), sendo ig > 0 e so +1i9g = N.

No inicio de uma epidemia, ou seja, para I(0) = i pequeno,
o nimero bésico de reprodugao R, é usado para conhecer
a probabilidade de ocorréncia de um surto da doenga
na populacao. Essa probabilidade é obtida da seguinte
forma (Whittle, 1955),

0 ,Ro <1

probabilidade de surto = L < 1 )Z (27)

Ro > 1
Ro 0

Para analisar as transigoes possiveis, os estados sao orga-
nizados em pares, onde o par (S, I) representa o estado
possivel que o modelo pode assumir, com 0 < S+ 1 < N.
Essas transicoes sao organizadas da seguinte forma,
(N7O)7(N7 170)5(]\77 250)7"'7(070%(]\[7 lal)v
(N—-2,1),...,(0,1),...,(0,N) (28)
De acordo com isso, existem (N + 1)(N + 2)/2 pares
de estados possiveis. Considerando os estados ordenados
dessa maneira, temos o vetor das probabilidades de estado
dado por p(t) = (P(w,0): P(N=1,0): - -+ Po,n))" - A matriz
geradora G é dada por dp/dt = Gp. Assim, tanto o vetor p
como a matriz G dependem dessa ordenacao dos estados.
Se os estados sao organizados de forma diferente, p e G
também serao modificados.

A partir da Matriz Geradora, pode-se determinar a Ma-
triz de Transi¢do da Cadeia de Markov Incorporada do
sistema, Py . Por conveniéncia, serd utilizada a notagao da
expressao (28) e, assim, tem-se
P11 P12
D21 D22

Py (N1 (N +2)
- 2

Py (N+1)(N+2)
2
Py =

DWN+D(N+2) ; D(N+D(N42) 5 -+ - D(N+1)(N+2) (NF1)(N+2)
2 1 2 2 2 2

A matriz de transicio Py e a matriz geradora G sao
matrizes quadradas de dimensao (N + 1)(N + 2)/2. Na
matriz G, os elementos das primeiras N + 1 colunas sao
iguais a zero, pois nao ha transicao entre quaisquer desses
estados, ja que nao hd nenhum individuo infectado. Isso
significa que a matriz de transicio Py = (py;) satisfaz
py=1,paral=1,2,..., N+1, que sao os primeiros N +1
estados que correspondem a (s,0), onde s =0,1,..., N+1.
Esses N + 1 estados sao os estados absorventes, aqueles
dos quais, uma vez que sao alcangados pelo sistema, nao
héa mais possibilidade de transicao para outro estado.

Considerando (S(t),I(t) = (s,i)), podem-se determinar
os elementos da matriz Py a partir das probabilidades de
transicao dos estados possiveis. No caso em que ocorre
transigdo do estado (s,i) para o estado (s,i — 1), um
individuo infectado é recuperado e sua probabilidade é
dada por
_ v _ v

vi+ (B/N)si v+ (B/N)s'
Quando ocorrer transicao do estado (s,i) para o estado
(s — 1,4+ 1), é considerada a infeccio de um individuo
suscetivel e sua probabilidade é

gl __(BN)s
Y+ (B/N)s  ~v+(B/N)s’

A matriz de transicao Py da EMC é muito tutil no
calculo do tamanho final da epidemia. Em geral, para
qualquer populacao de tamanho N, comegando com um
individuo infectado ou p(x_1,1)(0) = 1, o niimero maximo
de transicoes até ocorrer a absorcao, ou seja, quando nao
h4 mais individuos infectados, é 2N — 1.

Ps (29)

]-_ps:]-_

(30)

Supondo que, inicialmente, o numero de individuos in-
fectados é 1 e nao haja individuos recuperados, tem-se
S(0) =N —1,I(0) =1e R(0) = 0. A probabilidade asso-
ciada ao tamanho final da epidemia {pf}7 ji=12...,N
pode ser determinada calculando-se as probabilidades de
absorcao. Como os estados sem individuos infectados estao
absorvendo e I(0) = 1, tem-se que

N-—-1
lim > po)(t) = 1. (31)
s=0

t—o0

Se houver s individuos suscetiveis quando o nimero de
individuos infectados atingir zero, o tamanho final da
epidemia é N — s. Dessa forma, as probabilidades para
a distribuicao do tamanho final da epidemia satisfazem

: o
Hm peso)(t) = py (32)

para s =0,1,..., N — 1. Portanto, podem-se encontrar as
probabilidades de absorcao usando a matriz de transigcao
Py. Em particular,
lim p(t) = p2N — 1) = (P)2N"'p(0).  (33)
t—o00
Para calcular o tempo entre eventos no modelo SIR
CTMC, utiliza-se a soma das probabilidades do processo
mover-se para um estado diferente, definida em (17), cor-
respondente a

3 pin(At) = (ffS(t)I(t) + 7[(t)> At +o(At)  (34)

J#n
sendo a(n) = (8/N)S@)I(t) +~vI(t).



O tempo entre eventos, definido na Equagao (19), pode ser
entdo calculado utilizando essa expressao para «(n),

InU
FS@I(E) +I(t)
onde, U é uma varidvel aleatéria uniforme definida no
intervalo [0, 1].

Ti = (35)

4. RESULTADOS

Nessa secao, sao apresentados alguns resultados do uso
do modelo SIR CTMC antes descrito, na modelagem da
atual situagao epidémica no estado de Rio de Janeiro
produzida pelo virus SARS-CoV-2. Foi usada a linguagem
Python nas simulagoes realizadas. Como foi indicado na
introdugao, a obtengao da matriz de transigao para uma
populacgao muito grande, como é o caso de Rio de Janeiro,
é um grande desafio em termos computacionais. Esse
é um resultado que ainda nao temos e que deve ser
resolvido futuramente. Contudo, apresentamos o resultado
de algumas simulagoes que validam o modelo usado e
comparamos com resultados prévios.

Para realizar as simulacoes foi considerada a populagao
total do Estado do Rio de Janeiro, N = 17.366.189, de
acordo com o IBGE (2019). Para o ntmero bésico de
reproducao, foi utilizado o valor Ry = 2.83, encontrado
em Volpatto et al. (2020). A taxa de recuperacao foi
definida por v = 147!, em consonancia com os 14 dias
estabelecidos como tempo médio de recuperacao da do-
enga. Por fim, usando a expressdo (23), obtem-se a taxa
de infeccao g = 0.202.

Dada a condicao inicial I(0) = 1, foi realizado um conjunto
de simulagoes para analisar os possiveis cenarios gerados
a partir do modelo estocastico em comparagao ao modelo
deterministico. Com os valores considerados dos parame-
tros, foi observado que o pico da epidemia teria ocorréncia
no 132° dia no modelo deterministico. Nas Figuras 1 e 2
mostra-se dois cenarios diferentes, ilustrando-se duas pos-
siveis situagoes geradas pelo modelo estocéstico. Pode-se
observar que o comportamento das simulacoes realizadas
do modelo estocéstico é semelhante ao do modelo determi-
nistico, porém nao idéntico, devido a natureza estocastica
do modelo. O modelo estocastico gera uma colecao de
resultados possiveis para a dindmica evolutica da doenca,
incluindo o resultado previsto do deterministico, que é ilus-
trado na Figura 2. O pico da epidemia nessas simulacoes
estocasticas ocorre nos dias 121 e 134, respectivamente.

De acordo com a definicao do ntimero bésico de repro-
ducao, sabe-se que haverd ocorréncia da epidemia na po-
pulacao na condicao de que Ry > 1. Para o modelo
estocastico pode-se determinar a probabilidade de ocor-
réncia da doenca na populagao, utilizando a equacao (27).
Essa probabilidade foi calculada com o Ry utilizado nas
simulagoes, obtendo-se o valor

1 1
1-(=—) ~o0.64
(2.83) 0.647

E importante observar que, ao se trabalhar com modelos
estocdsticos, todos os cendrios possiveis tém uma certa pro-
babilidade de ocorréncia, inclusive a situacao de nao se ter
epidemia. Essa situagio é representada na Figura (3), onde
pode-se observar uma trajetéria do modelo estocastico que

(36)
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Figura 1. Comparacdo dos modelos estocdstico (linha
cheia) e deterministico (linha tracejada). Modelo Es-
tocdstico com pico da epidemia no 121° dia.
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Figura 2. Comparagdo dos modelos estocdstico (linha
cheia) e deterministico (linha tracejada). Modelo Es-
tocéstico com pico da epidemia no 134° dia.

nao gerou um comportamento epidémico, em contraste
com as curvas obtidas do modelo deterministico. Por isso,
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Figura 3. Comparagao dos modelos estocastico e determi-
nistico. E representada a evolugao do modelo determi-
nistico com linhas tracejadas, em contraste com a nao
ocorréncia de surto da doenca na populagao segundo
o modelo estocastico.

para se ter resultados confidveis, miltiplas corridas devem
ser feitas. Nesse sentido, foram realizadas 100 simulacoes



do modelo estocastico com o objetivo de verificar os dias
de pico que o modelo estocastico ofereceria. Das 100 si-
mulagoes, houve também a ocorréncia do caso em que
nao ocorreria a epidemia na populagao. A partir dos re-
sultados numéricos, foi obtida uma probabilidade de 0,63
para a ocorréncia da epidemia, ou seja, um valor muito
préximo ao esperado, calculado em (36). Na Figura 4,
pode-se observar o resultado dos experimentos onde houve
a ocorréncia de epidemia e seus respectivos dias de pico.
O valor médio dos dias de pico foi de 135, muito proximo
do pico da epidemia segundo o modelo deterministico.
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Figura 4. Média do dia de pico da epidemia com uma
amostra de 100 simulagdes do modelo estocastico,
onde ocorreu epidemia em, aproximadamente, 63%
dos experimentos realizados.
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Figura 5. Histograma do dia de pico da epidemia para as
100 simulagoes do modelo estocdstico. A maior parte
dos resultados concentra-se ao redor do dia 135, valor
médio encontrado nas simulacgoes.

Como visto na se¢ao anterior, o tamanho final da epidemia
pode ser determinado quando I(t) = 0, através de R(t) =
N — S(t), no modelo deterministico. Com isso, usando o
modelo SIR deterministico com os valores estabelecidos
para os pardmetros, chega-se a I(t) = 0, para t ~ 417.
Nesse caso, o tamanho final da epidemia é R(417) =
16.108.178. Considerando que o primeiro caso confirmado
no estado do Rio de Janeiro ocorreu em 05 de margo de
2020 (SES-RJ, 2020), o tamanho final encontrado ocorreria
em 26 de abril de 2021. Note-se que esse nimero, R(417),
é extremamente elevado porque nesse modelo nao temos

considerado nenhuma estratégia de limitacao da epidemia.
O tamanho final no modelo estocéstico é calculado através
da matriz de transicdo que nos dé a distribuigao final da
epidemia, e como o N utilizado é muito alto, o cédlculo
possui um alto custo computacional que impossibilitou
chegar a resultados. Na préxima segao discutimos sobre
as alternativas que estamos desenvolvendo para contornar
essa dificuldade.

5. CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Como pode ser observado no trabalho, o modelo compar-
timental estocastico permite a obtencao de informagoes
no desenvolvimento de uma epidemia, que se correspon-
dem com os resultados de modelos deterministicos, para
populagoes grandes. O trabalho foi baseado numa esti-
mativa inicial para o nimero basico de reproducao, Ry,
e desconsidera os efeitos de medidas (farmacolégicas ou
nao) estabelecidas no controle da epidemia. Foi feito assim,
objetivando a verificacao do modelo. Uma vez verificado,
uma andlise mais atualizada serd realizada, atendendo
principalmente & evolugao do nimero efetivo de reprodu-
cao, R(t).

O tamanho final da epidemia, no modelo estocastico, tem
sua propriedade vinculada & matriz de transigao Py, onde
pode-se determinar a distribuicao de probabilidade para
esse conceito. Como foi indicado na Secao 3.2, para se
chegar nessa distribuicao, é necesséario trabalhar com ma-
trizes de dimensdo da ordem N? e calcular uma poténcia
maior que N dessa matriz (Equagao 33). O custo compu-
tacional, devido ao ntmero total da populagao utilizada
neste trabalho, é extremamente alto e nao contamos com
recursos computacionais para chegar nesse resultado. Para
contornar o problema tecnoldgico e conseguir realizar uma
modelagem estocdstica para populacoes grandes estamos
desenvolvendo duas linhas de trabalho. Por uma parte, es-
tamos trabalhando na otimizagao do cdédigo, na linguagem
Python, e, por outra, estamos tentando encontrar formas
analiticas recorrentes que permitam calcular os elementos
nao nulos da matriz final. Esperamos reportar resultados
em breve.
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