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Abstract: This paper presents a new procedure for state feedback control design of a half-car
motion expressed by a simple kinematic model. Control Lyapunov function and sliding mode
control ideas are adopted and improved in order to impose, simultaneously, finite time and
asymptotic tracking of a desired trajectory with a prescribed vehicle orientation (yaw angle).
To accomplish these goals, suitable control design conditions on the steering angle are solved.
A case study is presented and discussed in order to clearly illustrate the theoretical results.

Resumo: Este artigo apresenta um novo procedimento para o projeto de controle via reali-
mentacao de estado do movimento de um veiculo expresso através de um modelo cinematico
simples. Para isso, ideias adotadas no estudo de fungao de Lyapunov de controle e de modos
deslizantes sao utilizadas e melhoradas com o intuito de impor, simultaneamente, tempo finito
e rastreamento assintGtico de uma trajetéria e orientagdo (dngulo de guinada) do veiculo
prescritas. Para atingir esses objetivos, condigoes de projeto adequadas sobre o angulo de direcao
sdo resolvidas. Um estudo de caso é apresentado e discutido, a fim de ilustrar claramente os

resultados tedricos.
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1. INTRODUCAO

A literatura tem intimeros trabalhos que tratam do con-
trole de veiculos para que se desloquem em uma trajetéria
pré-especificada. Modelos puramente cinematicos ou mo-
delos dinamicos sao adotados, por exemplo, em Jeon et al.
(2013), Kristijan et al. (2008), Pepy et al. (2006), Rucco
et al. (2012), Ying (2010) e nas suas referéncias.

De forma mais especifica, uma solucao local do problema
de controle 6timo que permite determinar o angulo de
diregao de um vefculo foi proposto em Jeon et al. (2013),
a partir da adocdo de um modelo dindmico de meio-
carro que inclui as forcas de atrito produzidas nos seus
pneus dianteiros e traseiros. Assim sendo, podemos afirmar
que uma possivel estratégia de controle de rastreamento
de trajetérias resulta da solugdo de um problema de
otimizagdo nao linear. Veja também os procedimentos
alternativos apresentados em Pepy et al. (2006) e Ying
(2010). Neste mesmo contexto, porém, adotando modelos
puramente cineméticos, um procedimento de projeto de
controle para rastreamento de trajetérias com margens
de desempenho foi proposto em Kristijan et al. (2008).
Em Rucco et al. (2012) o problema de controle de
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tempo minimo foi abordado, a partir de um modelo
dindmico bastante completo. Assim como ocorreu nos
demais trabalhos citados, a estratégia de controle 6timo foi
determinada numericamente através da solugao, em geral
dificil de ser calculada, de um problema de programacao
matematica nao linear. Os resultados apresentados em
Bhat & Bernstein (1998) e Bhat & Bernstein (2000), que
fornecem condigoes para convergéncia em tempo-finito,
serao analisados em detalhes para colocar em evidéncia
as melhorias que pretendemos introduzir.

Neste artigo adotamos um procedimento alternativo com-
binando resultados tedricos ja bem estabelecidos, que leva-
ram ao desenvolvimento de dois dos mais efetivos métodos
de projeto de controle nao linear disponiveis na literatura,
a saber: Fun¢do de Lyapunov de Controle (FLC) e Con-
trole de Modos Deslizantes (CMD). Para maiores detalhes
a respeito destes dois tépicos, o leitor deve consultar os
trabalhos seminais Khalil (2002) e Utkin (1993), respec-
tivamente. A seguir, nosso foco principal é o de generalizar
o procedimento FLC, mas com uma funcao de Lyapunov
semi-positiva definida que estabelece a distancia do estado
atual até a trajetéria a ser rastreada. Além disso, uma
caracteristica principal do método de controle proposto é
a de permitir que o angulo de guinada do veiculo também
seja especificado. Ademais, a lei de controle via realimenta-
¢ao de estado proposta, ao contrario do que normalmente
ocorre no contexto CMD, é continua e o rastreamento da
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trajetoria especificada se d4 em tempo finito, com erro
fixado a priori. Os resultados apresentados em seguida
se baseiam em um modelo de meio-carro puramente ci-
nematico. Eles serao ilustrados por um caso de estudo que
coloca em clara evidéncia a efetividade da lei de controle
proposta.

2. RESULTADOS PRELIMINARES

Considere um sistema nao linear, invariante no tempo com
representacao de estado dada na forma:

§=f(&u) (1)
z=g(&) (2)
em que £(t) : Ry — R™ é a varidvel de estado, u(t) :
R, — R™ é a varidvel de controle e z(t) : Ry — R”

é a varidvel de saida controlada. O sinal de controle é
considerado suave o suficiente para que (1) admita uma
solucao para todo t € R,. Nosso principal objetivo é
determinar uma lei de controle via realimentacao de estado
u() : R* — R™ de modo que z = 0. A restricao
z = g(§) = 0 define uma ou um conjunto de trajetérias
de interesse. Em linhas gerais, adotamos e generalizamos
as ideias ja muito bem estabelecidas no ambito de FLC e
CMD, mas em um novo cenario o qual, em nossa opiniao, é
mais adequado para lidar com o controle de rastreamento
de trajetérias. Neste sentido, reafirmamos, o proposito nao
é o de assegurar a estabilidade de um ponto de equilibrio,
mas de assegurar que uma trajetoria qualquer de interesse
possa ser rastreada.

Consideramos a fungdo de Lyapunov de controle 9(z),
para detalhes veja Khalil (2002). Trata-se de uma funcao
definida positiva, mas que depende de z € R” e nao de £ €
R™. Como sabemos, se r < n ela nao permite estabelecer
nenhuma propriedade de estabilidade associada aos pontos
de equilibrio de (1). A sua derivada em relagdo ao tempo,
ao longo de qualquer trajetéria do sistema (1)-(2), é dada

por

0 = Vi(2) Jg(§) f (& 1) 3)
em que VI(z) = 09/0z € R" é o gradiente de 9(z) e
Jg(&) = 0g(§)/0& € R™*™ é o Jacobiano da transformacao
(2). As referéncias Bhat & Bernstein (1998) e Bhat &
Bernstein (2000) estabelecem que para o caso em que
z = g(§) = &, se existir uma lei de controle do tipo
u(€) : R* — R™ tal que f(0,u(0)) = 0 e ¥ + uv? seja
definida negativa, com p > 0, em uma vizinhanga do ponto
de equilibrio £ = 0 entao a partir de qualquer condicao
inicial nesta vizinhanca ele pode ser atingido em um tempo
finito T'(&o) < (2/u)\/9(&). A lei de controle resultante,
em geral, nao é continua pois depende de fungoes do
tipo sign(-). Em Bhat & Bernstein (1998) discute-se a
possibilidade de obter leis de controle continuas para o
caso especifico de um sistema dinamico de segunda ordem,
com duplo integrador, que serd também tratado com mais
detalhes em seguida.

3. PROJETO DA LEI DE CONTROLE

Como ja foi dito, nosso objetivo é o de propor uma lei
de controle continua e suave para o rastreamento de uma
trajetéria pré-estabelecida pelo usudrio. Neste sentido,
para uma dada fungdo de Lyapunov de controle ¥(z),

ISSN: 2175-8905 276

devemos determinar (se possivel) uma lei de controle via
realimentacao de estado u = u(£) de tal modo que

. -9, 9(2) <c
RN W

com parametros (v, i, ¢) positivos. Como pode ser verifi-
cado, a continuidade do lado direito de (4) é assegurada
desde que ¢ = (u/v)?. A interpretacdo desta imposicao
¢é simples, suponha que em ¢t = 0, a condigao inicial seja
£(0) = & com zg = g(&g) tal que ¥(2p) > c¢. Nesta regido,
(4) impoe que o contorno seja alcangado em um tempo
finito que satisfaz

T(z0) < (2/p) (\/70 ) (5)

Em seguida, de acordo com (4), para t > T(z), o
sistema evolui assintoticamente para z = 0 governado por
I(2(t)) < e 7=T(0))¢e. Portanto, o sistema em malha
fechada tem um bom desempenho, visto que quando esta
longe do objetivo z = 0, demora um intervalo de tempo
finito para alcancar a vizinhancga desta regiao e entao
procede para o objetivo z = 0 assintoticamente, com uma
determinada razao de decaimento. O intervalo de tempo
finito definido por T'(zp), que depende de pu > 0, a razao
de decaimento v > 0 e, por consequéncia, a amplitude
¢ = (u/v)?%, podem ser modificados segundo a escolha
apropriada dos pardmetros positivos de projeto (v, u). E
interessante observar que a escolha 0 < p < v faz com
que ¢ > 0 seja arbitrariamente pequeno e (4) se iguale
a condi¢do de Bhat & Bernstein (1998) que discutimos
anteriormente. Como veremos em seguida, a vantagem de
(4) é que ela permite a sintese de leis de controle em malha
fechada continuas e suaves.

Destas manipulagoes algébricas fica claro que, para um
dado sistema dindmico (1)-(2) e uma dada fungao de
Lyapunov de controle ¥(z), para satisfazer as inequagoes
(4) a maior dificuldade reside na escolha da lei de controle.
O proéximo lema caracteriza uma possivel lei de controle tal
que (4) seja satisfeita. E interessante observar que apenas
uma condigao de sintese da lei de controle impoe os dois
comportamentos previstos em (4).

Lema 1. Dados os pardmetros (7, 1) positivos, definimos
os parametros (k,\), também positivos, que satisfazem
Kk = (4 Av)/2. Se existe um controle de realimentacao de
estado u(-) : R” — R™ de tal modo que

T u(€)) = —m3

entdo (4) é satisfeita para 9(z) = ||z||? e ¢ = (u/7)?.

V¢ eR™ (6)

Prova. Primeiro, considere 9 < —~% ao longo de uma
trajetoria arbitraria do sistema de malha fechada. Usando
(6) temos

2
G = —2II? (7)

a qual, a partir de manipulagées algébricas simples, implica
que ||z[| < (26— Av) /7, ou seja, J(z) = |2]]? < e. Segundo,
considere que a inequacao 9 < —113/9 se mantém ao longo
de uma trajetéria arbitraria do sistema de malha fechada.
Usando novamente (6) temos

1=

—2k— <
A+ Iz

< —pll=ll (8)
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Figura 1. Trajetorias no plano de fase e evolucao temporal
da saida
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Figura 2. Trajetorias no plano de fase e evolugao temporal
da saida

implicando que ||z|| > u)/ (25— p), ou seja, ¥(z) = ||z >
c. Vale ressaltar que para todos os pontos do espago de
estado tais que 9¥(z) = ||z]|> = ¢, o sistema em malha
fechada respeita ambas as inequagoes (7) e (8), assim

P e = (9)
P

e a prova esta completa.

—2K

Embora simples, mas da forma apresentada no Lema
1, um resultado semelhante parece nao estar disponivel
na literatura. Como esperado, pode ser verificado que,
para um dado £ € R™, nao é sempre possivel resolver
a equagao (6) resultando no correspondente controle de
realimentacao de estado u(). Felizmente, nas préoximas
secoes, é mostrado que a condicao de sintese de controle
(6) pode ser resolvida em vérias situagoes especificas, com
particular énfase a sintese de controle de rastreamento de
trajetorias de um veiculo definido através do seu modelo
cinematico.

3.1 Exemplo Ilustrativo

Para ilustrar o resultado teérico do Lema 1 vamos aplicé-
lo a sintese de controle de um sistema dinamico de se-
gunda ordem com duplo integrador proposto em Bhat &
Bernstein (1998). Trata-se do modelo simples que fornece
o deslocamento de uma massa unitdria de 1 [kg] sob a
agao de uma forca com intensidade u [N], em um ambiente
sem a presenca de atrito. O deslocamento e a velocidade
sao denotados por x [m] e y [m/s], respectivamente. A
representacao de estado é da forma (1)-(2) em que

=y (10)
g =u (11)
z=ar+y (12)
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sendo a > 0 dado. A fungdao de Lyapunov de controle
escolhida é a mais simples possivel, ou seja, 9(z) = 22.
Definindo a varidvel de estado & = [z y]' € R? e as funcdes
f(& u) e g(§) podemos verificar que a lei de controle em

malha fechada
z
u(§) = —ay — HW

satisfaz a condicao expressa no Lema 1. De fato, com a
lei de controle (13), a derivada temporal de ¥(z) ao longo
de uma trajetéria arbitraria do sistema em malha fechada
satisfaz

(13)

Wz) = 2z(ad + §)

=2z(ay + u)

|22

A+ 7]
na qual usamos o controle de realimentacao de estado
u = u(§) dado em (13). No plano de fase, a reta z = 0
é atingida em tempo finito e assim permanece. Ademais,
a partir deste instante de tempo também ocorre Z = 0, o
que impoe 0 = az + y = ay + y. Em principio, como a
funcao de Lyapunov de controle escolhida nao é definida
positiva, com ela, nao podemos diretamente concluir que
£(t) — 0 quando t — +oo. Entretanto, como as condigoes
z(t) = 0 e y(t) — 0 implicam que x(¢t) — 0 concluimos
que £(t) — 0 quando t — +oo. Ou seja, a lei de controle
(13) assegura que a origem £ = 0 é um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estdvel do sistema em malha
fechada.

O duplo integrador em malha fechada foi simulado, uti-
lizando os seguintes valores para os parametros do con-
trolador: o = 1.00 [Hz], p = 1.00 [m/s?], v = 1.00 [Hz],
k = 0.75 [m/s?], A = 0.50 [m/s] e y/c = 1.00 [m/s]. As
seguintes observagoes podem ser feitas:

= -2k (14)

e A Figura 1 mostra no lado esquerdo o plano de
fase e no lado direito a evolucao temporal da saida
z(t). Em linhas tracejadas sao indicados os contornos
definidos pela derivada da funcdo de Lyapunov (4).
Como esperado, todas as trajetérias convergem para
a origem. E notdvel a concordancia deste plano de
fase com aquele dado em Bhat & Bernstein (1998)
embora a lei de controle (13) seja continua e muito
mais simples.

e A Figura 2 ilustra uma situagdo peculiar. O seu
lado esquerdo mostra o plano de fase do sistema em
malha fechada para diversas condigOes iniciais tais
que J(z0) = 28 = 9. Novamente observa-se que todas
as trajetdrias convergem para a origem. Além disso, a
estimativa T'(zg) < 4.0 [s] dada em (5) para o tempo
necessario até que as trajetorias atinjam o contorno de
¥(z) > ¢ = 1 é satisfeita. Com o lado direito da Figura
2 podemos determinar que T'(zg) ~ 3.2 [s] e verificar
que todas as fungoes z(t) coincidem com apenas duas,
de tal forma a satisfazerem a mesma estimativa (5).

Como bem ilustra o exemplo que acabamos de resolver,
o resultado do Lema 1 introduz uma condi¢ao de sintese
de controle em malha fechada bastante simples, continua
e suave em relagao a varidvel de estado £ € R™. Observe
que a magnitude relativa das regides que definem (4) pode
ser ajustada com a escolha adequada dos parametros que

definem ¢ > 0. E importante ressaltar mais dois aspectos
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que serao utilizados em seguida. Por um lado, trajetérias
especificadas podem ser rastreadas e, por outro lado, os
parametros livres do controlador podem ser ajustados para
que o sinal de controle satisfaga alguma restricao adicional,
requerida por uma determinada aplicagao pratica.

4. MODELO CINEMATICO

Consideramos o modelo de meio-carro para um veiculo em
que ¢ [m] é a distdncia entre a roda dianteira e o centro
de massa CM e ¢g [m] é a distancia entre a roda traseira
e o centro de massa. O comprimento total do carro é
denotado por L = £g+{F [m]. Com relagao aos respectivos
eixos inerciais, § [rad] é o dngulo de direcéo e 6 [rad] é o
angulo de guinada. Assumindo que o ponto de referéncia
do carro com coordenadas (z,y) é a roda traseira, o modelo
cinemaético é descrito pelas seguintes equacoes diferenciais
nao lineares.

& =wr cos(f) (15)
¥ = wr sen(h) (16)
0 = (wp /L) tan(d) (17)

em que wr [m/s] é o médulo do vetor velocidade, conside-
rado constante e positivo para todo t € R. Para maiores
detalhes a respeito deste modelo, solicita-se que o leitor
consulte as referéncias Kristijan et al. (2008) e Pepy et al.
(2006). Definimos também a saida controlada

z = (y —yr)cos(Or) — (z — xp)sen(fr) + 5(6 — O0r) (18)
sendo o escalar f > 0 e as coordenadas do ponto alvo
(z7,yr,0r) pré-especificados. A partir de uma condigao
inicial qualquer x(0) = o, y(0) = yo e 6(0) = 6o, o
nosso proposito inicial é sintetizar o angulo de direcao
dependente do estado 6 € A = {J : |9] < dmas}, de tal
forma que a trajetéria do sistema (15)-(17) atinja uma
vizinhanca de z = 0 em tempo finito T(-) e, em seguida,
convirja assintoticamente para z = 0.

E importante interpretar este objetivo no contexto do
projeto de controle proposto. A restricio z = 0 implica
que sempre que 6 = O, a trajetoria do sistema no plano
(z,y) é uma reta que passa por (xr,yr) com velocidade
y = tan(fr)z. Porém, quando 6 # O a trajetéria é uma
reta paralela a anterior que exibe a mesma propriedade
para a velocidade, mas néo passa pelo ponto alvo (z7, yr).
Vale ressaltar que mesmo que o sistema em malha fechada
atinja a reta que passa pelo ponto alvo (zrp,yr), com
angulo 61, pode ocorrer que ele nao passe por este ponto,
pois as restrigoes impostas sobre o projeto podem impedir
que isto de fato ocorra. Este aspecto serd discutido com
detalhes mais adiante. Além disto, na sequéncia, com base
no Lema 1, serd proposto um controle de realimentacao
de estado para o angulo de direcdo tal que 0(t) — Op,
assintoticamente. Como consequéncia, projetamos uma
estratégia para que o veiculo seja capaz de rastrear uma
trajetoria pré-especificada, decompondo-a em seguimentos
de retas e controlando o sistema para que ele se mova
sequencialmente de um segmento para o préximo.

Definindo a varidvel de estado & = [z y 6]’ € R?, a varidvel
de controle u = tan(d) € R e a varidvel de saida controlada
z € R, o modelo cinemdtico (15)-(18) pode ser reescrito na
forma (1)-(2). O préximo teorema resume a lei de controle
que é obtida pela aplicacao direta do Lema 1.
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Teorema 2. Sejam dados os parametros positivos (v, u) e
(K, A) tais que k = (14 Av)/2. O controle de realimentacao
de estado u(€) : R® — R definido por

u(€) = - (g) sen(6 — Or) — (@) ﬁ (19)

faz com que (4) seja satisfeita para a fungdo de Lyapunov
de controle ¥(z) = |2|? e ¢ = (u/7)%.

Prova. A derivada em relacao ao tempo da funcao de
controle de Lyapunov 9(z) = |z|? ao longo de uma solugao
qualquer das equagoes cinemdticas (15)-(17) é tal que
0 = 2z(y cos(Or) — isen(07) + 56)
= 2z(wrsen(f — Or) + wr(8/L) tan(d)
EL
= -2k
A+ 2]

onde usamos o controle de realimentagao de estado u =
u(€) dado por (19). Como (20) coincide com a derivada

em relagao ao tempo da fungao de controle de Lyapunov
do Lema 1, a prova esta concluida.

(20)

E interessante observar que os parametros de projeto
(A, B), positivos, sao livres e podem ser escolhidos de forma
a atender algum requisito adicional. Por exemplo, (19)
deixa claro que se

L

3 <1 + u’;) < tan(dmaz) (21)
entdo |u(€)] < tan(dmes) o que implica que §(§) =
tan~ 1(u(§)) € A. Este requisito, importante em aplica-
¢Oes praticas, pode ser satisfeito através da escolha ade-
quada dos parametros de projeto mencionados. Isto pode
ser feito sem alterar as margens de estabilidade (v, 1) e o
tamanho da vizinhanga de z = 0 definida por ¢ = (u/7)2.
Além disso, o préximo corolario coloca em evidéncia uma
propriedade de convergéncia muito importante da lei de
controle (19).

Corolario 3. Sob das condigoes do Teorema 2, considere
que o sistema em malha fechada evolui de um estado inicial
arbitrario (zo, yo,00) em ¢ = 0. Se z(T,) = 0 entdo z(t) =0
para todo t > T, > 0. Além disso, se |6(t) — 07| < m entao
0(t) — O conforme t — +o00, assintoticamente.

Prova. Com o controle de realimentacao em malha fechada
(19), obtemos imediatamente que

I

Z=—K 22

A+ 2] (22)

o que significa que z(¢t) = 0 é uma solugdo para todo
t > T. > 0 desde que 2(T,) = 0. Além disso, como o
lado direito de (22) é Lipschitz continuo, a solu¢do nula
¢é unica. Por outro lado, considerando simultaneamente o

controle (19) e 2(t) = 0, resulta que
0 = —(wr/B)sen(d — O7)

cuja solugao satisfaz
tan (9(t)2— 9T> tan (9(TC)2_ 9T>

para todo t > T,.. Isto implica que 6(t) converge para
Or + 27k, com k € 7, assintoticamente. A suposicao
|0(t) — 0r| < m para todo t > T, > 0 assegura que a
lunica possibilidade é k = 0, completando a prova.

(23)

_ o~ (wr/B)(t-T.)
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Figura 3. Posi¢ao no plano (z,y) do modelo cinematico no
teste de ponto alvo

E claro que o método de projeto de controle proposto
faz com que a varidvel de saida controlada z dada por
(18) seja tal que z — 0 com 6 = O + 2wk para algum
k € Z. As combinagoes de (z,y,0) para as quais z = 0
sdo a reta que desejamos (com k = 0) e retas paralelas
a ela com deslocamentos multiplos de 27 [rad] (quando
k # 0). Isto pode ser corrigido impondo-se, sem perda
de generalidade, que |0 — Oy < m, assim eliminando
os multiplos de 27 [rad]. Este método introduz uma
descontinuidade na fungao de Lyapunov 9(z) = |z|? que
pode ser interpretada como sendo uma corregao necessaria
do ponto alvo (zr,yr,0r) = (x1,y7,07 + 27N), N € Z
para impor convergéncia apenas a reta de interesse.

Existe um compromisso claro para a escolha do parametro
B > 0.Se > 0 é aumentado para satisfazer o limite (21), o
preco a ser pago ¢ a diminuigao na razao de convergéncia de
0(t) em diregao a Op. Assim sendo, o resultado do Coroldrio
3 afirma que a reta desejada (y(t) — yr) = tan(0r)(x(t) —
) junto com O(t) = O é alcangada assintoticamente. No
entanto, nao é certo que a trajetéria do sistema em malha
fechada passe pelo ponto alvo (xr,yr), pois esse objetivo
pode ser impossivel de ser alcancado devido a existéncia
da restri¢do na varidvel de controle 6(t) € A e o fato de
que a magnitude do vetor velocidade é mantida constante.
Observe que as equagoes (15)-(16) do modelo cinemdtico

implicam que
Vit+ g2 =wr >0 (24)

Como uma observagao final, é importante salientar que
nao hé dificuldade em posicionar o centro de massa CM
em alguma posicao desejada (Zem, Yem ), Isto pode ser feito
posicionando-se a roda traseira em (z7,yr) = (Tem —
lg cos(07), Yerm — L rsen(Or)). Esses aspectos sao ilustrados
no estudo de caso que sera discutido em detalhes a seguir.

5. ESTUDO DE CASO

Simulamos o modelo cinemético (15)-(18) em malha fe-
chada com a a lei de controle (19). Adotamos {p =
lp = 2.0 [m], velocidade constante wr = 15.0 [m/s| e
angulo maximo de dire¢do de dpqp = /6 [rad]. A saida
controlada z foi definida para que o ponto alvo para a
roda traseira fosse (z7,yr) = (98.58,98.58) [m] e o dngulo
de guinada 7 = w/4 [rad]. Desta forma, o ponto alvo
para o centro de massa foi (Zem, Yem) = (100.0,100.0) [m].
Os valores escolhidos para os parametros do controlador
foram os seguintes: p = 11.25 [m/s], v = 11.25 [Hz],
Kk =11.25 [m/s], f =12.12 [m/rad] e A = 1.00 [m].
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Figura 4. Angulos 0 e § do modelo cinemético no teste de
ponto alvo

Foram realizadas sete simulagoes com condigoes iniciais
diferentes (zo, yo,60) em t = 0, com duragao de Ts;m =
40 [s]. Tendo como base as Figuras 3 e 4 as seguintes
observagoes podem ser feitas:

e Figura 3 mostra que todas as trajetérias tracadas
relativamente ao referencial inercial (x,y) convergem
para a reta definida por z = 0 como esperado.
Verificamos também que algumas condigoes iniciais
sao tao severas que nao € possivel atingir o ponto
alvo com a roda traseira (marca vermelha) ou com o
centro de massa (marca preta). Vale lembrar que a
velocidade do carro é mantida constante e o angulo
de direcao ¢é limitado durante toda a simulacao, sendo
essas as grandezas que impedem que o veiculo possa
realizar qualquer tipo de curva.

e O lado esquerdo da Figura 4 mostra a evolugao do
angulo de guinada 6(t). Ap6s um certo intervalo de
tempo, ele alcanga o valor desejado de 8 = /4 [rad].
Isto ocorre em todos os casos. A diferenca entre eles
é o intervalo de tempo necesséario para completar esta
tarefa.

e O lado direito da Figura 4 mostra o angulo de direcao
a(t). E muito eficaz para atingir os objetivos do
projeto e nunca viola |§(t)| < dmar = 7/6 [rad]. Em
certos casos, o limite superior é alcangado em algum
instante de tempo t € R. Isto indica, claramente,
que os resultados anteriores, embora sejam apenas
suficientes para a sintese da lei de controle, nao sao
conservadores.

Este estudo de caso coloca em evidéncia que a lei de
controle proposta é eficaz no contexto do controle de
diregao do modelo cinemdtico definido pelas equacoes
(15)-(18). Isto também ¢ verdade sob condicoes adversas,
representadas pelas escolhas das condicoes iniciais.

5.1 Rastreamento de trajetorias

Com o intuito de expandir e demonstrar a aplicabilidade
do projeto desenvolvido e da lei de controle proposta,
elaboramos também uma estratégia para que o modelo
cinematico fosse capaz de rastrear uma trajetéria pré-
especificada. Esta trajetéria é representada por um con-
junto de pontos alvo, ou seja, a trajetéria é dividida em
seguimentos de reta, cada um com um ponto alvo, o qual
desejamos que o veiculo atinja e, quando ele comecar a
se distanciar de um deles, o objetivo muda para que o
préximo seja atingido e assim sucessivamente.
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Figura 5. Posi¢ao no plano (z,y) do modelo cinematico no
teste de rastreamento de uma trajetdria circular
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Figura 6. Angulos 0 e 6 do modelo cinemético no teste de
rasteamento de uma trajetéria circular

Naturalmente, escolhemos como critério de mudanca do
ponto alvo, a anélise da derivada em relacao ao tempo
da distancia entre o veiculo e ponto alvo do segmento
corrente, dada por

d(t) = \/(x(t) — xT)2 + (y(t) — yr)? . (25)
d(t) = (<$<t> —=n)élt) 22>(W) - yT)y(t)) )

O ponto alvo muda para o préximo quando for detectado
um instante de tempo tal que d(t) > 0 e d(t — dt) < 0 com
dt > 0 suficientemente pequeno. Esta condicao permite
detectar, com certa precisao, a ocorréncia do minimo da
fungao distancia. E importante destacar que este nao é o
tnico modo de tomar esta decisao, e outros critérios podem
levar a resultados diferentes.

Utilizamos os mesmos parametros do controlador adotados
anteriormente. A trajetdria a ser rastreada pelo centro
de massa do veiculo, foi especificada como sendo uma
circunferéncia centrada na origem com raio r = 100 [m],
formada por 24 pontos, sobre a qual o veiculo deve dar
duas voltas completas. Obtivemos os resultados mostrados
nas Figuras 5 e 6, a respeito das quais podemos fazer as
seguintes observagcoes:

e A Figura 5 mostra que o controlador proposto con-
segue rastrear a trajetoria desejada, mesmo que no
inicio o veiculo nao esteja sobre ela. A lei de controle
faz o veiculo atingir e se manter sobre a trajetéria
desejada.

e O lado esquerdo da Figura 6 mostra a evolugao do
angulo de guinada 6(t). O comportamento observado
estéd de acordo com o esperado, tendo em vista que o
veiculo deve dar duas voltas completas.

e O lado direito da Figura 6 mostra o angulo de diregao
o(t). E possivel notar um comportamento transitorio,
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no qual o veiculo tenta atingir a circunferéncia, e
também um comportamento em regime, quando ele ja
estd sobre a trajetéria desejada. As descontinuidades
sao causadas pelas trocas de ponto alvo.

Desta forma, o teste de rastreamento de trajetéria pro-
posto mostra que a lei de controle é adequada para aplica-
¢oOes praticas desde que a trajetoria desejada seja decom-
posta em um conjunto de segmentos de reta.

6. CONCLUSAO

A lei de controle em malha fechada proposta neste artigo,
diferentemente do usual, é continua e combina aspectos
bem estabelecidos no ambito de fungao de Lyapunov de
controle e de modos deslizantes para assegurar convergen-
cia em tempo finito. Essas propriedades foram verificadas
através de um exemplo ilustrativo de segunda ordem, de
um estudo de caso do modelo cinematico cléssico de meio-
carro e da aplicagao do controle desenvolvido no rastrea-
mento de uma trajetoria circular definida por um conjunto
de segmentos de retas. Dessa forma, concluimos que a lei de
controle de realimentacao de estado proposta é efetiva no
contexto do controle do modelo cinemético de um veiculo
e oferece uma interessante alternativa a outros métodos
existente na literatura que pode ser explorada em outras
aplicagoes praticas.
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