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Abstract: A new approach to the identification of harmonic components in electrical power
systems using adaptive tensor algorithms is presented in this article. The proposed method uses
the separability property of linear operators as tool for the derivation of a stochastic gradient
algorithm that is used to update the weights of the adaptive filter. Numerical experiments show
that the proposed tensorial method has lower computational cost and higher convergence speed
when compared to classic adaptive algorithms, in cases where linear operators are perfectly
separable.

Resumo: Uma nova abordagem para a identificação de componentes harmônicas em sistemas
elétricos de potência usando algoritmos adaptativos tensoriais é apresentada neste artigo. O
método proposto utiliza a propriedade de separabilidade de operadores lineares como ferramenta
para a derivação de um algoritmo do tipo gradiente estocástico que é utilizado para atualizar os
pesos do filtro adaptativo. Experimentos numéricos mostram que o método tensorial proposto
apresenta menor custo computacional e maior velocidade de convergência quando comparado
aos algoritmos adaptativos clássicos, em casos onde os operadores lineares são perfeitamente
separáveis.
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1. INTRODUÇÃO

Qualidade de energia elétrica é um termo que se refere à
manutenção da quase forma sinusoidal de onda das tensões
e correntes do barramento de distribuição de energia em
magnitude e frequência. Pode ser usado também para ex-
pressar qualidade de tensão, qualidade de corrente, confia-
bilidade de serviço, qualidade da fonte de alimentação, etc
(Chattopadhyay et al., 2011). Um dos aspectos de maior
preocupação nessa área é o surgimento das chamadas com-
ponentes harmônicas no sistema elétrico de potência (Ray
and Subudhi, 2012b).

Devido ao crescente uso de cargas não lineares em sistemas
de energia, principalmente equipamentos baseados em ele-
trônica de potência, fontes de alimentação ininterruptas,
fornos a arco e acionamentos de motores controlados, dis-
torções periódicas nas formas de onda de corrente e ten-
são tornaram-se cada vez mais frequentes (Yilmaz et al.,
2008). Além disso, o amplo uso de novas tecnologias para
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geração de energia, em que são fortementes baseados em
conversores de potência, também contribui para a cres-
cente preocupação por melhores estimativas para garantir
a qualidade da energia (Ray and Subudhi, 2012a; Reddy
et al., 2009).

As componentes harmônicas causam diversos problemas
na rede elétrica, tais como: perdas nas redes de distribuição
de energia, superaquecimento de acionamentos elétricos,
mau funcionamento de relés e disjuntores, distorções gra-
ves da forma de onda, etc (Sahoo and Subudhi, 2015).
Como consequência, durante a operação do sistema online,
é muito importante detectar e analisar este indesejável
fenômeno, com o objetivo de garantir de forma eficiente a
transmissão de energia ao consumidor (Beltran-Carbajal
and Tapia-Olvera, 2020).

O método mais simples e utilizado para analisar as com-
ponentes harmônicas presentes em um sinal elétrico é
baseado na FFT (Fast Fourier Transform). Entretanto,
a estimativa de harmônicas usando esta metodologia pode
leva a imprecisões devido ao processo de leakage e picket
fence (Li et al., 2021). Outras estimativas paramétricas
de frequência bem conhecidas incluem técnicas de previ-
são linear (So et al., 2005), máxima probabilidade (Tufts
and Kumaresan, 1982), método dos mı́nimos quadrados
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(Rahman and Yu, 1987), método de Prony (Chen and
Chang, 2009), PLL (Phase Locked Loop ) (Santos Filho
et al., 2008) e métodos de subespaço, como decomposição
em valores singulares (SVD) (Lobos et al., 2001). Entre-
tanto, cada um delas tem várias limitações em termos de
imprecisões e requisitos computacionais na presença de
rúıdo. Devido a isso, nos últimos tempos, os algoritmos
adaptativos ganharam popularidade, pois apresentam uma
boa estimativa em ambientes não estacionário e corrom-
pidos por um rúıdo. Esse método exige também menor
custo computacional, quando comparado as metodologias
citadas acima, além de não sofrer com aliasing no processo
de aquisição de dados.

Dentre os diversos algoritmos adaptativos já desenvolvi-
dos, o LMS (Least Mean Square) e o NLMS (Normalized
Least Mean Square) destacam-se devido a sua simplici-
dade, baixo custo computacional e robustez. Entretanto,
em aplicações que envolvem plantas esparsas, como por
exemplo a identificação de componentes harmônicas, e
com elevado número de parâmetros, esses algoritmos apre-
sentam baixa taxa de aprendizagem (Rupp and Schwarz,
2015).

Neste trabalho, uma nova abordagem para identificação de
harmônicas em sistemas elétricos de potência é proposta
utilizado o algoritmo adaptativo NLMS tensor. Os resul-
tados obidos confirmam que o método tensorial apresenta
maior velocidade de convergência e menor custo compu-
tacional quando comparado aos algoritmos adaptativos
clássicos. A organizaçao do trabalho é definida da seguinte
forma: na seção 2 é apresentada uma breve revisão sobre
o algoritmo NLMS. Na seção 3, o algoritmo NLMS tensor
é desenvolvido, além de ser realizada uma análise sobre
a convergência e o custo computacional do algoritmo.
Na seção 4 é apresentada a formulação do problema. As
simulações computacionais são apresentadas na seçao 5.
Na seção 6 apresentam-se as conclusões.

2. REVISANDO O ALGORITMO ADAPTATIVO
NLMS

O algoritmo LMS é o algoritmo adaptativo mais básico
e um dos mais utilizado em aplicações que envolvem
filtragem adaptativa linear. Entre as caracteŕısticas que
fizeram esse algoritmo ser tão popular, pode-se citar a
estabilidade e robustez para uma variedade de condições de
sinal, baixo custo computacional e convergência em média
para a solução ótima de Wiener (Haykin, 2002). A função
desse algoritmo é minimizar a função de custo instântaneo
E(k) = 1

2e
2(k), cuja equação de atualização é dada por

(1), a partir da equação recursiva representada em (2)

e(k) = d(k)− xT (k)ŵ(k) (1)

ŵ(k + 1) = ŵ(k) + µe(k)x(k) (2)

onde e(k) é o erro de sáıda no instante k, d(k) é o sinal
desejado, x(k) é o vetor de entradas e w(k) é o vetor de
pesos do filtro adaptativo. O parâmetro µ é o tamanho do
passo, que é cŕıtico para o desempenho, e define o quão
rápido o algoritmo está convergindo para a solução ótima.
Para facilitar a operação em um ambiente não estacionário,
ou seja, para permitir que o filtro se adapte de acordo com
a variação do tempo da natureza estat́ıstica do sinal de
entrada (Jelfs et al., 2007), propõe-se utilizar o algoritmo

LMS Normalizado (NLMS), cujo tamanho do passo adap-
tativo é determinado por

η(k) =
µ

‖x(k)‖22 + ε
(3)

onde ‖.‖ representa a norma euclidiana. O parâmetro ε
representa um número de pequeno valor utilizado para
evitar divisão por zero em casos onde as amostras do sinal
de entrada são nulas.

3. ALGORITMO NLMS TENSOR

Embora os algoritmos LMS e NLMS sejam frequentemente
preferidos na prática devido as suas inúmeras propriedades
positivas de implementação, uma vez que a esparsidade da
planta aumenta, o algoritmo sofre com uma lenta taxa
de aprendizagem (Rupp and Schwarz, 2015). Devido a
isso, foi desenvolvido o algoritmo NLMS tensor, que utiliza
os conceitos de separabilidade dos operadores lineares,
uma propriedade t́ıpica de tensores. Uma vez que essa
propriedade de separabilidade é aplicada, um algoritmo do
tipo gradiente estocástico pode ser derivado com aumento
significativo da taxa de aprendizagem. A seguir será de-
mostrada a derivação do algoritmo NLMS tensor.

3.1 Derivação do Algoritmo NLMS Tensor

Para o desenvolvimento do algoritmo NLMS tensor,
considera-se que o vetor de resposta ao impulso da planta
pode ser separado como p = a ⊗ b, sendo ⊗ o produto
de Kronecker. Partindo do mesmo prinćıpio, o vetor de
pesos estimado é representado por ŵ(k) = â(k)⊗ b̂(k). O
comprimento do vetor p é dado por M = MaMb, onde
Ma e Mb são, respectivamente, as dimensões dos tensores
a e b. Assim, pode-se representar o sinal desejado do filtro
como

d(k) = pTx(k)

= (b⊗ a)x(k) (4)

=

Mb∑
l=1

bla
Txl(k)

= aTX(k)b

onde x(k) é vetor de entradas e X(k) é a representação
de x(k) na forma de uma matriz (tensor bidirecional). A
equação (3) pode ser reescrita como

aTX(k)b = vT (k)b = aT z(k) (5)

onde
v(k) = aTX(k) (6)

e
z(k) = X(k)b (7)

Derivando o algoritmo NLMS agora em partições com
relação a â(k) e b̂(k), obtêm-se

e(k) = d(k)− â(k)X(k)b̂(k), (8)

â(k + 1) = â(k) +
µẑ(k)e(k)

‖v̂(k)‖22 + ‖ẑ(k)‖22
, (9)

b̂(k + 1) = b̂(k) +
µv̂(k)e(k)

‖v̂(k)‖22 + ‖ẑ(k)‖22
, (10)

O esquema de filtragem adaptativa utilizando algoritmos
tensoriais é mostrado na Figura 1.
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Figura 1. Esquema de filtragem adaptativa utilizando
algoritmos tensoriais

Algorithm 1 Algoritmo NLMS tensor

1: Inicializar: â(0), b̂(0) e 0 < µ < 2
2: Definir: Ma e Mb com base em M
3: for: k = 1, 2, ..., Niter
4: Cálculo da sáıda
5: y(k) = âT (k)X(k)b̂(k)
6: Cálculo do erro
7: e(k) = d(k)− y(k)
8: Cálculo de v̂(k)

9: v̂(k) = âT (k)X(k)
10: Cálculo de ẑ(k)

11: ẑ(k) = X(k)b̂(k)
12: Atualização dos tensores

13: â(k + 1) = â(k) + µẑ(k)e(k)
‖v̂(k)‖22+‖ẑ(k)‖

2
2

14: b̂(k + 1) = b̂(k) + µv̂(k)e(k)
‖v̂(k)‖22+‖ẑ(k)‖

2
2

15: end

3.2 Convergência do algoritmo NLMS Tensor

A análise de convergência pode-se tornar complicada de-
vido à natureza em cascata dos algoritmos, onde o vetor
â(k) depende do vetor b̂(k) e vice-versa. Algoritmos em
cascata apresentam apenas robustez local e não global,
mas se comportam bem no sentido do erro médio qua-
drático (MSE - Mean Square Error) (Rupp and Schwarz,
2015).

O algoritmo NLMS tensor converge no sentido do MSE
para valores de µ dentro do intervalo

0 < µ < 2 (11)

Percebe-se que o NLMS tensor é na verdade um algoritmo
com passo efetivo variável e normalizado, assim como o
algoritmo NLMS. O intervalo de µ no qual os algoritmos
convergem também são os mesmos. No entanto, a taxa de
aprendizado, na maioria dos casos, é bastante diferente. A
taxa de aprendizado, β, do algoritmo NLMS, para µ = 1
é (Rupp, 1993; Sayed, 2003)

β =
20dB

5M
(12)

e para o NLMS tensor é dada por

β =
20dB

5(Ma +Mb)
(13)

Verifica-se que, na maioria dos casos, a parcela referente
ao denominador da taxa de aprendizado do NLMS tensor
será menor que a do NLMS, garantindo assim um melhor
desempenho na maioria das aplicações.

Tabela 1. Complexidade computacional dos
algoritmos adaptativos.

Operações LMS NLMS NLMS Tensor

Adições 2M 3M 3(Ma + Mb)

Multiplicações 2M + 1 3M + 1 3(Ma + Mb) + 1

Divisões 0 1 1

Comparações 0 0 0

3.3 Complexidade computacional dos algoritmos

O custo computacional requerido para a implementação
dos algoritmos adaptativos está diretamente relacionado
ao número de coeficientes do filtro. No caso dos algoritmos
adaptativos LMS e NLMS, são necessários 2M lotes de
mémoria, onde M é a dimensão do filtro. Para os algo-
ritmos adaptativos tensoriais são necessários 2(Ma + Mb)
lotes, sendo Ma e Mb, respectivamente, as dimensões do
tensores a e b. Assim, com base na téoria apresentada
anteriomente, os algoritmos adaptativos tensoriais exigem
uma quantidade menor de lotes de mémoria que os al-
goritmos tradicionais, para qualquer que seja a dimensão
dos tensores escolhidas. A tabela 1 detalha a quantidade
de operações necessárias para a implementação de cada
algoritmo citado.

4. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

De maneira geral, um sinal elétrico do sistema de potência
pode ser representado por

y(t) =
N∑
i=1

Aisen (iωt+ φi) + v(t), (14)

onde Ai e φi são amplitude e fase, respectivamente, dos
harmônicos, N representa o total de componentes harmô-
nicas presentes no sinal, ω é a frequência angular da
componente fundamental, v(t) representa um rúıdo e t,
o tempo.
A equação (14) é representada na sua forma discreta por

y(k) =
N∑
i=1

Aisen (iωkTs + φi) + v(kTs) (15)

onde Ts é o peŕıodo de amostragem.
A equação (15) pode ser reescrita utilizando expansão
trigonométrica conforme

y(k) =[
N∑
i=1

Aisen(φi)cos(2iπkTs) +Aicos(φi)sin(2iπkTs)]

+ v(kTs) (16)

Adequando a equação (16) em um problema de filtragem
adaptativa, obtêm-se

x(k) = [sen(2πkTs), cos(2πkTs), · · · ,
sen(2πNkTs), cos(2πNkTs)]

T
(17)

e o vetor de pesos estimados por

w(k) = [A1cosφ1, A1senφ1, · · · , ANcosφN ,

AN senφN , ]
T
. (18)

Assim, as amplitudes e fases das componentes harmônicas
podem ser obtidas através, respectivamente, de

Ai =
√

w2
2i + w2

2i−1 (19)
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e

φi = arctan

[
w2i

w2i−1

]
(20)

para i = 1, 2, ..., N . O esquema do filtro adaptativo
aplicado a estimação de harmônicas é mostrado na Figura
(2).

Figura 2. Esquema do filtro adaptativo aplicado à estima-
ção de harmônicas

5. SIMULAÇÃO

Considere o seguinte sinal elétrico

y(t) =1.2sen(ωt+ π/6) + 0.8sen(3ωt+ π/3)

+ 0.3sen(5ωt+ π/4). (21)

Nesta simulação, considera-se a frequência fundamental
de 60Hz. O passo de adaptação utilizado no processo de
adaptação dos coeficientes do algoritmo NLMS e NLMS
tensor é µ = 1. A frequência de amostragem, escolhida
seguindo o critério de Nysquist, é de 2kHz. O espectro
analisado é de 0 a 770Hz, ou seja, até décima primeira
harmônica. As dimensões dos tensores utilizadas são Ma =
2 e Ma = 6.

Para avaliar o grau de esparsidade da planta, um impor-
tante fator a ser considerado no desempenho dos algorit-
mos, utiliza-se a seguinte métrica (Benesty et al., 2006)

S(p) =
N

N −
√
N

(1− ‖ p ‖1√
N ‖ p ‖2

) (22)

sendo o vetor de coeficientes da planta p = [p1,p2,p3, ...,pN ]T

definido em um dado subespaço de dimensão finita RN . O
sobrescrito T denota a transposta de um vetor ou matriz.
Os parâmetros ‖ p ‖1 e ‖ p ‖2 são, respectivamente, a
norma-1 e norma-2 do vetor de coeficientes da planta p.
Tem-se também que 0 ≤ S(p) ≤ 1. Quanto mais S(p) se
aproxima de 1, maior é a medida de esparsidade da planta

Na Figura 4, é mostrado o desempenho dos algoritmos
adaptativos na identificação das amplitudes das harmô-
nicas presentes no sinal analisado. Observa-se que o al-
goritmo NLMS tensor apresenta uma convergência mais
rápida quando comparado ao algoritmo NLMS padrão.
Isto pode ser verificado de forma mais clara observado
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Figura 3. Forma de onda resultante analisada

o erro médio quadrático obtido na identificação das 3
componentes harmônicas, apresentado na Figura 6. Em
ambos os algoritmos, o rastreamento das amplitudes das
harmônicas é bastante satisfatório.

Na Figura 5, é mostrado o desempenho dos algoritmos
para identificação das fases das componentes harmônicas
e fundamental. Verifica-se que o desempenho dos dois
algoritmos é bastante similar. Isto ocorre devido a fase não
impactar de forma significativa no cálculo do erro, como
ocorre com a amplitude. A Figura 7 representa o MSE
obtido durante a etapa de identificação das fases.

O grau de esparsidade calculado é de S(p) = 0.9790.
Assim, pode-se afirmar que a planta em questão é bastante
esparsa. Isto justifica o melhor desempenho do algoritmo
NLMS tensor em relação ao NLMS.

6. CONCLUSÃO

Neste trabalho, propõe-se uma nova abordagem para iden-
tificação de componentes harmônicas utilizando o algo-
ritmo adaptativo tensorial NLMS tensor. Para este fim,
utiliza-se da propriedade de separabilidade de operadores
lineares, uma propriedade t́ıpica de tensores, para desen-
volver um algoritmo do tipo gradiente estocástico que é
utilizado para atualizar os pesos do filtro adaptativo de
forma recursiva. Experimentos númericos comprovam o
melhor desempenho do método tensorial, em termos de
velocidade de convergência, apresentando um menor custo
computacional. Isto ocorre devido ao alto grau de espar-
sidade da planta analisada, sendo esta uma caracteŕıstica
dos sinais elétricos de sistemas de potência polúıdos por
componentes harmônicas.
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Figura 4. Estimação das amplitudes das componentes fun-
damental e harmônicas a) Componente fundamental.
b) Terceira harmônica. c) Quinta harmônica
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Figura 5. Estimação das fases das componentes funda-
mental e harmônicas a) Componente fundamental. b)
Terceira harmônica. c) Quinta harmônica
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