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Abstract: State estimation is a technique used in system control and identification, fault
detection, monitoring, and prediction. In this work, state estimation of a cart-inverted pendulum
system is developed using a fuzzy innovative-based adaptive algorithm, taking into account
that the cart-inverted pendulum is a relevant system in real-world applications, such as space
vehicle and missile launches, cranes for container handling, and self balancing robots. Numerical
simulation results show the effectiveness and robustness of the used method compared to the
extended Kalman filter, considering four challenging scenarios.

Resumo: Estimagao de estados é uma técnica usada em controle e identificacao de sistemas,
deteccao de falhas, monitoramento e predicao. Neste trabalho, a estimacao de estados de um
sistema carro-péndulo invertido é desenvolvida usando um algoritmo fuzzy adaptativo baseado
em inovagao, levando-se em consideragao que o carro-péndulo invertido é um sistema relevante
com muitas aplicagoes no mundo real, tais como lancamentos de foguetes e misseis, guindastes
para manuseamento de contéineres e robos com auto-equilibrio. Resultados de simulagoes
numéricas mostram a eficicia e robustez do método utilizado em relacao ao filtro de Kalman
estendido, considerando quatro cendrios desafiadores.
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1. INTRODUCAO

A estimagao de estados de sistemas dinamicos nao lineares
é importante em controle e identificacao, monitoramento,
predicao e detecgdo de falhas (Mokhtari and Yen, 2020;
Patra, 2020). O objetivo da estimagéo é obter os estados de
um sistema dinamico baseado em observagoes corrompidas
por ruido (Hu et al., 2015).

O carro-péndulo invertido é um sistema nao linear, que
pode ser tratado como um problema de controle tipico
para estudar as teorias de controle modernas (Kumar and
Jerome, 2013), assim como as teorias de estimagao (Mokh-
tari and Yen, 2020). Indmeros métodos de estimagao foram
propostos para encontrar algoritmos rapidos e confidveis
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que sejam capazes de estimar com precisao os estados e
as medidas de um sistema dindmico. Além disso, o de-
sempenho dos filtros requerem o conhecimento da equagao
de estado da planta e das fontes de estatisticas de ruido
que afetam o sistema (Belanger, 1974). Dentre os métodos
adaptativos existentes na literatura, o filtro de Kalman
adaptativo (AKF) tem sido uma das estratégias conside-
radas para estimar o vetor de estado, visando prevenir
problemas de divergéncia devido a erros de modelagem
(Mohamed and Schwarz, 1999).

Muitos esforgos foram feitos para melhorar a estimativa
das matrizes de covariancia usando o método estimativa
adaptativa baseada na inovacdo (IAE) em que os processos
e matrizes de covariancia de medi¢ao sao adaptados (Be-
langer, 1974). O método IAE apresenta o problema de falta
de convergéncia e exigéncia de janela grande. Neste con-
texto, é considerada a teoria da maxima verossimilhanga
(MV) para calcular as matrizes de covaridncia de ruido
(Kay, 1993).
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A fim de resolver os problemas de precisao e divergéncia,
é necessaria uma tecnologia de aprimoramento de desem-
penho adicional, como é o sistema fuzzy, que é uma das
abordagens comuns empregadas para otimizar o algoritmo
AKF, especificamente as matrizes de covariancia. Intime-
ros métodos foram propostas para a modificacao do TAE
usando sistema fuzzy, visando obter os valores das matrizes
de covariancia (Ranno et al., 2020; Woo et al., 2019; Hamid
et al., 2018).

A metodologia apresentada neste artigo estd baseada no
filtro TAE utilizando sistema fuzzy Mamdani tipo 1 (MF-
TAE) no dominio do tempo discreto para estimar os estados
de um sistema carro-péndulo invertido. A principal con-
tribuicao deste artigo consiste em destacar o mecanismo
de ajuste on-line das matrizes de covariancia do ruido de
processo e medi¢ao para obter maior precisao na estimacao
dos estados do sistema carro-péndulo invertido, em um
ambiente com estatisticas incertas de ruido, utilizando
analise de estimativa adaptativa baseado em inovagao.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: Na
Secao 2, é apresentado o sistema dinamico carro-péndulo
invertido. Na Secéo 3, o algoritmo IAE baseado na méxima
verossimilhanga (IAE-MV) é descrito. O algoritmo fuzzy
adaptativo baseado na inovacao é apresentada na Segao
4. As simulagbes computacionais bem como a métrica
para avaliagdo da aplicacao do método MF-TAE no carro-
péndulo invertido sao apresentadas na Segao 5. Na Secao
6, apresentam-se as conclusoes.

2. SISTEMA DINAMICO CARRO-PENDULO
INVERTIDO

Nesta secao, apresenta-se o modelo do sistema dinamico
carro-péndulo invertido, o qual sera usado para ilustrar a
eficacia dos algoritmos EKF e MF-IAE.

O carro-péndulo invertido é um sistema instavel, nao
linear, multivaridvel e quarta ordem (Kumar and Jerome,
2013). A representagao deste sistema pode ser observada
na Figura 1.

T

Figura 1: Representacdo do sistema carro-péndulo invertido (Chen,
1998).

Considere o sistema dinamico no tempo continuo dado por
x(t) = £ (x(t),u(t),t) + w(t), 1)
y(t) = h(x(t),u(t),t) + v(t), (2)
onde f corresponde ao conjunto de fungdes nao lineares
de estados, h corresponde ao conjunto de equagoes nao
lineares de saida, x(t) é o vetor de estados do sistema

e u(t) é o vetor de entrada do sistema. Os ruidos de
processo e medigao sdo w(t) e v(t), respectivamente. O
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ruido de processo afeta a dinamica do modelo e o ruido de
medicao impacta a saida do modelo, sendo considerados
nao correlacionados, brancos e gaussianos, com matrizes
de covariancia conhecidas Qg e Ry, respectivamente.

As estatisticas dos ruidos de processo e medicdo sao,
respectivamente, representadas por

wi ~ N(0,Qp) (3)
e
vi ~ N(0,Rg). (4)
As matrizes de covariancia sao obtidas como
Q (i, j) = B [w;wj ] (5)

R(,j)=F [VZ-V;‘-F] .

Além disso, como os ruidos de processo e medi¢do sao nao
correlacionados para todo i e j, tem-se
E[v;w;] = 0. (7)

Desse modo, as equagoes que descrevem a dinamica do
sistema carro-péndulo invertido sao representadas como

@1(t) = 22(t) (8)
da(t) = — B&J‘f 22 (t) %u(t) cos z5(t)

_m]%;: sin z3(t) cos x3(t) + mglj;@ 2(t)

x sinx3(t) + %F(t) 9)
E3(t) = 2a(t) (10)
a(t) = — Bﬁj Loa(t) m]’éf © o (£) cos 25 (1)

_ 77;522 x3(t) sinzz(t) cos z3(t) + %gg%

l
X sinx3(t) — 7]7\14—1’ cos x3(t)F(t)
3

(11)

onde x; é a posigao do carro em relagao ao eixo horizontal,
29 é a velocidade linear do carro, 3 é a posicao angular
do péndulo, x4 é a velocidade angular do péndulo, m. é a
massa do carro, m;, é a massa do péndulo, [ é a distancia do
centro de massa do péndulo ao pivé que prende o péndulo
ao carro, g € a aceleracao da gravidade, I é o momento
de inércia do péndulo, F' é a forca aplicada ao carro, B. e
B, sao os coeficientes de atrito do carro com o solo e do
péndulo com o pivo, respectivamente. Os parametros My,
My e M3 sao dados na Tabela 1.

A discretizagao deste sistema (Equagoes 8 até 11) é obtida
usando-se a aproximagao ;(t) = (x;(k+ 1) — x;(k)) /T,
com o periodo de amostragem em T = 0, 01s. Dessa forma,
obtém-se as equagbes dinamicas nao lineares no dominio
do tempo discreto dadas por

xp = f(xp_1,up_1,k) + wWp_1, (12)
yi = h(xp, ug, k) + vi, (13)

onde k=1, ..., Ni é o indice temporal, N; é o niumero
total de iteragoes (amostras de dados). Assim, resulta
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T1k=T15—1+ T2 k-1 (14)
B.M: |B
Top=2Tok—1—1 ;43 2 o p—1 + ng@ P2y
2l2
p

xcosr3p—1 — T Sin w3 k1 COS T3 k1

3

m ZMQ . MQ
+T ?\43 azik_l sinxs p—1 +TM3FI€_1 (15)
T3k =23 k-1 + TTq 1 (16)
B M1 mylB
= . -T=2 T _
T4k =Ta k-1 M Tag—1+ M T2 k-1
m2[?
X COS X3 j—1 — TMngxik*l sin 3 p—1
lgM
X COST3 p—1 + TM sinxs p_1
) M3 k)
myl
—Tiz7 COS T3 k—le—l 17
- cosizs (1)
e
Y1,k =21 k-1 T V1k—1 (18)
Yok = T3 k—1 + V2 k1. (19)

Agora, aplica-se a expansao da série de Taylor até a pri-
meira ordem as Equagoes 14 até 17 para obter-se a repre-
sentacgao linearizada do sistema carro-péndulo invertido em
espago de estados como

Xp = Ap_1Xp—1 +Br_1up—1 +wi_1, (20)

yr = Hgxp + Drug + vy, (21)
onde A, B, H e D sdo as matrizes Jacobianas (Brown and
Hwang, 2012) calculadas como

0 1 0 0
—M>B, myl2gl> 0
2 2
Xp = 0 IMl +6ncmpl IMl +6ncmpl ) X1
0 —mplB, mpgl 0
IMy + memyl? IMy + memyl?
0
I+ my,l?
2
+ 1M +(§ncm”l Up_1 + Wg_1, (22)
mpl
IM; + mem,pl?
1000
Yk = [0 01 0} + Vi (23)

Assim, as matrizes de covariancia de ruidos de processo e
medigao sao representadas da seguinte forma:

~2
N o 0
Rk=[ o 52 } (24)
r,k
[§]
62, 0 0 0
. 0 62, 0 O
_ qQ,k
rifl 0 0 CAT;k 8 ) (25>
0 0 0 &2,

onde &fk e &(21  Sao as variancias de processo e medicao,
respectivamente.
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Tabela 1. Valores dos parametros utilizados no sistema
carro-péndulo invertido (Kumar and Jerome, 2013).

Parametro Valor

me 0,94 [Kg]

mp 0,23 [Kg]

] 0,33 [m]

I 1/3 - my - 12 [kg- m?]
Bc 0,44 [N-m-s/rad]
By, 0,05 [N-m-s/rad]
g 9,81 [m/s?]

M me + mp [m]

Mo I+ mpl?

M3 M1 Ms - m2i2cos?z3 1 (k)

3. ALGORITMO IAE BASEADO NA MAXIMA
VEROSSIMILHANCA

Nesta secao, aborda-se o algoritmo adaptativo baseado
em inovagao (Innovative-based adaptive estimation - IAE).
Além disso, é considerada a teoria da méxima verossimi-
lhanga (MV) para calcular a estimativa das informagoes
estatisticas de ruido, ou seja, as matrizes de covariancia
de processo e medicao.

As informagbes a priori sobre os ruidos de processo e
medigao sao dificeis de obter na pratica. Na verdade, o
desempenho do filtro de Kalman (KF) pode diminuir e
até mesmo causar a divergéncia no filtro se a informacao
a priori estiver errada (Woo et al., 2019). Portanto, uma
abordagem usada para detectar a divergéncia do filtro e
ajustar as matrizes de covariancia de ruido é calcular a
sequéncia de inovagdo do KF (Mohamed and Schwarz,
1999) dada por

sendo ¥, € a saida estimada dada como

onde X, ¢ o estado de predigao do filtro.

Aqui, destacamos que a sequéncia de inovacdo Jj repre-
senta o novo conteido de informacdo nas observagoes,
sendo considerada a fonte de informagao mais relevante
para adaptacgdo do filtro (Mohamed and Schwarz, 1999;
Kailath, 1974). Portanto, para melhorar a estabilidade do
filtro com base na estimativa adaptativa da informacao
estatistica de ruido, o conceito de MV é usado em IAE
através das novas informagoes. As propriedades mais im-
portantes do método MV é a unicidade de sua solugao
e a consisténcia, o que significa que a estimativa de MV
converge, no sentido probabilistico, para o valor verdadeiro
da varidvel aleatéria a medida que o niimero de amostras
dos dados cresce sem limite.

De acordo com o teorema do limite central e considerando
que a distribuicao dos dados é gaussiana, a funcao densi-
dade de probabilidade das medidas condicionadas no para-
metro adaptativo v, no tempo k (Mohamed and Schwarz,
1999) é dado como

1 1y -9 VT C (v —9
P(Y"Y)k = W s (Yk=9;) Vi Ye=¥5)
Yk
_ 1 sevTglew
(271—)7% | CYk, |
L euTeem, (28)
(2m)™ | Cy, |

DOI: 10.20906/sbai.v1i1.2681



Sociedade Brasileira de Automatica (SBA)
XV Simpobsio Brasileiro de Automacao Inteligente - SBAI 2021, 17 a 20 de outubro de 2021

onde Py, € o peso do filtro quando as medigoes y, estao
disponiveis até o tempo k; v sao os parametros adaptati-
vos, ou seja, sao as variagoes das medigoes de atualizagao;
m é o numero de medigoes e a matriz de covaridncia
Cj, ¢é dependente do parametro v, sendo a chave para a
adaptacdo. Dessa forma, a seguinte substituicao serd feita
(Brown and Hwang, 2012):

C;, = HyP, HY + Ry. (29)
Derivando a matriz C5, com respeito a v, supondo que
o processo dentro da janela de estimativa estd em estado
estaciondrio e que esta matriz é completamente conhecida
e independente de 7k, a Equacdo (29) pode ser reescrito

como
aC’jk — Hk; an—l
OV OV
Agora, considere que as N observagoes variam de jg
a k. Assim, a funcao densidade conjunta das medigoes
condicionadas no parametro adaptativo é dada por:

P

HT

(30)

:P(yjo\v)jP(yhlv)j By )i

k
= [ P,

J=jo
Agora, determina-se o maximo do logaritmo natural da
funcéo de verossimilhancga, a qual é definida como:

k
Liunc = H Py,

j*jo

P(y107y317 ¥ )i

(31)

H é(jj)TC;jl(jj) (32)
\/ 27(' m | Cj .
Portanto, o logarltmo natural de Ly, é dado por (Moha-
med and Schwarz, 1999):

k

onde Ry, e Qk,l sao as estimativas adaptativas do ruido
de medicao com base residual e ruido do sistema, respec-
tivamente ¢ C5, é a matriz de covariancia de inovacdo
estimada.

Assim, o calculo da média de uma janela de estimativa
moével de tamanho N (Mohamed and Schwarz, 1999) é

dada como: i
- 1 —
Cs, = szj: 3,37, (37)
=Jo

onde J; representa a jth inovacdao que ocorreu dentro da
janela temporal [jo, k], sendo jo =k — N + 1.

4. ALGORITMO FUZZY ADAPTATIVO BASEADO
NA INOVACAO

Nesta segao, descreve-se o algoritmo MF-TAE para a
estimacao de estados de sistemas dinamicos, levando em
consideragao o conceito do algoritmo IAE-MV e usando o
sistema fuzzy Mamdani tipo 1 (MF) (Ranno et al., 2020).

A ideia principal do algoritmo MF-TAE é, a cada iteracgao,
realizar o ajuste on-line das matrizes de covariancia de
ruidos usando um sistema MF. O sistema MF é popular
devido ao seu simples projeto e por requerer pouca expe-
riéncia do projetista (Do and Lin, 2019).

As matrizes de covariancia de ruidos de processo e medicao
sao monitoradas e ajustadas por uma varidvel chamada
ajustes minimos (MAdj) dada por

MAdj, = Cr, — C5,, (38)

onde CTk é a covariancia tedrica da sequéncia de inovagao
(Hamid et al., 2018) calculada como

In Lignc(y | V)r = Z In {Pwyy,} Cr, = H,P_H! + R, (39)
=90 e C5, é a matriz de covariancia da inovagao obtida através
1 -1(3,)7c54(3,) | da Equacdo (37). Agora, a varidvel de ajustes minimos,
- Z in (27)™ | Cs, |e ! MAJj, é calculada usando uma abordagem MF do tipo 1,

J=jo como segue:

k
1 R N . .

= — 5 m % ln(Qﬂ—) + Z In | ij ‘ 4+ R, : SE CTk =AE Cjk = B; ENTAO MAdJk = Ci; (40)
I=do onde A;, B; e C; sdo conjuntos fuzzy com i = 1,...,7,

(33)

k
Z 653

O critério considerado de maximizar P torna-se a mi-
nimizacao do lado direito resultante da mesma equacao;
todas as inovagoes da estimativa dentro de uma janela de
tamanho N serdao somadas. A condi¢ao de MV torna-se
(Mohamed and Schwarz, 1999)

dinP
T e _ Zln\cj |+Z”chjjj_o

5 (34

sendo 7 o nuimero total de regras (Zadeh, 1973).

As funcgoes de pertinéncia das varidveis de entrada e saida
sao gaussianas e sigmoidais, respectivamente. Na Tabela
2, é apresentado o resumo das relacoes entre as varidveis
de entrada e saida, representadas por nove regras fuzzy,
onde,

NP = Negativo pequeno, ZE = Zero, GA = Grande,
AU = Aumentar, MA = Manter, e DI = Diminuir.

Tabela 2. Regras do sistema fuzzy Mamdani tipo 1.

J=jo J=jo G,
& k NP ZE GA

Desse modo, as estimativa adaptativas das matrizes de NFY;k i T or T oi

covariancia Ry, e Qk 1 sdo dadas pelas Equagoes (Mehra, 7B AU | MA | DI

1970; Kailath, 1972) GA AU | AU | MA

Ry = C5, — H,P, H/ (35)
e ) R Finalmente, os valores das matrizes de covariancia de
Qi1 = KkCngf, (36) processo e medicao sdo ajustadas continuamente como:
ISSN: 2175-8905 938 DOI: 10.20906/sbai.v1i1.2681
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Qr = Qr—1 — MAdj,, ,,
Ri+1 = Ry — MAdjpg, -

5. SIMULACOES

Nesta secao, para avaliar o desempenho dos algoritmos
MF-TAE e EKF, so realizadas simulacoes de Monte Carlo
(média de 100 realizagbes independentes) aplicadas na
estimacao de estados do sistema carro-péndulo invertido,
assumindo o estado inicial xo = [0.5 0 1.8 0.5]T. Os
algoritmos sdo comparados em 4 cendrios desafiadores.
Em tais cenarios, as variancias dos ruidos de processo
e medicao variam de valores pequenos a grandes, com o
objetivo de testar o desempenho em termos de precisao e
robustez dos algoritmos. Como sinal de excitacao em todos
os cendrios de simulagao, utiliza-se como entrada um sinal
binério pseudo aleatério (Pseudo random binary sequence -
PRBS) (Aguirre, 2007) (veja a Figura 2), visando destacar
a robustez do MF-TAE na estimagao de estados. A Tabela
1 mostra os valores usados para os parametros do sistema
durante a simulacao.

0.4 r
02r

Forga (N)
o

-0.2
-0.4

0.6 : : : :
0 1 2 3 4 5

tempo (s)
Figura 2: Sinal PRBS utilizado como entrada do sistema carro-
péndulo invertido.

A fim de demonstrar a eficiéncia do MF-IAE comparada
com o EKF, utilizou-se métricas de avaliacao baseadas na
norma RMSE (Root-Mean-Square Error) para a verifica-
¢ao do desempenho do processo de estimagao dos estados
do carro-péndulo invertido, as quais sao ¢ e n dadas por

(44)

com

(45)

onde Njs¢ é o numero total de realizagoes, r é o indice da
realizagdo, Ny é o ntmero total de iteragoes (amostras),
ng, € o numero total de estados do sistema, a é o indice
que indica o estado, £, é o estado estimado e z, 1 é 0
estado do sistema.

Variando-se o nivel de rufdo (variancias de processo o2 e

medigao 02)7 observa-se que a dinamica das varidveis de es-
tado do carro-péndulo invertido corrompidas por ruido fo-
ram rastreadas de forma eficiente pelo algoritmo MF-TAE,
o qual apresenta um desempenho superior quando compa-
rado ao EKF, conforme mostra a Tabela 3. Considerando-
se o caso particular do cendrio 1 com variancias de processo

02 = 0.1 e medi¢do 02 = 0.2, é mostrada na Figura

T q

ISSN: 2175-8905 939

3 a comparagao da evolucao em termos da métrica ey,
ressaltando que o algoritmo MF-TAE comparado com o
EKF apresenta menor erro para os estados estimados do
sistema dinamico carro-péndulo invertido. As estimacoes
das varidveis de estado x4 (@ = 1,2,3,4) do carro-
péndulo invertido, usando os algoritmos MF-IAE e EKF,
estao ilustradas na Figura 3. Destaca-se a influéncia do
sinal de excitagdo (veja a Figura 2) utilizado (o qual no
instante de tempo 2s sofre uma variacdo de amplitude
de —0.5 para +0.5) na estimagao da posigao do carro em
relacdo ao eixo horizontal x; . Entretanto, a métrica e
indica que o desempenho global do algoritmo MF-IAE con-
tinua superior ao EKF, conforme mostra a Figura 4. Note
também que os estados T2 ., T3 1 € T4, sd0 adequadamente
rastreadas pelo MF-IAE, evidenciando a sua eficiéncia e
robustez no tratamento da estimativa dos estados em um
ambiente com estatisticas incertas de ruido.

Tabela 3. Comparacao de 1 obtido através das simulacoes
de Monte Carlo para cada cenério.

Meétrica
Algoritmo 1
03 =02 03=03
=01 [62=02 [0, ="=017 % =02
Cendrio 1 | Cenario2 | Cenario3 | Cenério 4
EKF 44782 5.2441 4.4426 4.9982
MF-IAE 2.2153 2.2109 2.6581 2.6800

Target
r EKF 7
L MF-IAE | 4

21 (m)

(

Ta (m/s)

23 (rad)
Sy
2

Tak (r)(oi/s) §
ﬁj
(4l
/g/
i

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tempo (s)
Figura 3: Estimacao dos estados z j para o cendrio 1 com variancia
de processo 02 = 0.1 e medigio Ug = 0.2 através de simulagoes de
Monte Carlo com 100 realizacoes.
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EKF
14 MF-IAE

0 1 2 3 4 5

Tempo (s)
Figura 4: Evolugao de ¢, para o cenério 1 com variancia de processo
02 = 0.1 e medigio 03 = 0.2 através de simulacoes de Monte Carlo
com 100 realizagoes.

6. CONCLUSAO

Neste trabalho, a estimagao dos estados do sistema carro-
péndulo invertido foi desenvolvida usando um algoritmo
fuzzy adaptativo baseado em inovacao (MF-TAE). O MF-
TAE estd fundamentado nos seguintes métodos: Estima-
¢ao adaptativa baseada na inovagao (IAE) e na méxima
verossimilhanga (MV), filtro de Kalman estendido (EKF)
e sistema fuzzy Mamdani tipo 1. O sistema fuzzy é em-
pregado para ajustar dinamicamente as matrizes de cova-
riancias dos ruidos de processo e medi¢ao, monitorando
as informacoes de inovagao para melhorar a precisao de
estimacgao dos estados. A partir dos resultados obtidos,
o algoritmo MF-TAE mostrou-se eficiente e robusto na
estimagao dos estados com covariancia de ruido incerta
quando comparado com o EKF.
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