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Abstract: This paper presents new conditions in the form of Linear Matrix Inequalities capable
of designing state-feedback controllers for discrete-time positive switched systems, subject to
arbitrary switching. The presented conditions may be employed in the development of mode-
dependent or mode-independent control strategies. Differently from existing conditions, the
results are obtained through the use of an augmented Lyapunov function, that considers high-
order shifted states in its state vector. Numerical experiments illustrate the performance and
efficiency of the proposed approach in comparison with existing techniques from the literature.

Resumo: Este artigo apresenta novas condições na forma de desigualdade matriciais lineares
capazes de realizar o projeto de controladores por realimentação de estados para sistemas
positivos chaveados de tempo discreto, sujeitos a chaveamento arbitrário. As condições apre-
sentadas podem ser empregadas no desenvolvimento de estratégias de controle dependentes e
independente dos modos. Diferentemente das condições existentes na literatura, os resultados
foram obtidos com a utilização de uma função de Lyapunov aumentada, que considera taxas
de deslocamento de ordem superior em seu vetor de estados. Exemplos numéricos ilustram
o desempenho e a eficácia do método proposto em comparação com métodos existentes na
literatura.
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1. INTRODUÇÃO

Sistemas chaveados são uma importante classe de sistemas
h́ıbridos. Esta classe de sistemas possui vários campos de
aplicação na engenharia, incluindo conversores DC/DC
(Deaecto et al., 2010), osciladores (Torikai and Saito,
1998), circuitos eletrônicos (Zhang et al., 2011), aplicações
na industria automotiva, sistemas de potência e sistemas
mecânicos (Zhu and Antsaklis, 2015). Um sistema cha-
veado possui um número finito de subsistemas, também
chamados de modos, que são acionados de acordo com
uma lei de chaveamento (Huang et al., 2020). A lei de
chaveamento pode ser conhecida, e o chaveamento pode
ser dependente do tempo ou dos estados, por exemplo.
Porém, em outros casos a sequência de chaveamento pode
não ser conhecida a priori e, com isto, resultados para a
estabilidade e controle foram desenvolvidos considerando
o chaveamento arbitrário (Daafouz et al., 2002; Lacerda
and Gomide, 2020).

⋆ Os autores agradecem à UFSJ e ao CNPq pelo apoio financeiro
(425800/2018-0).

Nos últimos anos, trabalhos relacionando sistemas chave-
ados e sistemas positivos, tem sido reportados na litera-
tura de controle. A classe de sistemas positivos, abrange
sistemas que assumem valores não negativos na evolução
temporal dos estados e na sáıda, quando entradas e con-
dições iniciais não negativas são consideradas. Aplicações
de sistemas positivos podem ser encontradas em diversas
áreas da ciência, por exemplo, redes de sistema hidráulicos,
processos industriais envolvendo reatores qúımicos, mode-
los envolvendo poluição da atmosfera e da água, modelos
econômicos, controle populacional e também modelos epi-
demiológicos (Farina and Rinaldi, 2000).

Tratando especificamente do controle de sistemas que mes-
clam as classes de sistemas positivos e chaveados, podemos
citar: Liu et al. (2017) que explora a função de Lyapunov
baseado no conceito de tempo médio de permanência nos
modos. Spagolla et al. (2018) que aborda o controle por re-
alimentação de estados para sistemas discretos no tempo,
envolvendo uma busca de parâmetros escalares. Deaecto
and Geromel (2017) que trata do problema de controle
por realimentação de estados para sistemas cont́ınuos no
tempo assegurando a positividade com custo garantido
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H2 por meio do projeto de uma função de chaveamento.
Tong et al. (2012) que projeta funções de chaveamento
dependente do tempo e dependente dos estados para o
controle de sistemas discretos no tempo. Além dos méto-
dos citados anteriormente, Hernandez-Vargas et al. (2011)
explorou a aplicação do controle para o estudo da dinâmica
do tratamento de uma mutação viral em infecções HIV,
fazendo uso de uma função de Lyapunov copositiva.

Grande parte das técnicas discutidas fazem uso da Te-
oria de Lyapunov (Khalil, 2002) para a obtenção das
condições de análise e projeto. A teoria de Lyapunov
se torna uma importante aliada, pois possibilita obter
condições na forma de desigualdades matriciais lineares
(LMIs, do inglês, linear matrix inequalities). As LMIs
são uma ferramenta matemática utilizada na resolução de
problemas envolvendo formulações convexas, comuns na
área de controle de sistemas (Boyd et al., 1994). Exis-
tem pacotes computacionais especializados na resolução
das LMIs que permitem escrever e resolver os problemas
formulados (Löfberg, 2004; Sturm, 1999).

Este trabalho apresenta novas condições para a śıntese de
controladores por realimentação de estados para sistemas
chaveados positivos discretos e invariantes no tempo. A
sequência de comutação entre os modos do sistema cha-
veado é desconhecida, portanto uma lei de chaveamento
arbitrária foi considerada. As condições foram obtidas
explorando a existência de uma função de Lyapunov es-
truturada, que faz uso de um vetor de estados aumentado
contendo estados deslocados em sua composição. O Lema
de Finsler foi empregado na obtenção da condição de
śıntese apresentada. Diferente do método apresentado Spa-
golla et al. (2018), a técnica apresentada neste artigo não
faz uso de busca escalar na solução das LMIs. A função
de Lyapunov empregada neste artigo foi explorada para
tratar sistemas incertos Pessim et al. (2019) e sistemas
chaveados Lacerda and Gomide (2020). Funções de Lyapu-
nov estruturadas também foram consideradas em Lacerda
and Seiler (2017). O artigo se organiza da seguinte forma.
Resultados preliminares são apresentados na Seção 2, en-
quanto os resultados principais são apresentados na Se-
ção 3. A Seção 4 é dedicada aos experimentos numéricos
que ilustram a eficácia do método proposto, e a Seção 5
conclui o trabalho desenvolvido.

Notação: X ∈ R
m×n representa uma matriz com entra-

das reais de m linhas e n colunas. A transposta de uma
matriz X é denotada por XT . P ≻ 0 (P ≺ 0) representa
uma matriz simétrica definida positiva (definida negativa).
A condição M ≥ 0 indica que cada um dos elementos
da matriz M deve ser não negativo. O bloco simétrico
em uma matriz é denotado por ⋆. Para simplificar os
desenvolvimentos uma matriz na forma de bloco tridi-
agonal é definida como M = blktriag(AT , B,A) em que
A = (A1, . . . , Am) e B = (B1, . . . Bm+1).

M =

























B1 A1 0 0 . . . 0

A1
T B2 A2

. . .
. . .

...

0 A2
T B3 A3

. . . 0

0
. . . A3

T . . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . Bm Am

0 . . . 0 0 Am
T Bm+1

























.

2. RESULTADOS PRELIMINARES

Considere o seguinte sistema positivo chaveado discreto no
tempo

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) +Bσ(k)u(k), (1)

em que x(k) é o vetor de estados e u(k) é o vetor
de entradas. As matrizes Aσ(k) ∈ R

n×n e Bσ(k) ∈

R
n×nu dependem do sinal de chaveamento σ(k) : N →

{1, . . . , N} que é responsável por selecionar o modo ativo
a cada instante de tempo. Como apenas um subsistema
é ativo por vez, pode-se utilizar uma função de indicação

ξ (k) = [ξ1 (k) , . . . , ξN (k)]
T
para representar o comporta-

mento do sistema:

ξi (k) =

{

1, se σ(k) = i
0, caso contrário.

(2)

resultando em,

x(k + 1) = A(ξ(k))x(k) +B(ξ(k))u(k), (3)

em que

A(ξ(k)) =

N
∑

i=1

ξi(k)Ai, B(ξ(k)) =

N
∑

i=1

ξi(k)Bi.

Assume-se que o sistema (3) é um sistema positivo de
acordo com a seguinte definição:

Definição 1. (Farina and Rinaldi, 2000) Um sistema é dito
positivo se para qualquer condição inicial x(0) não negativa
e entrada u(k) também não negativa, os estados e as sáıdas
são não negativas.

Neste artigo, utilizaremos a seguinte lei de controle por
realimentação de estados

u(k) = K(ξ(k))x(k), (4)

em que K(ξ(k)) é denominada matriz de ganhos depen-
dente de modos, responsável por assegurar a estabilidade
e positividade do sistema em malha fechada. Aplicando a
lei de controle (4) no sistema (3) tem-se

x(k + 1) = Acl(ξ(k))x(k), (5)

em que Acl(ξ(k)) = A(ξ(k))+B(ξ(k))K(ξ(k)). A positivi-
dade do sistema em malha fechada é assegurada de acordo
com o lema apresentado a seguir.

Lema 2. (Farina and Rinaldi, 2000) O sistema em malha
fechada é dito positivo se, e somente se, todos elementos
da matriz em malha fechada Acl(ξ(k)) são não negativos.

Levando em consideração a existência de uma função
de Lyapunov quadrática e chaveada V (ξ(k), x(k)) =
x(k)TP (ξ(k))x(k), condições para a análise da estabilidade
de sistemas chaveados podem ser encontradas na litera-
tura.

Lema 3. (Daafouz et al., 2002) Seja o seguinte sistema
autônomo chaveado

x(k + 1) = A(ξ(k))x(k). (6)

As abordagens a seguir são equivalentes:

i Existe uma função de Lyapunov V (ξ(k), x(k)), tal que:

V (ξ(k), x(k)) ≻ 0, (7)

V (ξ(k + 1), x(k + 1))− V (ξ(k), x(k)) ≺ 0, (8)

que certifica a estabilidade do sistema (6)
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ii Se existirem N matrizes simétricas P1, . . . , PN , que
satisfaçam

[

Pi AT
i Pj

PjAi Pj

]

≻ 0 i, j = 1, . . . , N, (9)

o sistema (6) é considerado assintoticamente estável.

Observe que o Lema 3 não considera a positividade dos
sistemas. O problema de controle para sistemas chaveados
positivos, objeto de estudo deste artigo, também já foi
abordado por trabalhos existentes na literatura. O Lema
a seguir apresenta uma condição de projeto na forma de
LMIs para um dado valor do parâmetro escalar.

Lema 4. (Spagolla et al., 2018) Para um valor dado do
parâmetro escalar ξ ∈ (−1, 1), se existirem matrizes
simétricas definidas positivas Pi ∈ R

n×n, matrizes Gi ∈
R

n×n diagonais e matrizes Zi ∈ R
nu×n com i = 1, . . . , N ,

tais que
[

ξAiGi + ξGi
TAi

T + ξBiZi − Pj

⋆

−ξGi
T +AiGi +BiZi

Pi −Gi −Gi
T

]

≺ 0, (10)

AiGi +BiZi ≥ 0, (11)

para todo i, j = 1, . . . N , então Ki = ZiGi
−1 assegura

a estabilidade assintótica e a positividade do sistema
chaveado em malha fechada.

Diferentemente do resultado obtido por Spagolla et al.
(2018), que faz uso do Lema da Projeção, as condições
desenvolvidas neste trabalho são obtidas com a aplicação
do Lema de Finsler, enunciado a seguir.

Lema 5. (de Oliveira and Skelton, 2001) Sejam w ∈
R

n, Q ∈ R
n×n, e B ∈ R

m×n com rank(B) < n e
BB⊥ = 0. Então, as seguintes condições são equivalentes

i wTQw ≺ 0, ∀ w 6= 0 : Bw = 0,

ii B⊥
T

QB⊥ ≺ 0,
iii ∃ µ ∈ R : Q− µBTB ≺ 0,
iv ∃ X ∈ R

n×n : Q+ XB + BTX T ≺ 0.

3. RESULTADOS PRINCIPAIS

Assim como em Pessim et al. (2018, 2019), as condições
desenvolvidas neste artigo são baseadas em uma função
de Lyapunov constrúıda por meio de um vetor de estados
aumentado. Antes de apresentar o caso genérico, o lema a
seguir introduz o método por meio de um caso particular,
em que o vetor de estados da função de Lyapunov é
aumentado em apenas um instante de tempo.

Lema 6. Se existirem matrizes simétricas P1,i1 ∈ R
n×n,

P2,i1 ∈ R
n×n, matrizes Zi1 ∈ R

nu×n, e matrizes diagonais
Xi1 ∈ R

n×n, tais que: P2,i1 ≻ 0,




−P1,i1 Ai1Xi1 +Bi1Zi1 0n×n

⋆ P1,i2 − P2,i1 −Xi1 −Xi1
T Ai2Xi2 +Bi2Zi2

⋆ ⋆ P2,i2 −Xi2 −Xi2
T



 ≺ 0,

(12)
Ai1Xi1 +Bi1Zi1 ≥ 0, (13)

sejam satisfeitas em que i1, i2 = 1, . . . , N , então os ganhos
Ki1 = Zi1Xi1

−1, certificam a estabilidade e a positividade
do sistema chaveado em malha fechada (5).

Prova. O primeiro passo consiste em realizar a mudança
de variáveis Zi1 = Ki1Xi1 e Zi2 = Ki2Xi2 em (12). Na
sequência escreva

Ai1Xi1 +Bi1Ki1Xi1 = Acl,i1Xi1 ,

Ai2Xi2 +Bi2Ki2Xi2 = Acl,i2Xi2 .

Multiplicando a condição resultante à esquerda e à direita

por B⊥
T

= [I Acl,i1 Acl,i1Acl,i2 ], e por B⊥, respectiva-
mente, obtém-se:

Acl,i1Acl,i2P2,i2Acl,i2
TAcl,i1

T

+Acl,i1 (P1,i2 − P2,i1)Acl,i1
T − P1,i1 ≺ 0. (14)

Multiplicando (14) por ξi1(k)
2ξi2(k + 1)2 e somando o

resultado, é posśıvel reescrever a desigualdade anterior
como

Acl(ξ(k))Acl(ξ(k + 1))P2,i2Acl(ξ(k + 1))TAcl(ξ(k))
T

+Acl(ξ(k)) (P1(ξ(k + 1))− P2,i1)Acl(ξ(k))
T

− P1(ξ(k)) ≺ 0. (15)

Note que (15) foi obtido considerando as caracteŕıstica
da função de indicação, ξi1(k)ξi2(k) = 0 se i1 6= i2,
∑N

i1=1 ξi1(k) = 1, e
∑N

i2=1 ξi2(k + 1) = 1, de modo que

N
∑

i1=1

ξi1(k)Acl,i1

N
∑

i2=1

ξi2(k+1)Acl,i2 = Acl(ξ(k))Acl(ξ(k+1)).

Utilizando a mesma estratégia, e multiplicando (15) por
ξi1(k)ξi2(k + 1) e somando o resultado obtém-se

Acl(ξ(k))Acl(ξ(k+1))P2(ξ(k+1))Acl(ξ(k+1))TAcl(ξ(k))
T

+Acl(ξ(k)) (P1(ξ(k + 1))− P2(ξ(k)))Acl(ξ(k))
T

− P1(ξ(k)) ≺ 0. (16)

Pré e pós multiplicando (16) por x(k)T e x(k) respectiva-
mente, e empregando um argumento de dualidade resulta
em

x(k + 2)TP2(ξ(k + 1))x(k + 2)

+ x(k + 1)T (P1(ξ(k + 1))− P2(ξ(k)))x(k + 1)

− x(k)TP1(ξ(k))x(k) ≺ 0,

que é equivalente a condição i do Lema de Finsler, que
garante ∆V (ξ(k), x(k)) ≺ 0 com

V (ξ(k), x(k)) = x(k)TP1(ξ(k))x(k)

+ x(k + 1)TP2(ξ(k))x(k + 1).

Note que o Lema 6 garante que as matrizes P1 e P2 são
definidas positivas, garantindo desta forma que a função
de Lyapunov é definida positiva.

Por fim, note também que caso (12) seja satisfeita temos
que

P2,i2 ≺ Xi2 +Xi2
T ,

o que assegura a existência da inversa, e a positividade
da variável de folga chaveada X(ξ(·)). Consequentemente,
multiplicando (13) à direita por X−1

i1
obtém-se

Ai1 +Bi1Zi1Xi1
−1 ≥ 0, (17)

ou ainda
Ai1 +Bi1Ki1 ≥ 0, (18)

que multiplicando por ξi1(k)
2 e somando o resultado, pode

ser reescrito como

Acl(ξ(k)) = A(ξ(k)) +B(ξ(k))K(ξ(k)) ≥ 0,

garantindo a positividade do sistema em malha fechada e
concluindo a prova. �
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No Teorema a seguir uma formulação genérica é desenvol-
vida levando em consideração uma função de Lyapunov
com vetor de estados aumentado em p instantes de tempo.

Teorema 7. Se existirem matrizes simétricas Pm,i1 ∈
R

n×n, matrizes Zi1 ∈ R
nu×n, e matrizes diagonais Xi1 ∈

R
n×n tais que

Ai1Xi1 +Bi1Zi1 ≥ 0, (19)

Pj,i1 ≻ 0, j = 2, . . . , p+ 1, (20)

blktriag(ST , L, S) ≺ 0, (21)

sejam satisfeitas com

L =
(

−P1,i1 , R1, . . . , Rp, Pp+1,i2 −Xip+1
−Xip+1

T
)

,

Rp = Pp,i2 − Pp+1,i1 −Xip −Xip
T ,

S = (S1, . . . , Sp+1) , Sm = AimXim +BimZim ,

em que m = 1, . . . , p + 1, im = 1, . . . , N , então os
ganhos Kim = ZimXim

−1, certificam a estabilidade e
a positividade do sistema chaveado em malha fechada (5).

Prova. A Prova segue o mesmo procedimento realizado na

prova do Lema 6, considerando B⊥
T

= [I F1 . . . Fp+1]
em que

Fl =

l
∏

r=1

Acl,ir .

Multiplicando a desigualdade resultante por x(k)T e x(k),
e empregando um argumento de dualidade resulta em

x(k + p+ 1)TPp+1(ξ(k + 1))x(k + p+ 1)

+ x(k + p)T (Pp(ξ(k + 1))− Pp+1(ξ(k)))x(k + p)

+ . . .+ x(k + 1)T (P1(ξ(k + 1))− P2(ξ(k)))x(k + 1)

− x(k)TP1(ξ(k))x(k) ≺ 0,

ou seja, ∆ V (ξ(k), x(k)) ≺ 0 com

V (ξ(k), x(k)) =
[

x(k)T . . . x(k + p)T
]

Υ







x(k)
...

x(k + p)






,

Υ =







P1(ξ(k)) 0 0

0
. . . 0

0 0 Pp+1(ξ(k))






.

Note ainda que (20) é suficiente para garantir que a função
de Lyapunov seja definida positiva, e (19) conforme de-
monstrado em (17)-(18), garante a positividade do sistema
em malha fechada, concluindo a prova. �

Caso desejado, é posśıvel adaptar os resultados do Teo-
rema 7 para o projeto de um único ganho K independente
de modos, que será capaz de assegurar a estabilidade e a
positividade do sistema em malha fechada. Tal adaptação
pode ser realizada com a troca de variáveis Zim = Z e
Xim = X para todo m = 1, . . . , p + 1, e im = 1, . . . , N ,
resultando no seguinte Corolário.

Corolário 8. Se existirem matrizes simétricas Pm,i1 ∈
R

n×n, uma matriz Z ∈ R
nu×n, e uma matriz diagonal

X ∈ R
n×n tais que

Pj,i1 ≻ 0 j = 2, . . . , p+ 1, (22)

blktriag(ST , L, S) ≺ 0 (23)

Ai1X +Bi1Z ≥ 0, (24)

sejam satisfeitas com

L =
(

−P1,i1 , R1, . . . , Rp, Pp+1,i2 −X −XT
)

,

Rs = Ps,i2 − Ps+1,i1 −X −XT ,

S = (S1, . . . , Sp+1) , Sm = AimX +BimZ,

em que m = 1, . . . , p + 1, im = 1, . . . , N , então o ganho
K = ZX−1, certifica a estabilidade e a positividade do
sistema chaveado em malha fechada (5).

4. EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

Para ilustrar a eficácia das condições desenvolvidas neste
trabalho, exemplos acadêmicos retirados da literatura fo-
ram empregados. As condições foram implementadas em
MATLAB (R2020a), usando o parser YALMIP (Löfberg,
2004), e o resolvedor SeDuMi (Sturm, 1999). O computa-
dor utilizado possui um processador Intel Core i5-8265U,
1.6GHz - 1.8GHz, 8GB de memória RAM e Windows 10
como sistema operacional.

4.1 Exemplo 1

Este exemplo pode ser encontrado em Spagolla et al.
(2018) e o interesse é analisar o conservadorismo e custo
computacional do método proposto. Considere um sistema
positivo chaveado discreto no tempo, com dois modos, e
matrizes dadas por:

Ā1 =







0.4 0.5 0.1 0.2
0.4 0.1 0.1 0.5
0.4 0.4 0.3 0.3
0.2 0.5 0 0.3






, B1 =







0.1 0.5
0.3 0.7
0.1 0.5
0.3 0.8







Ā2 =







0.3 0.2 0.4 0.1
0.3 0.3 0.3 0.1
0.1 0.4 0.1 0.1
0.2 0.3 0.5 0.5






, B2 =







0.8 0.4
0.6 0.7
0.9 1
0.3 1






.

As matrizes Ā1 e Ā2 são multiplicadas por um escalar γ e
o nosso objetivo é encontrar o maior valor de γ associado
a uma solução fact́ıvel, tal que

A1 = γĀ1,

A2 = γĀ2.

A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos para o Teo-
rema 7 considerando diferentes valores de p, além dos resul-
tados obtidos pelo Lema 4, com uma busca no parâmetro
escalar, e com o parâmetro escalar ξ = 0. São apresentados
os valores máximos de γ obtidos para cada caso, número
de variáveis de decisão escalares (Nv) e número de linhas
(Nl) utilizadas na resolução do problema.

Tabela 1. Valor máximo de γ, número de
variáveis Nv e número de linhas Nl.

Método γ Nv Nl

Teorema 7 (p = 0) 2.5034 44 64

Teorema 7 (p = 1) 2.5034 64 88

Teorema 7 (p = 2) 2.5125 84 176

Teorema 7 (p = 3) 2.5132 104 376

Lema 4 (ξ = 0) 2.5034 44 64

Lema 4 (ξ = −0.1) 2.5048 44 64

É posśıvel notar que o aumento de p diminui o conserva-
dorismo da solução obtida, ao mesmo tempo que faz uso
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de um maior número de linhas de LMIs e de variáveis de
decisão escalares necessárias para a resolução do problema.
Porém, em termos práticos, este aumento não é proibitivo,
pois o projeto do controlador não é realizado em tempo
real.

A solução obtida com o Lema 4 (ξ = −0.1), fazendo uso
de busca escalar, obteve um resultado menos conservador,
quando comparado ao Teorema 7 (p = 1). Entretanto, os
resultados obtidos com o Teorema 7 (p ≥ 2) são capazes
de fornecer um pequeno aumento no parâmetro γ, sem a
necessidade de busca escalar.

4.2 Exemplo 2

Este exemplo poder ser encontrado em Liu et al. (2017).
Considere o sistema chaveado com dois modos, e matrizes
dadas por:

A1 =

[

−0.3 0.5
0.8 0.6

]

, B1 =

[

0.5 0.4
0.3 0.3

]

,

A2 =

[

0.6 0.5
0.4 0.1

]

, B2 =

[

−0.2 −0.3
−0.4 −0.4

]

.

Neste exemplo, o sistema em malha aberta é instável e não
positivo. Logo, o controlador deve ser capaz de estabilizar
e garantir a positividade da malha fechada com condições
iniciais e lei de chaveamento conhecidas.
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Figura 1. Sinal de chaveamento e respostas temporais obti-
das pelos métodos dependente de modos considerando

condição inicial x(0) = [10 20]
T
.

A Figura 1 representa o sinal de chaveamento σ(k) (curva
cont́ınua na cor roxa) e a resposta temporal do sistema
utilizando o Teorema 7 para p = 2 (curva cont́ınua
demarcada por ćırculos na cor laranja), para p = 3 (curva
cont́ınua na cor verde), o Lema 4 para o melhor caso
apresentado em Spagolla et al. (2018) (curva tracejada na
cor preta) e para a abordagem encontrada em Liu et al.
(2017) (curva demarcada por x na cor azul).

De acordo com a simulação da resposta temporal apresen-
tada na Figura 1, percebe-se que os controladores depen-
dentes de modo obtidos pelo Teorema 7, casos p = 2, e
p = 3, proporcionam um tempo de estabilização menor,
quando comparados ao resultado obtido pelo Lema 4.
Destaca-se ainda, a influência da adição de instantes p na

resposta temporal. Pela Figura 1, é notável a melhoria
obtida com o aumento de p.

Adicionalmente, podemos notar que a trajetória do Lema 4
foi obtida para o melhor caso (ξ = 0.9), ou seja há
necessidade de buscar a variável e, consequentemente,
aumentar o esforço computacional. Em contrapartida, a
utilização da técnica proposta neste artigo não faz uso de
busca por parâmetro escalar.

4.3 Exemplo 3

Seja o sistema positivo chaveado discreto no tempo com
três modos, gerado aleatoriamente, descrito pelas seguintes
matrizes:

A1 =

[

0.9979 0.0967 0.6089
0.3580 0.7263 0.3939
0.5258 0.7206 0.1579

]

, B1 =

[

0.5066
0.3415
0.9073

]

,

A2 =

[

0.5184 0.9726 0.8800
0.8289 0.6502 0.1586
0.1971 0.6825 0.5018

]

, B2 =

[

0.8570
0.1526
0.1949

]

,

A3 =

[

0.2423 0.8403 0.1715
0.4799 0.3917 0.4074
0.8481 0.4412 0.6260

]

, B3 =

[

0.9682
0.6370
0.8687

]

.

Ao utilizarmos o Lema 4 não foi posśıvel obter solução fac-
t́ıvel com a busca de ξ ∈ (−1, 1). Aplicando o Teorema 7,
foram obtidas soluções a partir de p = 2. Os ganhos para
p = 2 são apresentados na sequência:

K1 = [−0.5795 −0.1909 −0.1740] ,

K2 = [−0.6041 −1.1337 −1.0236] ,

K3 = [−0.2453 −0.4853 −0.1686] .

Para ilustrar a efetividade dos ganhos obtidos, uma in-
vestigação da resposta temporal foi realizada, utilizando
100 condições iniciais distintas e sinais de chaveamento
arbitrárias para cada simulação, geradas com o auxilio de
um gerador pseudo-aleatório uniforme 1 . O resultado da
simulação é apresentado na Figura 2.
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Figura 2. Conjunto de respostas temporais considerando
condições iniciais e lei de chaveamento aleatórias.

1 Foi utilizado a função rand(), limitada no intervalo correspondente,
do MATLAB
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É posśıvel observar que as trajetórias de todos os estados
convergem para zero, confirmando a solução do problema
de controle. Ademais, os estados apresentam trajetórias
não negativas, confirmando a positividade da malha fe-
chada.

5. CONCLUSÃO

Este artigo apresentou novas condições na forma de LMIs
para o projeto de controle por realimentação de estados
para sistemas positivos chaveados discretos no tempo. A
sequência de chaveamento não é conhecida a priori. Uma
função de Lyapunov que faz uso de um vetor de estados
aumentado contendo estados deslocados foi considerada,
e o Lema de Finsler foi empregado na obtenção das
condições. Foram propostas condições para projeto de
controladores dependentes de modos e independentes de
modos. Experimentos numéricos ilustraram a eficácia e o
potencial da técnica apresentada. Como trabalhos futuros,
os autores estão investigando o projeto de controle por
realimentação de sáıda.
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