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Abstract: In this paper, a new LQRI control methodology based on multivariable evolving T-
S fuzzy model is proposed, realized in a decentralized structure with control loop decoupling.
The control objective is to obtain an augmented state feedback gain matrix, for each loop of
decentralized control, that mutually satisfies the optimality conditions for the LQRI problem
and the eigenvalues robust allocation in circular regions. In addition, conditions are presented
so that the proposedcontrol methodology can be realized in a robust and flexible manner.

Resumo: Neste artigo, é proposta uma nova metodologia de controle LQRI baseado em
modelo fuzzy T-S evolutivo multivariável, realizada em uma estrutura descentralizada com
desacoplamento de malhas de controle. O objetivo de controle é obter uma matriz de ganhos
de realimentação de estados aumentada, para cada malha de controle descentralizado, que
mutuamente satisfaça as condições de otimalidade para o problema do LQRI e a alocação
robusta de autovalores em regiões circulares. Além disso, são apresentadas condições para que
a metodologia de controle proposta possa ser realizada de forma robusta e flex́ıvel.
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1. INTRODUÇÃO

O desenvolvimento de metodologias de controle para sis-
temas multivariáveis acoplados é um importante desafio
para a teoria de sistemas de controle, uma vez que o
acoplamento entre malhas é uma complexidade comum em
sistema multivariáveis e afeta significativamente o desem-
penho do sistema dinâmico em malha fechada (Chehardoli
et al., 2019). Além do acoplamento entre malhas, um
sistema de controle multivariável está sujeito à várias ou-
tras complexidades, tais como mudanças bruscas no ponto
de operação, não linearidade, não estacionariedade, des-
gaste natural de equipamentos, distúrbios e entre outros,
tornando incerta a análise da dinâmica de acoplamento
entre malhas e, consequentemente, a seleção de pares de
variáveis de controle e variáveis controladas poderá ser
incorreta. Caso a seleção de pares seja incorreta, após
o desacoplamento de malhas, uma determinada variável
de controle selecionada poderá não exercer maior ação
de controle em uma variável controlada desse mesmo par
quando comparada às outras variáveis de controle (Chiu
and Arkun, 1990).

Essas complexidades desafiam a teoria de sistemas de
controle multivariável baseado em modelo orientado por
dados, principalmente quando o projeto é realizado base-

? O presente trabalho foi realizado com apoio do CNPq, Conselho
Nacional de Desenvolvimento Cient́ıfico e Tecnológico - Brasil.

ado em um modelo com estrutura ou parâmetros fixos,
em que se espera que o sistema de controle multivariável
descentralizado irá operar em instâncias semelhantes aos
dados de treinamento (Leite et al., 2019). Nesse sentido,
somente a adaptação paramétrica não é o suficiente. Uma
posśıvel solução para esse problema é por meio da adapta-
ção paramétrica e estrutural de um modelo multivariável
realizada, por exemplo, através de métodos de aprendi-
zagem autônoma e incremental. Por meio da adaptação
paramétrica e estrutural, além de ser posśıvel obter uma
maior adaptabilidade do sistema de controle multivariável
às complexidades citadas acima, a seleção de pares de
variáveis de controle e variáveis controladas é realizada em
função da rastreabilidade das mudanças dinâmicas repre-
sentadas por um modelo fuzzy T-S evolutivo multivariável.

De forma espećıfica para a teoria de controle, geralmente
os sistemas de controle fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) evo-
lutivo têm sido implementados utilizando a estratégia de
compensação paralela e distribúıda (do inglês, PDC), com
o objetivo de fornecer maior interpretabilidade, tratabi-
lidade e eficiência ao projeto de controle (Dhyani et al.,
2020). Por meio da estratégia PDC, é projetado um sis-
tema de controle baseado em modelo fuzzy T-S evolutivo,
tal que uma dinâmica não linear é particionada em várias
dinâmicas locais lineares extráıdas por um algoritmo de
agrupamento fuzzy evolutivo, de tal forma que para cada
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dinâmica local linear é realizado o projeto de um sistema
de controle local linear (Zhao and Wang, 2021).

A literatura dispõe de várias metodologias de controle
multivariável descentralizado baseado em modelo fuzzy T-
S implementadas através da estratégia PDC (Eltantawie,
2019; El Younsi et al., 2019; Kim et al., 2017). Um aspecto
comum para as metodologias citadas acima, é que o sis-
tema de controle multivariável é previamente descentrali-
zado e logo em seguida cada malha de controle monovariá-
vel é representada por um sistema fuzzy T-S, de tal forma
que não há uma comunicação entre regras nas dinâmicas
multivariáveis controladas de forma descentralizadas pelos
sistemas de controle monovariáveis. De certa forma, as
metodologias citadas acima são conservadoras no sentido
de não explorar a capacidade de representação e racioćınio
do conhecimento subjetivo através de um sistema fuzzy T-
S.

Visando propor uma alternativa para o projeto de siste-
mas de controle multivariável, neste trabalho é proposta
uma nova metodologia de controle multivariável descen-
tralizado com desacoplamento de malhas de controle re-
ferente ao problema do regulador linear quadrático com
ação integral (do inglês, LQRI), baseado em modelo fuzzy
T-S evolutivo multivariável. A metodologia de controle
proposta nesse trabalho é uma continuação da metodologia
proposta em Noronha and de Oliveira Serra (2019), tal
que é realizada através da estratégia PDC, no qual o
consequente da i-ésima regra fuzzy é descrito por uma
estrutura de controle multivariável local linear descentrali-
zado com malhas desacopladas. Além disso, a metodologia
de controle proposta está inserida em um contexto multi-
objetivo. Essa caracteŕıstica é dada pelas formulações que
permitem obter uma matriz de ganhos aumentada de reali-
mentação de estados que satisfaz mutuamente as condições
de otimalidade para o problema do LQRI, assim como
a alocação de autovalores em regiões circulares no plano
complexo. Para que o critério de controle multiobjetivo
possa realizado de forma robusta e flex́ıvel para a i-ésima
regra fuzzy, foram desenvolvidas formulações que fornecem
uma condição limitada em norma para que os autovalores
permaneçam alocados em regiões circulares, mesmo na
presença de incertezas paramétricas aditiva/subtrativa.

2. NOTAÇÃO E TERMINOLOGIA

Seja o sistema de controle referente ao problema do LQRI
de horizonte de tempo infinito com alocação de autovalores
baseado em modelo fuzzy T-S evolutivo multivariável
acoplado, descrito pela i-ésima regra fuzzy a seguir:

Ri : SE z1,k É Hi
1,k E . . . E zp+m,k É Hi

p+m,k

ENTÃO

 xik+1 = Aixik + Biuik
yik = Cixik + Diuik
ωik+1 = ωik + rk − yik,

(1)

e as variáveis do sistema de controle defuzzificadas são da-
das por ũk =

∑R
i=1 γ

i
k(zk)uik, ω̃k+1 =

∑R
i=1 γ

i
k(zk)ωik+1,

x̃k+1 =
∑R
i=1 γ

i
k(zk)xik+1 e ỹk =

∑R
i=1 γ

i
k(zk)yik, em

que γik(zk) =
∏p+m
j=1 µij,k(zj,k)(

∑R
i=1

∏p+m
j=1 µij,k(zj,k))−1 é

o grau de ativação normalizado da i-ésima regra fuzzy,
zk = [z1,k z2,k . . . zp+m,k]T é o vetor de variáveis lingúıs-
ticas do antecedente ou vetor de dados, Hi

j,k é a j-ésima

dimensão do i-ésimo conjunto fuzzy. O consequente da i-
ésima regra fuzzy é composto pelas matrizes Ai ∈ Rn×n,
Bi ∈ Rn×p, Ci ∈ Rm×n e Di ∈ Rm×p, em que uik ∈ Rp×1
é o vetor de variáveis de controle, yik ∈ Rm×1 é o vetor de
variáveis controladas, xik ∈ Rn×1 é o vetor de variáveis de
estados do sistema, ωik ∈ Rm×1 é o vetor de variáveis de
estados do integrador e rk ∈ Rm×1 é o vetor de referências.

3. IDENTIFICAÇÃO FUZZY T-S EVOLUTIVO
MULTIVARIÁVEL NO ESPAÇO DE ESTADOS

A seguir é descrita a metodologia de identificação de mo-
delo fuzzy T-S evolutivo multivariável no espaço de esta-
dos, em que na Seção 3.1 é realizada parametrização dos
antecedentes e na Seção 3.2 é realizada a parametrização
dos consequentes.

3.1 Estimação Paramétrica do Antecedente

Para parametrizar os antecedentes, nesse trabalho é utili-
zado o algoritmo de agrupamento fuzzy evolutivo proposto
em Angelov (2010). Para avaliar a capacidade de um vetor
de dados zk ser o ponto focal ou centro de um novo grupo, é
utilizada uma medida de similaridade chamada densidade,
dada por Dk(zk) = (k − 1)[(k − 1)(

∑p+m
j=1 z2j,k + 1) +

bk − ∨k]−1, em que ∨k = 2
∑p+m
i=1 zj,kcj,k, D1(z1) = 1,

bk = bk−1 +
∑p+m
i=1 (zj,(k−1))

2, b1 = 0, cj,k = cj,(k−1) +
zj,(k−1) e cj,1 = 0. Na presença de uma nova dinâmica,
para que zk seja selecionado como um novo ponto focal, é
necessário que a condição A seja satisfeita: SE Dk(zk) >

maxRi=1Dk(zi) ou Dk(zk) < minRi=1Dk(zi) ENTÃO R =
R+1. A cada atualização do vetor de dados zk é realizada a
atualização da densidade dos pontos focais zi já existentes,
dada por Dk(zi) = (k−1){(k−1)+(k−2)[(Dk−1(zi))−1−
1] + ψk}−1, em que ψk =

∑p+m
j=1 (zj,k − zj,(k−1))2.

Para que apenas os grupos que representam uma dinâmica
relevante ou útil no atual instante sejam mantidos, é ne-
cessário verificar se condição B : SE U ik < η ENTÃO R =
R− 1 é satisfeita. A utilidade U ik do i-ésimo grupo é dada

por U ik = (k − Ii)−1
∑k
j=1 µ

i
j(zj,k), em que Ii é o instante

em que o i-ésimo grupo foi criado e η ∈ [0, 01 0, 3]. Por fim,
é atualizada a zona de influência %ij,k de cada grupo, dada

por %ij,k =

√
ζ(%ij,(k−1))

2
+ (1− ξ)(Sik)−1(zj,k − zij)2, em

que ξ é a constante de aprendizagem e Sik é a quantidade
de vetores zk pertencentes ao i-ésimo grupo.

3.2 Estimação Recursiva Paramétrica do Consequente

De acordo com Torres and de Oliveira Serra (2018), para
a obtenção das matrizes Ai, Bi, Ci e Di, é necessário
obter os parâmetros de Markov fuzzy do sistema, que
são obtidos através dos parâmetros de Markov fuzzy de
um observador de estados que é inclúıdo ao sistema para
que se possa identificar o modelo diretamente de um
conjunto de dados. Inicialmente, a matriz de parâme-
tros de Markov fuzzy do observador de estados é obtida
para um conjunto de dados de treinamento previamente
coletado denotado por uma matriz de vetores de dados
Z ∈ R(p+m)×Nt de treinamento. Através do método de mı́-
nimos quadrados ponderados fuzzy em batelada, é obtida
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a matriz de parâmetros de Markov fuzzy do observador
de estados para o conjunto de dados de treinamento,
dada por Θi

k = ŶkX
i
k(Φi

k)T[Φi
kX

i
k(Φi

k)T]−1, em que
Θi
k = [Di

k M̄i
k1

. . . M̄i
kq

] com q é o número de parâ-

metros de Markov fuzzy do observador de estados; Xi
k =

diag[γi(zq+1) . . . γi(zk)] é a matriz de graus de ativação
normalizados, Yi

k = [yiq+1 . . . yik] é a matriz de vetores

de variáveis controladas; Φi
k = [φiq+1 . . . φik] é a matriz

de regressores com φik = [uTk (vik−1)T . . . (vik−q)
T ]T e

v = [ui yi]. De forma recursiva, a matriz de parâmetros de
Markov fuzzy do observador de estados é dada por Θi

k+1 =

Θi
k + [yk+1 − Θi

kφ
i
k+1]Gi

k+1, em que o vetor de ganhos

Gi
k+1 = (φik+1)TFik[(γi(zk+1))−1 + (φik+1)TFikφ

i
k+1]−1 é

inicialmente nulo e a matriz de covariância do erro Fik+1 =

Fik[I−φik+1G
i
k+1] é inicializada por δI com δ ∈ [102, 104].

Após a obtenção da matriz de parâmetros de Markov
fuzzy do observador de estados, é realizada a obtenção
dos parâmetros de Markov fuzzy do sistema, dados por

Mi
j = M̄i1

j −
∑j
k=1 M̄i2

j Mi
j−k para j = 1, 2, . . . , q e

Mi
j = −

∑q
k=1 M̄i2

j Mi
j−k para j > q, em que M̄i

j =

[Ci(Ai+GiCi)k−1(Bi+GiDi),−Ci(Ai+GiCi)k−1Gi] ≈
[M̄i1

j ,−M̄i2
j ].

Com a obtenção dos parâmetros de Markov fuzzy do
sistema, é obtida a matriz generalizada de Hankel, dada
por:

Hi
j−1 =


Mi

j Mi
j+1 . . . Mi

j+τ−1
Mi

j+1 Mi
j+2 . . . Mi

j+τ
...

...
. . .

...
Mi

j+ν−1 Mi
j+ν . . . Mi

j+ν+τ−2

 , (2)

em que ν, τ ∈ N são as dimensões da matriz Hi
j−1 tal

que νm ≤ τp. Se o sistema for controlável e observável, é
posśıvel afirmar que o rank máximo de Hi

j−1, para j = 1,
é igual ao número n de valores singulares não nulos. Em
função da decomposição em valores singulares, a matriz
Hi

0 pode ser reescrita como Hi
0 = LiΣi(Si)T. Sejam

as matrizes Lin e Sin formadas, respectivamente, pelas n
primeiras colunas de Li e Si. Sendo assim, a matriz Hi

0
pode ser novamente reescrita como Hi

0 = LinΣi
n(Sin)T.

Por fim, as matrizes do modelo local linear pertencente
ao consequente da i-ésima regra fuzzy são dadas por Ai =
ET
nHi

1[ET
nHi

0]−1, Bi = o primeiro bloco n × p de Hi
0,

Ci = ET
nEm e Di = M̄i

0, em que ET
n = [In 0n . . . 0n] e

ET
m = [Im 0m . . . 0m].

4. METODOLOGIA DE DESACOPLAMENTO

Nesta seção é proposta a realização do desacoplamento
de modelos fuzzy T-S evolutivo multivariáveis acoplados.
A metodologia proposta é restringida apenas à sistemas
multivariáveis quadrados, em que o número de entradas p
é igual ao número de sáıdas m.

4.1 Matriz de Ganhos Relativos Normalizados Fuzzy

Para que seja posśıvel desacoplar o modelo multivariável
local linear pertencente ao consequente da i-ésima regra
fuzzy, é necessário analisar a dinâmica de acoplamento en-
tre as malhas do modelo multivariável local linear e assim

selecionar os m pares de variáveis de controle e variáveis
controladas referentes às m malhas monovariáveis domi-
nantes. Nesse trabalho, a matriz de ganhos normalizados
relativos (do inglês, NRGA) é estendida para aplicação em
modelos discretos no contexto fuzzy. Seja um sistema com
Gi(z) = [gilr(z)]m×m ∈ Rm×m para l, r = 1, 2, . . . ,m, que
é a matriz de funções de transferências referente ao modelo
multivariável local linear pertencente ao consequente da i-
ésima regra fuzzy.

Segundo He et al. (2009), considerando-se que a resposta
ao degrau de peso arbitrário δk seja dada por ȳil,k =

δk − ḡilr,k. Dessa forma, a informação de estado dinâmico

pode ser obtida através do tempo de convergência τ ilr,
dado por τ ilj =

∑∞
k=1(ȳil,∞ − ȳil,k) =

∑∞
k=1[δk − (δk −

ḡilr,k)] =
∑∞
k=1(ḡilr,k). Após isso, é definido o ganho

normalizado da função de transferência ḡilr(z) como η̄ilr =
ḡilr(1)(τ ilr)

−1, em que a função de transferência ḡilr(z)
é a função normalizada de gilr(z) dada por ḡilr(z) =
(gilr(1))−1gilr(z). De forma matricial, o ganho normalizado
é dado por H̄i = Gi(1)� T̄ i, em que � simboliza a divisão
elemento por elemento, H̄i = [η̄ilr]m×m ∈ Rm×m é a matriz
de ganhos normalizados, Gi(1) = [ḡilr(1)]m×m ∈ Rm×m
é a matriz de ganhos de estado estacionário e T̄ i =
[τ ilr]m×m ∈ Rm×m é a matriz de tempos de convergência.
Após isso, é definido o ganho relativo normalizado (do
inglês, NRG) entre a variável controlada yil(z) e a variável
de controle uir(z) como υilr = η̄ilr(ˆ̄ηilr)

−1, em que ˆ̄ηilr é
o ganho normalizado entre a variável controlada yil(z)
e a variável de controle uir(z) quando todas as outras
malhas de controle estão fechadas. De forma matricial,
a NRG pode ser definida como Υi = H̄i ⊗ (H̄)−T , em
que Υi = [υilr]m×m ∈ Rm×m é a NRGA e ⊗ simboliza

a multiplicação elemento por elemento. É recomendável
escolher os pares em que as malhas sejam dominantes, de
tal forma que υilr seja o mais próximo posśıvel do valor
unitário (Garrido et al., 2011).

4.2 Desacoplamento Invertido Fuzzy

A metodologia de desacoplamento invertido utilizada nesse
trabalho e que foi estendida para o contexto fuzzy é
baseada em Garrido et al. (2011). A estrutura da matriz

desacopladora D̂i(z) é composta pelas matrizes D̂i
d(z) =

[d̂idlr (z)]m×m ∈ Rm×m e D̂i
o(z) = [d̂iolr (z)]m×m ∈ Rm×m.

Por definição, a matriz D̂i
d(z) necessita ter apenas m

elementos d̂idlr (z) não nulos, desde que cada elemento

d̂idlr (z) esteja conectado à variável de controle de cada

malha monovariável dominante. Já para a matriz D̂i
o(z),

os elementos d̂iolr (z) com o mesmo ı́ndice (lr) dos m

elementos d̂idlr (z) conectados àsm variáveis de controle das
mmalhas monovariáveis dominantes devem ser nulos. Para
o desacoplamento dinâmico de um modelo representado
por uma matriz de funções de transferência, a matriz
desacoplada Ĝi(z) é dada pela multiplicação matricial:

Ĝi(z) = Gi(z)D̂i(z), (3)

em que D̂i(z) é a matriz desacopladora. Para o desa-
coplamento invertido, a matriz desacopladora também
pode ser obtida como D̂i(z) = D̂i

d(z)(I− D̂i
o(z)D̂

i
d(z))

−1.
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Substituindo-se (3) em D̂i(z) dada relação anterior, é ob-

tido que Ĝi(z) = Gi(z)D̂i
d(z)(I−D̂i

o(z)D̂
i
d(z))

−1. Através

da inversa de Ĝi(z) e após manipulações algébricas, chega-
se a:

(D̂i
d(z))

−1 − D̂i
o(z) = (Ĝi(z))−1Gi(z) (4)

A matriz desacopladora de um método de desacoplamento
convencional se relaciona com o desacoplamento invertido
através de D̂i(z) = D̂i

d(z)(I − D̂i
o(z)D̂

i
d(z))

−1. Como
essa expressão é matematicamente complexa, é mais fácil
trabalhar com a sua inversa obtida através de (4), dada
por:

(D̂i(z))−1 = (D̂i
d(z))

−1 − D̂i
o(z) (5)

O resultado da subtração matricial (D̂i
d(z))

−1 − D̂i
o(z)

pode ser utilizado para obtenção dos elementos desaco-
pladores da matriz (D̂i(z))−1. Para que a matriz D̂i

d(z)
seja não singular, é necessário que m elementos não nu-
los sejam referentes, cada um, a uma linha e coluna da
matriz D̂i

d(z) (Garrido et al., 2011). Por fim, de acordo
com Garrido et al. (2011), os elementos das matrizes

D̂i
d(z) e D̂i

o(z) podem ser definidos, respectivamente, por

d̂idlr (z) = ĝill(z)(g
i
lr(z))

−1 e d̂iolr (z) = −gilj(z)(ĝill(z))−1,

em que ĝill(z) é equivalente ao modelo da malha monova-
riável dominante em relação à variável controlada yil(z).

5. METODOLOGIA DE CONTROLE PROPOSTA

Após desacopladas as malhas do modelo multivariável
local linear pertencente ao consequente da i-ésima regra
fuzzy, é realizado o projeto de controle fuzzy T-S evolutivo
multivariável descentralizado, descrito pela i-ésima regra:

Ri : SE z1,k É Hi
1,k E . . . E zp+m,k É Hi

p+m,k

ENTÃO




xi1(k+1)

= Ai
1x
i
1(k)

+ Bi
1u
i
1k

yi1,k = Ci
1x
i
1(k)

+ Di
1u
i
1,k

ωi1,k+1 = ωi1,k + r1,k − yi1,k
...

xim(k+1)
= Ai

mxim(k)
+ Bi

mu
i
m,k

yim,k = Ci
mxim(k)

+ Di
mu

i
m,k

ωim,k+1 = ωim,k + rm,k − yim,k

(6)

e a sáıda defuzzificada para c-ésima malha de controle é
dada por: 

ũc,k =
R∑
i=1

γik(zk)uic,k

ω̃c,k+1 =
R∑
i=1

γik(zk)ωic,k+1

x̃c(k+1)
=

R∑
i=1

γik(zk)xic(k+1)

ỹc,k =
R∑
i=1

γik(zk)yic,k

(7)

O objetivo da metodologia de controle proposta é obter
uma matriz de ganhos de realimentação de estados au-
mentada Ki

c para c = 1, 2, . . . ,m. Caso seja obtida Ki
c,

considerando-se que o par (Ai,Bi) seja controlável, então
é posśıvel obter uma função de controle dada por:

uic,k = Ki
cx
i
c(k)

+ Cicωic,k, (8)

em que a matriz de ganhos aumentada de realimentação
de estados é dada por Ki

c =
[
Ki
c C

i
c

]
∈ Rp×(n+m), com

Ki
c ∈ Rp×n que é a matriz de ganhos de realimentação

de estados do controlador e Cic ∈ Rp×m que é a matriz
de ganhos de realimentação de estados do integrador.
Uma vez obtida Ki

c, é posśıvel satisfazer o critério de
controle multiobjetivo proposto, que é mutuamente alocar
os autovalores especificados em malha fechada e satisfazer
as condições de otimalidade do ı́ndice de desempenho
aumentado para o problema do LQRI, dado a seguir:

J ic =
1

2

∞∑
k=1

[
(ϕic(k)

)T
(
uic,k

)T] [Qi
c 0

0 Ri
c

] [
ϕic(k)

uic,k

]
, (9)

em que Ri
c ∈ Rp×p é a matriz de ponderação da c-

ésima variável de controle, Qi
c ∈ R(m+n)×(m+n) é a matriz

de ponderação do c-ésimo vetor de variáveis de estados
aumentado. Devido à inclusão do integrador na malha
de controle, as matrizes Ai

c e Bi
c são reescritas na forma

aumentada, respectivamente, como Γic ∈ R(m+n)×(m+n) e
Πi
c ∈ R(m+n)×p, definidas a seguir:

Γic =

[
Ai
c 0

−Ci
c I

]
Πi
c =

[
Bi
c

−Di
c

]
, (10)

com 0 ∈ Rn×m e I ∈ Rm×m.

A função de controle para a c-ésima malha de controle
pertencente ao consequente da i-ésima regra fuzzy é obtida
através da solução da equação algébrica discreta de Riccati
aumentada, dada a seguir:

Pi
c = (Γic)

TPi
cΓ

i
c − (Γic)

TPi
cΠ

i
c

[
Ri
c + (Πi

c)
TPi

cΠ
i
c

]−1
(Πi

c)
TPi

cΓ
i
c + Qi

c,
(11)

em que Pi
c > 0 ∈ R(m+n)×(m+n) é a solução matricial

simétrica definida positiva, tal que o ı́ndice de desempenho
aumentado (9) somente pode ser otimizado se a condição

de definição simétrica de Pi
c for satisfeita (Alexandridis,

1996). Após obtida Pi
c, é posśıvel determinar a matriz de

ganhos aumentada de realimentação de estados, dada por:

Ki
c = −

[
Ri
c + (Πi

c)
TPi

cΠ
i
c

]−1
(Πi

c)
TPi

cΓ
i
c

(12)

A metodologia de controle proposta nesse trabalho é ba-
seada na teoria do problema inverso do controle ótimo
e em Alexandridis (1996). Primeiramente são obtidas as

matrizes Pi
c e Ki

c com Ri
c inicialmente dada e, após isso é

obtida a matriz Qi
c. No desenvolvimento inicial da teoria

do regulador linear quadrático (do inglês, LQR), pensava-

se que somente era posśıvel obter Pi
c > 0 se Ri

c > 0 e
Qi
c ≥ 0. Foi proposto em Molinari (1973) que é posśıvel

obter a solução matricial da equação algébrica discreta de
Riccati definida positiva mesmo quando Qi

c < 0, sendo
apenas necessário que os autovalores de Ai

c + Bi
cK

i
c sejam

assintoticamente estáveis. Dessa forma, para a metodo-
logia de controle proposta, as condições de otimalidade
para o problema do LQRI são satisfeitas se os autovalores
de Γic + Πi

cK
i
c estão localizados no interior do ćırculo

de raio unitário e, Ri
c,P

i
c > 0. Para que o critério de

controle multiobjetivo proposto seja satisfeito, é necessário
reescrever (11) em termos da matriz de estados aumentada
em malha fechada Ξi

c = Γic + Πi
cK

i
c. Supondo-se que
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(Ri
c)
−1 = [Ri

c+(Πi
c)

TPi
cΠ

i
c]
−1 e que Ri

c pode ser definida,
por conveniência, como uma matriz identidade, assim (11)
é reescrita da seguinte forma:

Pi
c = (Ξi

c)
TPi

cΞ
i
c − (Ki

c)
TKi

c + Qi
c (13)

Seja a matriz de autovalores distintos especificados em
malha fechada e a matriz de autovetores associados, da-
das respectivamente, por Λi

c = diag{λic,1 . . . λic,n+m}
e Vi

c =
[
vic,1 . . . vic,n+m

]
. Considerando-se que Ξi

c =

Vi
cΛ

i
c(V

i
c)
−1. Substituindo-se Ξi

c em (13) por Vi
cΛ

i
c(V

i
c)
−1,

multiplicando (13) à direita por Vi
c e à esquerda por (Vi

c)
T

e, fazendo-se −(Ki
c)

TKi
c+Qi

c = (Vi
c)
−T (Vi

c)
−1, obtém-se:

(Vi
c)
TPi

cV
i
c = Λi

c(V
i
c)

TPi
cV

i
cΛ

i
c + I, (14)

como Λi
c e Pi

c são por definição matrizes simétricas,
então o termo Λi

c(V
i
c)

TPi
cV

i
cΛ

i
c em (14) pode ser rees-

crito como (Vi
c)

TPi
cV

i
c(Λ

i
c)

2. Dessa forma, (14) é rees-

crita como (Vi
c)
TPi

cV
i
c − (Vi

c)
TPi

cV
i
c(Λ

i
c)

2 = I. Após

isso, é obtida a solução de (11), dada por Pi
c =

(Vi
c)
−T [I− (Λi

c)
2
]−1

(Vi
c)
−1. Após obtida Pi

c, são obti-

das Ki
c = −(Πi

c)
T(Vi

c)
−T [I− (Λi

c)
2
]−1

Λi
c(V

i
c)
−1 e Qi

c =

Pi
cV

i
c

[
I− (Λi

c)
2
]

(Vi
c)
−1 − (Ki

c)
TKi

c.

As formulações apresentadas acima foram desenvolvidas
para a obtenção das matrizes Pi

c, Ki
c e Qi

c em função
de Λi

c e Vi
c, de tal forma que o problema inverso do

LQRI foi descrito em função do problema de alocação
de autovalores. A continuação da metodologia proposta
é dada pela obtenção de Vi

c. Segundo Rosenbrock (1974),
seja a matriz de autovetores generalizados V̄i

c,j associada

ao autovalor λic,j para j = 1, 2, . . . , n+m, dada por V̄i
c,j =

(λic,jI−Γic)
−1Πi

c, no qual a relação entre o autovetor vic,j
e a matriz de autovetores generalizada V̄i

c,j é dada por

vic,j = V̄i
c,jψ

i
c,j , em que ψij é um vetor coluna pertencente

à matriz Ψi
c, tal que Ψi

c = Ki
cV

i
c (Rosenbrock, 1974). Por

conveniência, os vetores ψic,j são definidos com elementos
unitários. Essa consideração é permisśıvel, uma vez que
para o subespaço associado à λic,j existem inúmeros auto-
vetores pertencentes à ele, o que não alteraria a multiplica-
ção por um vetor com elementos unitários. Dessa forma, a
matriz de autovetores Vi

c associada à matriz Λi
c é definida

como Vi
c =

[
V̄i
c,1 V̄i

c,2 . . . V̄i
c,n+m

]
e, consequentemente,

segundo Rosenbrock (1974), a matriz Ki
c = (Vi

c)
−1. Desde

que a relação Ψi
c = −(Πi

c)
T(Vi

c)
−T [I− (Λi

c)
2
]−1

Λi
c seja

satisfeita, é posśıvel obter Ki
c através de Ki

c = (Vi
c)
−1.

5.1 Alocação Regional Robusta de Autovalores

Considerando-se que a metodologia de controle proposta
na Seção 5 seja realizada com a alocação de autovalores em
uma união de regiões Ωic =

⋃s
h=1 Ωic,h(ρic,h, d

i
c,h, β

i
c,h), com

as seguintes definições paramétricas: dic,h < 1 é a distância

do eixo imaginário à borda da região circular, ρic,h é o

raio da região circular e σic,h = (αic,h,±βic,h) é o centro

da região circular, em que αic,h = ±(ρic,h + dic,h) para a
região circular localizada no semićırculo direito e esquerdo,
respectivamente. Seja ∆i

c ∈ R(n+m)×(n+m) uma matriz
de incertezas paramétricas aditiva/subtrativa. Supondo-
se que a equação de estados em (6) esteja submetida à

presença da matriz ∆i
c, sendo assim a matriz de estados

aumentada em malha fechada é reescrita como Ξ̃i
c =

Γic + Πi
cK

i
c ±∆i

c. O objetivo de qualquer metodologia de
controle com alocação robusta de autovalores é obter uma
matriz de ganhos de realimentação de estados tal que os
autovalores em malha fechada tenham uma sensibilidade
reduzida às variações paramétricas na matriz de estados.
Partindo do exposto acima e, tendo como referência a
metodologia proposta em Zhai et al. (2015), as condições
para que t autovalores permaneçam alocados no interior
de uma região circular, mesmo na presença de ∆i

c, são
dadas pelo Teorema 1, em que é proposta uma condição de
robustez limitada em norma e a demonstração é realizada
em função da singularidade da matriz Ξ̃i

c.

Lema 1. Ver: Horn and Johnson (2012)

(1) Se A,B ∈ Rn×n e B ≥ |A|, então ρ̄(B) ≥ ρ̄(|A|) ≥
ρ̄(A).

(2) Supondo-se que A ∈ Rn×n, então I−A com I ∈ Rn×n
é não singular se ρ̄(A) < 1,

em que ρ̄(•) é o máximo autovalor de uma matriz.

Teorema 1. Supondo-se que a matriz de estados aumen-
tada em malha fechada contenha t autovalores localizados
no interior de uma região circular Ωic,h(ρic,h, d

i
c,h, β

i
c,h) e

assumindo-se que Ωic,h(ρic,h, d
i
c,h, β

i
c,h) ∩

⋃n+m
j=t+1{λic,j(Γic +

Πi
cK

i
c)} = ∅. O ćırculo Cic,h(ρic,h, d

i
c,h, β

i
c,h), ou seja, a

borda da região circular Ωic,h(ρic,h, d
i
c,h, β

i
c,h) satisfaz:

Cic,h(ρic,h, d
i
c,h, β

i
c,h) ∩

n+m⋃
j=1

{λic,j(Ξ̃i
c)} = ∅

se ||∆i
c||F < J ic,h =

min|ρic,h − gic,j |
κF[Ti

c]
,

(15)

em que gic,j ≡ |σic,h− λic,j |, || • ||F é a norma de Frobenius,

κF[Ti
c] = ||Ti

c||F||(Ti
c)
−1||F e Ti

c é uma matriz triangular
superior obtida através da decomposição de Schur da
matriz de autovetores Vi

c.

σ

ρ
i

.z

λ

i
λ|σ    -  λ   |

c,h
i

Ω i

c,h

c,h

c,h

c,h

c,j
|z    -   λ    |

c,h

i
|z    -   λ     |

c,h c,j
i

i

i

i

i
|σ    -   λ   |

c,h
ii
c,j

i

i c,l

c,l c,l

Figura 1. Descrições geométricas para o Teorema 1.

Demonstração. Seja zic,h um ponto no plano complexo tal

que zic,h ∈ Cic,h(ρic,h, d
i
c,h, β

i
c,h) e zic,h ∩

⋃n+m
j=1 {λic,j(Ξi

c)} =

∅, então zic,hI−Λi
c é não singular com I ∈ R(n+m)×(n+m)

e, consequentemente, é posśıvel afirmar que todos os
t autovalores estão alocados no interior da região cir-
cular Ωic,h(ρic,h, d

i
c,h, β

i
c,h). De acordo com as descrições

geométricas apresentadas na Figura 1, pode-se inferir
que |zic,h − λic,j | ≥ ρic,h − |σic,h − λic,h| se λic,h ∈
Ωic,h(ρic,h, d

i
c,h, β

i
c,h) e |zic,h − λic,l| ≥ |σic,h − λic,l| − ρic,h se

λic,l /∈ Ωic,h(ρic,h, d
i
c,h, β

i
c,h). Então, para os n + m autova-

lores é posśıvel afirmar que (Zhai et al., 2015):

Sociedade Brasileira de Automática (SBA) 
XV Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente - SBAI 2021, 17 a 20 de outubro de 2021 

ISSN: 2175-8905 1739 DOI: 10.20906/sbai.v1i1.2801



|zic,hI−Λi
c| = diag{|zic,h − λic,1|, . . . , |zic,h − λic,n+m|}
|zic,hI−Λi

c| ≥ min|ρic,h − gic,j |I
(16)

Considerando-se que a equação de estados em (6) esteja
submetida à presença de uma matriz de incertezas pa-
ramétricas aditiva/subtrativa, sendo assim a matriz de
estados aumentada em malha fechada é reescrita como
Ξ̃i
c = Γic + Πi

cK
i
c ± ∆i

c. Como a matriz zic,hI − Λi
c =

zic,hI − (Vi
c)
−1Λi

cV
i
c, então devido à presença da matriz

∆i
c, z

i
c,hI−Λi

c pode ser reescrita da seguinte forma:

zic,hI−Λi
c = zic,hI− (Vi

c)
−1(Ξi

c)V
i
c ± (Vi

c)
−1∆i

cV
i
c

(17)
Realizando-se a decomposição de Schur em (17), obtém-se
que:

zic,hI−Λi
c =

[
zic,hI− (Ti

c)
−1Ξi

cT
i
c

] {
I±

[
zic,hI

− (Ti
c)
−1Ξi

cT
i
c

]−1
(Ti

c)
−1∆i

cT
i
c

} (18)

e, aplicando a propriedade 1 do Lema 1 no termo[
zic,hI− (Ti

c)
−1Ξi

cT
i
c

]−1
(Ti

c)
−1∆i

cT
i
c em (18), obtém-se

que:

ρ̄ic,h

([
zic,hI− (T)ic)

−1Ξi
cT

i
c

]−1
(Ti

c)
−1∆i

cT
i
c

)
≤ ρ̄ic,h

(
|zic,hI− (Ti

c)
−1Ξi

cT
i
c|−1|(Ti

c)
−1∆i

cT
i
c|
) (19)

Como |zic,hI − Λi
c| = |zic,hI − (Ti

c)
−1Ξi

cT
i
c| ≥ min|ρic,h −

gic,j |I, então (19) pode ser reescrita da seguinte forma:

ρ̄ic,h
[
|zic,hI− (Ti

c)
−1Ξi

cT
i
c|−1|(Ti

c)
−1∆i

cT
i
c|
]

≤ ρ̄ic,h
[
(min|ρic,h − gic,j |I)−1(Ti

c)
−1∆i

cT
i
c

]
≤ ||(min|ρic,h − gic,j |I)−1(Ti

c)
−1∆i

cT
i
c||F

= (min|ρic,h − gic,j |)−1||(Ti
c)
−1||F||∆i

c||F||Ti
c||F

(20)

De acordo com a propriedade 2 do Lema 1, para que a
matriz zic,hI− Ξ̃i

c seja não singular implica que:

(min|ρic,h − gic,j |)−1||(Ti
c)
−1||F||∆i

c||F||Ti
c||F < 1 (21)

tal que, após manipulações algébricas matriciais realizadas
em (21) é posśıvel chegar em:

||∆i
c||F < J ic,h =

min|ρic,h − gic,j |
κF[Ti

c]
, (22)

A matriz zic,hI − Ξ̃i
c será não singular se ||∆i

c||F < J ic,h,

em que J ic,h é a medida de robustez obtida para a região

circular Ωic,h(ρic,h, d
i
c,h, β

i
c,h). Se zic,hI− Ξ̃i

c é não singular,

então a condição apresentada em (15) é satisfeita, ou seja,

zic,h /∈
⋃n+m
j=1 {λic,j(Ξ̃i

c)} com zic,h ∈ Cic,h(ρic,h, d
i
c,h, β

i
c,h) e,

consequentemente, todos os t autovalores estão alocados
no interior da região circular Ωic,h(ρic,h, d

i
c,h, β

i
c,h).

A metodologia de alocação regional robusta de autovalores
proposta nesse trabalho tem como objetivo selecionar uma
matriz de autovalores Λi

c com λic,j ∈ Ωic,h(ρic,h, d
i
c,h, β

i
c,h) e

a matriz de autovetores associados Vi
c, tal que a medida

de robustez descrita em (22) seja maximizada. Dessa
forma, a matriz de ganhos aumentada de realimentação
de estados Ki

c é obtida tal que os autovalores em malha
fechada tenham uma sensibilidade reduzida às variações
paramétricas na matriz de estados em malha fechada.
Com relação a um caso mais geral, para que todos os

n+m autovalores permaneçam alocados no interior de suas
respectivas regiões circulares, é necessário que a norma
de Frobenius da matriz ∆i

c seja inferior ao valor obtido
para a região circular com menor medida de robustez J ic,h,

minJ ic,h. Portanto, o funcional de custo descrito em (22)
pode ser reescrito conforme a seguir:
||∆i

c||F < Max(minJ ic,h)

< Max

[
min

{⋃s

h=1

min|ρic,h − gic,j |
κF[Ti

c]

}]
sujeito a : Ti

c 6= 0,

(23)

Para sintetizar a metodologia de controle proposta, a
seguir são apresentados os principais passos para sua
realização:

Etapa de Treinamento:

• Passo 1: Estimar os parâmetros do antecedente (Seção
3.1) e do consequente em batelada (Seção 3.2) para
Nt amostras. Após isso, realizar o desacoplamento
invertido fuzzy ;

• Passo 2: Definir os parâmetros ρic,h, dic,h e βic,h.

Etapa Evolutiva : para k = Nt + 1, . . .

• Passo 3: Segundo Zhai et al. (2015), definir a matriz
Λi
c com λic,j = Lic,h cos (θ) + αic,h, em que Lic,h =

[0, ρic,h] e θ = [0, 2π].

• Passo 4: Obter a matriz V̄i
c,j . Obter a matriz de

autovetores Vi
c. Obter Pi

c. Obter Ki
c = (Vi

c)
−1.

Obter Qi
c;

• Passo 5: Otimizar o funcional de custo descrito em
(23);

• Passo 6: Atualizar a estimativa dos parâmetros do
antecedente (Seção 3.1) e do consequente (Seção 3.2).
Após isso, realizar o desacoplamento invertido fuzzy.

6. RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Com o intuito de avaliar o desempenho da metodologia de
controle proposta, é realizado o controle de um sistema
aéreo 2DOF. Esse sistema é conhecido como Quanser
AERO 1 , que é uma planta de laboratório de motor duplo
totalmente integrado, projetado para pesquisa de controle
avançado. O sistema aéreo 2DOF possui duas variáveis
de entrada, que são a tensão aplicada no motor principal
uφ ∈ [−24 V, 24 V] e a tensão aplicada no motor de cauda
uϑ ∈ [−15 V, 15 V]; e duas variáveis de sáıda, que são o
ângulo azimute φ ∈ [−360◦, 360◦] e o ângulo de elevação
ϑ ∈ [−40◦, 40◦].

Para a identificação do modelo fuzzy T-S multivariável
de treinamento, foi obtido um conjunto de dados expe-
rimentais contendo 650 amostras, coletadas com um pe-
ŕıodo de amostragem igual a Ta = 40 ms. O algoritmo
de agrupamento fuzzy evolutivo é realizado para o vetor
de dados definido com zk = [uφk−1

uϑk−1
φk−1 ϑk−1]T ,

tal que para a estimação paramétrica dos antecedentes e
consequentes, foram definidos os seguintes valores para-
métricos: ςij,k = 0, 1, ηi = 0, 09 ζ = 0, 9, q = 1, ν = 15
e κ = 30. Na Figura 2, é mostrada a evolução do número
de regras, no qual a linha tracejada em vermelho separa

1 O Quanser AERO é fabricado pela Quanser Consulting Inc.
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as etapas de treinamento (à esquerda da linha tracejada)
e evolutiva (à direita da linha tracejada). Nota-se que ao
fim da etapa de treinamento o número de regras fuzzy foi
igual a R = 2. A seguir são apresentadas as NRGAs para
os modelos multivariáveis locais lineares de treinamento
pertencentes aos consequentes das duas regras fuzzy :

Υ1 =

[
0, 4167 0, 5833
0, 5833 0, 4167

]
Υ2 =

[
0, 8934 0, 1066
0, 1066 0, 8934

]
, (24)

tal que para o consequente da primeira regra fuzzy, os pares
de variáveis controladas e de controle selecionados em Υ1

foram: φ − uϑ e ϑ − uφ; para o consequente da segunda
regra, os pares selecionados em Υ2 foram: φ−uφ e ϑ−uϑ.
Após selecionados os pares, logo em seguida é realizado
o desacoplamento invertido fuzzy. A matriz desacopladora
D̂i(z), para as etapas de treinamento e evolutiva, conforme
proposto em Garrido et al. (2011), é dada por:

D̂i(z) =


1

d̂id11(z)
−d̂io12(z)

−d̂io21(z)
1

d̂id22(z)

 , (25)

cuja a definição dos elementos de D̂i(z) pode ser vista na
Seção 4.2.
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Figura 2. Evolução do número de regras fuzzy.

Devido à ordem da matriz Ξi
c ser igual a n + m = 3, no

qual n = 2 é o número de valores singulares não nulos da
matriz Hi

0, as alocações dos autovalores foram definidas ar-
bitrariamente da seguinte forma: um autovalor real λic,1 ∈
Ωic,1(0, 0088, 0, 93, 0) com centro σic,1 = (0, 9388, 0);

um autovalor real λic,2 ∈ Ωic,2(0, 0056, 0, 9650, 0) com

centro σic,2 = (0, 9706, 0); um autovalor real λic,3 ∈
Ωic,3(0, 0044, 0, 9830, 0) com centro σic,3 = (0, 9874, 0).
Após realizada a parametrização das regiões circulares e
realizado o desacoplamento invertido fuzzy para o mo-
delo fuzzy T-S evolutivo multivariável de treinamento, é
inicializada a etapa evolutiva da metodologia de controle
proposta, realizada de forma descentralizada. A meto-
dologia de controle proposta foi avaliada durante 8000
instantes, em que a cada instante foi inserida uma ma-
triz de incertezas paramétricas aditiva ∆i

c em (6) gerada
através da distribuição normal. Através da otimização
do funcional de custo (23), a cada instante, utilizando o
algoritmo genético e os parâmetros definidos em Noronha
and de Oliveira Serra (2019), foram obtidos os seguintes
valores para as medidas de robustez Max(minJ ic,h) com
c = 1, 2, conforme mostrado na Figura 3. Após o fim da
etapa evolutiva, o número de regras fuzzy foi igual a R = 2,
conforme mostrado na Figura 2.
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Figura 3. Medida de robustez Max(minJ ic,h).

Para avaliar a robustez obtida para as regiões circulares e
verificar se a condição de robustez apresentada em (23) é
satisfeita, foram analisados os cenários quando ||∆i

c||F <
Max(minJ ic,h) e ||∆i

c||F > Max(minJ ic,h). Nas Figuras 4 e

5, são mostrados os autovalores λic,1, λic,2 e λic,3 no plano

complexo da matriz Ξ̃i
c, respectivamente, para quando

||∆i
c||F < Max(minJ ic,h) e ||∆i

c||F > Max(minJ ic,h).

Figura 4. Autovalores para ||∆i
c||F < Max(minJ ic,h).

Figura 5. Autovalores para ||∆i
c||F > Max(minJ ic,h).

Conforme proposto na Seção 5, para que o critério de
controle multiobjetivo seja satisfeito para a i-ésima regra
fuzzy, é necessário que as condições de otimalidade para o
problema do LQRI sejam satisfeitas e os autovalores em
malha fechada estejam alocados no interior de suas respec-
tivas regiões circulares. Na Figura 5, é posśıvel notar que
quando ||∆i

c||F > Max(minJ ic,h), a condição apresentada

em (23) não foi satisfeita, ou seja, nem todos os n + m
autovalores estão alocados no interior de suas respectivas
regiões circulares e, consequentemente, é posśıvel afirmar
que o critério de controle multiobjetivo para a i-ésima re-
gra fuzzy não foi satisfeito. Sendo assim, mesmo que as con-
dições de otimalidade para o problema do LQRI tenham
sido satisfeitas para a i-ésima regra fuzzy, o critério de con-
trole multiobjetivo não foi satisfeito. Nas Figuras 6 e 7 são
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mostradas a evolução temporal das variáveis de controle e
variáveis controladas, para ||∆i

c||F > Max(minJ ic,h). Nota-
se que, embora os autovalores estejam dispersos no plano
complexo, não foram obtidas grandes variações na evolu-
ção temporal das variáveis de controle e controladas devido
aos autovalores estarem dispersos em uma pequena região
no plano complexo. É importante citar que a realização da
metodologia de controle proposta de forma descentralizada
com desacoplamento de malhas possibilitou ao projeto de
controle ser realizado de forma independente para cada
malha de controle monovariável dominante, selecionada
através da seleção de pares de variável de controle e variá-
vel controladas a cada instante.
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Figura 6. Variáveis controladas.
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Figura 7. Variáveis de controle.

7. CONCLUSÃO

A metodologia de controle fuzzy T-S evolutivo proposta foi
formulada para o problema do LQRI com alocação regional
de autovalores realizada de forma descentralizada com
desacoplamento de malhas, de tal forma que se a condição
de robustez apresentada for satisfeita, o critério de controle
multiobjetivo é satisfeito de forma flex́ıvel e robusta para
a i-ésima regra fuzzy. Mesmo que sejam satisfeitas as
condições de otimalidade para o problema do LQRI, se
||∆i

c||F for superior ao valor de Max(minJ ic,h), o critério
multiobjetivo não será satisfeito para a i-ésima regra fuzzy,
conforme é posśıvel notar nos resultados apresentados.
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