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Abstract: In this paper, a new LQRI control methodology based on multivariable evolving T-
S fuzzy model is proposed, realized in a decentralized structure with control loop decoupling.
The control objective is to obtain an augmented state feedback gain matrix, for each loop of
decentralized control, that mutually satisfies the optimality conditions for the LQRI problem
and the eigenvalues robust allocation in circular regions. In addition, conditions are presented
so that the proposedcontrol methodology can be realized in a robust and flexible manner.

Resumo: Neste artigo, é proposta uma nova metodologia de controle LQRI baseado em
modelo fuzzy T-S evolutivo multivaridvel, realizada em uma estrutura descentralizada com
desacoplamento de malhas de controle. O objetivo de controle é obter uma matriz de ganhos
de realimentacao de estados aumentada, para cada malha de controle descentralizado, que
mutuamente satisfaca as condigoes de otimalidade para o problema do LQRI e a alocagao
robusta de autovalores em regides circulares. Além disso, sdo apresentadas condigoes para que

a metodologia de controle proposta possa ser realizada de forma robusta e flexivel.
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1. INTRODUCAO

O desenvolvimento de metodologias de controle para sis-
temas multivaridaveis acoplados é um importante desafio
para a teoria de sistemas de controle, uma vez que o
acoplamento entre malhas é uma complexidade comum em
sistema multivaridveis e afeta significativamente o desem-
penho do sistema dindmico em malha fechada (Chehardoli
et al., 2019). Além do acoplamento entre malhas, um
sistema de controle multivariavel estd sujeito a varias ou-
tras complexidades, tais como mudancas bruscas no ponto
de operagao, nao linearidade, nao estacionariedade, des-
gaste natural de equipamentos, disturbios e entre outros,
tornando incerta a andlise da dinamica de acoplamento
entre malhas e, consequentemente, a selecao de pares de
variaveis de controle e varidveis controladas podera ser
incorreta. Caso a selecao de pares seja incorreta, apds
o desacoplamento de malhas, uma determinada varidvel
de controle selecionada poderd nao exercer maior agao
de controle em uma varidvel controlada desse mesmo par
quando comparada as outras varidveis de controle (Chiu
and Arkun, 1990).

Essas complexidades desafiam a teoria de sistemas de
controle multivaridvel baseado em modelo orientado por
dados, principalmente quando o projeto é realizado base-
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ado em um modelo com estrutura ou parametros fixos,
em que se espera que o sistema de controle multivariavel
descentralizado ird operar em instancias semelhantes aos
dados de treinamento (Leite et al., 2019). Nesse sentido,
somente a adaptacdo paramétrica ndo é o suficiente. Uma
possivel solucao para esse problema é por meio da adapta-
¢ao paramétrica e estrutural de um modelo multivaridvel
realizada, por exemplo, através de métodos de aprendi-
zagem autonoma e incremental. Por meio da adaptagao
paramétrica e estrutural, além de ser possivel obter uma
maior adaptabilidade do sistema de controle multivariavel
as complexidades citadas acima, a selecao de pares de
variaveis de controle e varidveis controladas é realizada em
funcdo da rastreabilidade das mudancas dindmicas repre-
sentadas por um modelo fuzzy T-S evolutivo multivaridavel.

De forma especifica para a teoria de controle, geralmente
os sistemas de controle fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) evo-
lutivo tém sido implementados utilizando a estratégia de
compensagao paralela e distribuida (do inglés, PDC), com
o objetivo de fornecer maior interpretabilidade, tratabi-
lidade e eficiéncia ao projeto de controle (Dhyani et al.,
2020). Por meio da estratégia PDC, é projetado um sis-
tema de controle baseado em modelo fuzzy T-S evolutivo,
tal que uma dinamica nao linear é particionada em varias
dindmicas locais lineares extraidas por um algoritmo de
agrupamento fuzzy evolutivo, de tal forma que para cada
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dindmica local linear é realizado o projeto de um sistema
de controle local linear (Zhao and Wang, 2021).

A literatura dispoe de véarias metodologias de controle
multivariavel descentralizado baseado em modelo fuzzy T-
S implementadas através da estratégia PDC (Eltantawie,
2019; El Younsi et al., 2019; Kim et al., 2017). Um aspecto
comum para as metodologias citadas acima, é que o sis-
tema de controle multivaridvel é previamente descentrali-
zado e logo em seguida cada malha de controle monovaria-
vel é representada por um sistema fuzzy T-S, de tal forma
que nao ha uma comunicagao entre regras nas dinamicas
multivariaveis controladas de forma descentralizadas pelos
sistemas de controle monovariaveis. De certa forma, as
metodologias citadas acima sao conservadoras no sentido
de nao explorar a capacidade de representacao e raciocinio
do conhecimento subjetivo através de um sistema fuzzy T-

S.

Visando propor uma alternativa para o projeto de siste-
mas de controle multivariavel, neste trabalho é proposta
uma nova metodologia de controle multivariavel descen-
tralizado com desacoplamento de malhas de controle re-
ferente ao problema do regulador linear quadratico com
agao integral (do inglés, LQRI), baseado em modelo fuzzy
T-S evolutivo multivaridvel. A metodologia de controle
proposta nesse trabalho é uma continuacao da metodologia
proposta em Noronha and de Oliveira Serra (2019), tal
que é realizada através da estratégia PDC, no qual o
consequente da i-ésima regra fuzzy é descrito por uma
estrutura de controle multivaridvel local linear descentrali-
zado com malhas desacopladas. Além disso, a metodologia
de controle proposta esta inserida em um contexto multi-
objetivo. Essa caracteristica é dada pelas formulacoes que
permitem obter uma matriz de ganhos aumentada de reali-
mentacao de estados que satisfaz mutuamente as condicoes
de otimalidade para o problema do LQRI, assim como
a alocagao de autovalores em regioes circulares no plano
complexo. Para que o critério de controle multiobjetivo
possa realizado de forma robusta e flexivel para a i-ésima
regra fuzzy, foram desenvolvidas formulagoes que fornecem
uma condicao limitada em norma para que os autovalores
permanecam alocados em regides circulares, mesmo na
presenca de incertezas paramétricas aditiva/subtrativa.

2. NOTACAO E TERMINOLOGIA

Seja o sistema de controle referente ao problema do LQRI
de horizonte de tempo infinito com alocagao de autovalores
baseado em modelo fuzzy T-S evolutivo multivaridvel
acoplado, descrito pela i-ésima regra fuzzy a seguir:
R : SEzlkEHlkE Ezp+mkEHp+mk
Xk-i—l = A'xj 4 B'y;, (1)
yk =C'x}, + Diuk
Wit = W + Tk — Y,
e as variaveis do s}i;tema de controle defuzz}i%ﬁcadas sao da-
das por uy = Ei:l V5(Zr)ay, @1 = Zi:l VQ(Zk)wlkﬂ’
Xp+1 = Zi:l ’}/;;_(Zk;)xi_,’_l € YL = Zz 1 Y (21)y}, em
; + R + 1 4
aue i (zx) = T2 150250 C0imy T2 50 (z50)) 7 €
o grau de ativagdo normalizado da i-ésima regra fuzzy,
Zk = [21k 226+ Zprmk]’ € 0 vetor de varidveis lingufs-
ticas do antecedente ou vetor de dados, Hj ; ¢ a j-ésima

ENTAO
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dimensao do i-ésimo conjunto fuzzy. O consequente da i-
ésima regra fuzzy é composto pelas matrizes A* € R"*™
Bi ¢ R™*P, C' € R™*" e D’ € R™*?, em que u}‘C € Rpx1
é o vetor de varidveis de controle, y; € R™*! é o vetor de
varidveis controladas, x; € R"*! é o vetor de varidveis de
estados do sistema, w) € R™*! é o vetor de varidveis de
estados do integrador e ry, € R™*1 & o vetor de referéncias.

3. IDENTIFI(;AQAO FUZZY T-S EVOLUTIVO
MULTIVARIAVEL NO ESPACO DE ESTADOS

A seguir é descrita a metodologia de identificagdo de mo-
delo fuzzy T-S evolutivo multivaridavel no espaco de esta-
dos, em que na Secao 3.1 é realizada parametrizacao dos
antecedentes e na Secao 3.2 é realizada a parametrizagao
dos consequentes.

8.1 Estimagdo Paramétrica do Antecedente

Para parametrizar os antecedentes, nesse trabalho é utili-
zado o algoritmo de agrupamento fuzzy evolutivo proposto
em Angelov (2010). Para avaliar a capacidade de um vetor
de dados z, ser o ponto focal ou centro de um novo grupo, é
utilizada uma medida de similaridade chamada densidade,
@%pm[M%):(k—DWw&XZTT%k 1) +
by — \/k}_l, em que Vi = 221 1 Z],kcj,ka Dl(zl) =1,
be = b1+ 201 (2,0-1)% b = 0, ik = ¢j -1y +
Zj(k—1) € ¢;,1 = 0. Na presenca de uma nova dinamica,
para que zj; seja selecionado como um novo ponto focal, é
necessario que a condigcdo A seja satisfeita: SE Dy (zy) >
maz? Dy(z') ou Dy(z;) < minlt,Dy(z') ENTAO R =
R+1. A cada atualizagao do vetor de dados zj, é realizada a
atualizacdo da densidade dos pontos focais z* j4 existentes,
dada por Dy(z) = (k—1){(k—1)+ (k—2)[(Dy_1(2)) " -
1 49k} ~1 em que ¢ = S50 (250 — 25,0-1)) %

Para que apenas os grupos que representam uma dindmica
relevante ou til no atual instante sejam mantidos, é ne-
cessério verificar se condicio B: SE Ui <7 ENTAO R =
R —1 ¢é satisfeita. A utilidade U} do i-ésimo grupo é dada
por U = (k—1%)~! Z§:1 115 (2j,1), em que I' é o instante
em que o i-ésimo grupo foi criado e n € [0,01 0, 3]. Por fim,
¢é atualizada a zona de influéncia 0%k de cada grupo, dada

por o, = \/¢(eh o))’ + (1= ()

que ¢ é a constante de aprendizagem e S,i é a quantidade
de vetores zj, pertencentes ao i-ésimo grupo.

1(zj7k - z;:)z, em

3.2 Estimagdo Recursiva Paramétrica do Consequente

De acordo com Torres and de Oliveira Serra (2018), para
a obtencdo das matrizes A?, B?, C’ e D?, é necessario
obter os parametros de Markov fuzzy do sistema, que
sao obtidos através dos parametros de Markov fuzzy de
um observador de estados que é incluido ao sistema para
que se possa identificar o modelo diretamente de um
conjunto de dados. Inicialmente, a matriz de parame-
tros de Markov fuzzy do observador de estados é obtida
para um conjunto de dados de treinamento previamente
coletado denotado por uma matriz de vetores de dados
Z € RP+m)xNe de treinamento. Através do método de mi-
nimos quadrados ponderados fuzzy em batelada, é obtida
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a matriz de parametros de Markov fuzzy do observador
de estados para o conjunto de dados de treinamento,
dada por ©) = Y, X} (®})"[®;X}(®})"]7", em que

p = [Dp My, ... M} | com ¢ é o ntimero de paré—
metros de Markov fuzzy do observador de estados; X! =
diag[y*(zg+1) ... 7'(zx)] é a matriz de graus de ativacao
normalizados, Y}, = [yl o y}c] ¢ a matriz de vetores
de varidveis controladas; ®; = [q&; i1 - D ¢ a matriz
de regressores com o = [uf (vii)T o (vi)T]"
v = [u’ y']. De forma recursiva, a matriz de parametros de
Markov fuzzy do observador de estados ¢ dada por @}, ; =
@}:C + [ykﬂ_— ®2¢};+1]G};+1, em que o vetor‘de‘ ganhos
G}Lc+1 = (¢2+1)TF2[(71(Z16+1))71 + ( 2+1)TF2¢2+1‘]71 €
inicialmente nulo e a matriz de covariancia do erro Fy , | =
F,[I— ¢}, G}, ] é inicializada por 6I com 6 € [10%,10%].

e

Apébs a obtencao da matriz de pardmetros de Markov
fuzzy do observador de estados, é realizada a obtencao
dos parametros de Markov fuzzy do sistema, dados por
M; = M;l — _i;:lM?M;'—k para j = 1’2’“_".61 e
M, = =2 MM para J > g, em que M, =
[CZ(AZ+Gzcz)k—1(Bz+GzDz)7 _Cz(Az+G101)k—1Gz] ~
i i

[Mjl, —Mf].

Com a obtencao dos pardametros de Markov fuzzy do

sistema, é obtida a matriz generalizada de Hankel, dada
por:

PIi i i
o J+1 o JtT—1
7 7 7
; M’ 42 e ST

| L@

Mj,1 Miy, oo My
em que v,7 € N sdo as dimensoes da matriz H! ; tal
que vm < Tp. Se o sistema for controldvel e observavel, é
possivel afirmar que o rank maximo de H;_l, para j =1,
é igual ao numero n de valores singulares nao nulos. Em
funcdo da decomposicdo em valores singulares, a matriz
H{ pode ser reescrita como Hj = L‘¥/(S)T. Sejam
as matrizes L! e S! formadas, respectivamente, pelas n
primeiras colunas de L’ e S%. Sendo assim, a matriz H}
pode ser novamente reescrita como H{ = L3¢ (Si)T.
Por fim, as matrizes do modelo local linear pertencente
ao consequente da 3-ésima regra fuzzy sao dadas por A’ =
EZH’i[ETTTLHé]_l, B’ = o primeiro bloco n x p de Hj,
C'=E!E,, e D' =M}, em que E}' = [, 0, ... 0,] e
E! =1, 0, ... 0,].

4. METODOLOGIA DE DESACOPLAMENTO

Nesta secao é proposta a realizagao do desacoplamento
de modelos fuzzy T-S evolutivo multivaridveis acoplados.
A metodologia proposta é restringida apenas a sistemas
multivaridveis quadrados, em que o niimero de entradas p
é igual ao nimero de saidas m.

4.1 Matriz de Ganhos Relativos Normalizados Fuzzy
Para que seja possivel desacoplar o modelo multivaridvel
local linear pertencente ao consequente da i-ésima regra

fuzzy, é necessario analisar a dinamica de acoplamento en-
tre as malhas do modelo multivaridvel local linear e assim
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selecionar os m pares de varidveis de controle e variaveis
controladas referentes as m malhas monovaridveis domi-
nantes. Nesse trabalho, a matriz de ganhos normalizados
relativos (do inglés, NRGA) é estendida para aplicagdo em
modelos discretos no contexto fuzzy. Seja um sistema com
G'(2) = [9],(2)]mxm € R™*™ para l,r = 1,2,...,m, que
é a matriz de fungoes de transferéncias referente ao modelo
multivariavel local linear pertencente ao consequente da i-
ésima regra fuzzy.

Segundo He et al. (2009), considerando-se que a resposta
ao degrau de peso arbitrario 0 seja dada por Yp =
O — g;’nk. Dessa forma, a informacao de estado dinamico
pode ser obtida através do tempo de convergéncia Tfr,
dado por 7, = S0 (0 — i) = Spoalor — (0 -
Grx)] = 2pe1(Gip)- Apos isso, é definido o ganho

normalizado da func¢ao de transferéncia gfr(z) como ﬁlir
gi.(1)(r5)71, em que a fungao de transferéncia i (z
é a funcdo normalizada de g} .(z) dada por g .(z)
(gi.(1))71g! (2). De forma matricial, o ganho normalizado
é dado por H* = G'(1) in, em que © simboliza a divisao
elemento por elemento, H" = [}, ] xm € R™*™ é a matriz
de ganhos normalizados, G'(1) = [gi.(1)]mxm € R™X™
¢ a matriz de ganhos de estado estaciondrio e T =
[T} )mxm € R™*™ ¢é a matriz de tempos de convergéncia.
Apbs isso, é definido o ganho relativo normalizado (do
inglés, NRG) entre a varidvel controlada yj(z) e a varidvel
de controle ul(z) como v = i (7.)7t, em que 7. é
o ganho normalizado entre a varidvel controlada y;(z)
e a varidvel de controle ui(z) quando todas as outras
malhas de controle estao fechadas. De forma matricial,
a NRG pode ser definida como Y = H' @ (H)™7, em
que Y* = [U],]mxm € R™™ é a NRGA e ® simboliza
a multiplicagao elemento por elemento. E recomendével
escolher os pares em que as malhas sejam dominantes, de
tal forma que v}, seja o mais préximo possivel do valor
unitdrio (Garrido et al., 2011).

~—

4.2 Desacoplamento Invertido Fuzzy

A metodologia de desacoplamento invertido utilizada nesse
trabalho e que foi estendida para o contexto fuzzy é
baseada em Garrido et al. (2011). A estrutura da matriz

desacopladora D?(z) é composta pelas matrizes D’ (z2) =
[Azilr(z)]mxm € R™™ e ]f);)(z) = [dfnr(z)]mxm € Rmxm,
Por deﬁniga}p, a matriz D%(z) necessita ter apenas m
elementos dy (2) nao nulos, desde que cada elemento
dg, (2) esteja conectado a varidvel de controle de cada
malha monovaridvel dominante. J4 para a matriz D! (z),
os elementos (igl(z) com o mesmo indice (Ir) dos m

elementos inh (z) conectados as m varidveis de controle das
m malhas monovariaveis dominantes devem ser nulos. Para
o desacoplamento dindmico de um modelo representado
por uma matriz de funcgoes de transferéncia, a matriz
desacoplada G'(z) é dada pela multiplicacio matricial:

Gi(z) = Gi(=)D'(2), (3)

em que D?(z) é a matriz desacopladora. Para o desa-
coplamento invertido, a matriz desacopladora também
pode ser obtida como D?(z) = D}(2)(I — D! (2)D5(2)) .
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Substituindo-se (3) em D?(z) dada relacio anterior, é ob-
tido que G¥(z) = G¥(2)D}(2)(I—Di (2)Di(2)) 1. Através
da inversa de (A}z(z) e ap6s manipulagoes algébricas, chega-
se a:

(Dy(2)) ™' = Di(2) = (G'(2))'G(2) (4)

A matriz desacopladora de um método de desacoplamento
convencional se relaciona com o desacoplamento invertido
através de Pl(z) = Dj(z)I — Di(2)Di(z))~!. Como
essa expressao € matematicamente complexa, é mais facil
trabalhar com a sua inversa obtida através de (4), dada

por: . . .
(D'(2)) ™" = (Dy(2)) ™" = Dy(2) ()

O resultado da subtracdo matricial (D?(z))~! — D (z)
pode ser utilizado para obtencdo dos elementos desaco-
pladores da matriz (D?(z))~'. Para que a matriz Di(z)
seja nao singular, é necessario que m elementos nao nu-
los sejam referentes, cada um, a uma linha e coluna da
matriz D(z) (Garrido et al., 2011). Por fim, de acordo
com Garrido et al. (2011), os elementos das matrizes
]?Z(Z) e Di(z) podem ser definidos, respectivamente, por
0, (2) = 90(2)(gh,(2) 7 e di (2) = —g};(2) (g7 (2)) ",
em que g;’l(z) é equivalente ao modelo da malha monova-
ridvel dominante em relagao & varidvel controlada yi(z).

5. METODOLOGIA DE CONTROLE PROPOSTA

Apos desacopladas as malhas do modelo multivaridvel
local linear pertencente ao consequente da i-ésima regra
fuzzy, é realizado o projeto de controle fuzzy T-S evolutivo
multivariavel descentralizado, descrito pela i-ésima regra:

RUSEz, EH E ... Ezpyp EHL

7 o ) 7,1
X1y = A1Xa,, + Blug,
T ) i1

Yik = 0131(k) + Dlul,;c

i 1 i
Wikl = Wik Tk~ Y1k

(6)

ENTAO :
i AT i Qo0
Xm‘(k_*_l) - Am?(m(k) + Bmum,k
% P T i,
y_m,k - Cm_Xm(M + Dmum_,k

i i i
wm,k-‘rl - w?n,k + Tm,k — ym,k

e a saida defuzzificada para c-ésima malha de controle é
dada por:

R . .
ac,k = Z Vz(zk)uz,k
i=1
R . .
Beht1 = D (R0 g

i=1
R
S _ i i
Xep) = E PYk(Zk')XC(kJrl)
i=1

R
Jek = > Vh(zr)yl s
=1

O objetivo da metodologia de controle proposta é obter
uma matriz de ganhos de realimentagao de estados au-
mentada K° para ¢ = 1,2,...,m. Caso seja obtida KZ,
considerando-se que o par (A, BY) seja controldvel, entao
é possivel obter uma funcao de controle dada por:
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+Cwe g (8)
em que a matriz de ganhos aumentada de realimentagao
de estados ¢ dada por K! = [K. C.] € RP*("t™) com
IC. € RP*™ que é a matriz de ganhos de realimentacao
de estados do controlador e C! € RP*™ que é a matriz
de ganhos de realimentacao de estados do integrador.
Uma vez obtida K&, é possivel satisfazer o critério de
controle multiobjetivo proposto, que é mutuamente alocar
os autovalores especificados em malha fechada e satisfazer
as condigoes de otimalidade do indice de desempenho
aumentado para o problema do LQRI, dado a seguir:

uc,k - ]CCXC(k)

LI, 11 [QL 0] [¢l,

Je= 32 (k)™ ()] {oc Ri] [uﬂ ®)
em que R, € RPXP ¢ a matriz de ponderagio da c-
ésima varidvel de controle, Q. € R(m+m)x(m+n) & a4 matriz
de ponderacao do c-ésimo vetor de varidaveis de estados
aumentado. Devido & inclusdao do integrador na malha
de controle, as matrizes Al e B/, sao reescritas na forma
aumentada, respectivamente, como I'? € Rmtn)x(mtn) o
IT! € RU™+7) P definidas a seguir:

i | AL O . | BL
-y -
com 0 € R"™*™ e I € R™*™,

(10)

A fungado de controle para a c-ésima malha de controle
pertencente ao consequente da i-ésima regra fuzzy é obtida
através da solugao da equacao algébrica discreta de Riccati
aumentada, dada a seguir:

Pl = (F)TPITL — (D) PPILL (R + (1) TP
() PIT. + QL
(11)

em que P’ > 0 € R™tm)x(m+n) ¢ 5 solucio matricial
simétrica definida positiva, tal que o indice de desempenho
aumentado (9) somente pode ser otimizado se a condi¢ao
de definicao simétrica de P, for satisfeita (Alexandridis,
1996). Apés obtida Py, é possivel determinar a matriz de
ganhos aumentada de realimentacao de estados, dada por:
K. = [Ri+ ()" PUL] ()™ Pir, (12)

A metodologia de controle proposta nesse trabalho é ba-
seada na teoria do problema inverso do controle 6timo
e em Alexandridis (1996). Primeiramente sdo obtidas as
matrizes P, e K’ com R, inicialmente dada e, apds isso ¢
obtida a matriz Q’. No desenvolvimento inicial da teoria
do regulador linear quadrético (do inglés, LQR), pensava-
se que somente era possivel obter P’ > 0 se R, > 0 e
Q’ > 0. Foi proposto em Molinari (1973) que é possivel
obter a solugao matricial da equacao algébrica discreta de
Riccati definida positiva mesmo quando Q! < 0, sendo
apenas necessdrio que os autovalores de A’ + B!IC! sejam
assintoticamente estdveis. Dessa forma, para a metodo-
logia de controle proposta, as condicoes de otimalidade
para o problema do LQRI sao satisfeitas se os autovalores
de T + ITLK? estdo localizados no interior do circulo
de raio unitdrio e, R:,P. > 0. Para que o critério de
controle multiobjetivo proposto seja satisfeito, é necessario
reescrever (11) em termos da matriz de estados aumentada
B! = I'! + II'K!. Supondo-se que

em malha fechada E! =
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(RL)™! = [RE+(ITL)TPLITL) ! e que R pode ser definida,
por conveniéncia, como uma matriz identidade, assim (11)
é reescrita da seguinte forma:

R
P.=(B) P.E,

= - (KO)TK +Q; (13)
Seja a matriz de autovalores distintos especificados em
malha fechada e a matriz de autovetores associados, da-
das respectivamente, por A; = diag{\;; Nentm)
e V¢ [V;l v27n+m]. Considerando-se que E!
VLAL(VE)~t Substituindo-se 2 em (13) por VLAL(VE)~
multiplicando (13) & direita por V£ e & esquerda por (V:)”
e, fazendo-se —(K%)TK! + Q% = (VE)~T(Vi)~!, obtém-se:
(VOTPVe=A(VOTPVIAL +L, (14)
como A% e P, sio por definigdo matrizes simétricas,
entdo o termo AL(VI)TPLVLIAL em (14) pode ser rees-
crito como (VL)TPLVL(AL)?. Dessa forma, (14) ¢ rees-
crita como (VL)TP.VL — (VO)TP.VL(AL)? = 1. Apés
isso, é obtida a solugio de (11), dada por P!
(Vi)=T [T — (A)2] ™" (Vi)~1. Apés obtida P,
das K, = —(I)T(VE) "™ [1— (A)?] ALV~
PV [I-(ADP] (V)™ — (K)TKL.
As formulagoes apresentadas acima foram desenvolvidas
para a obtengdo das matrizes P, K| e Qi em funcao
de Al e Vi, de tal forma que o problema inverso do
LQRI foi descrito em funcao do problema de alocagao
de autovalores. A continuacao da metodologia proposta
¢ dada pela obtencao de V. Segundo Rosenbrock (1974),
seja a matriz de autovetores generalizados V¢ ; associada

ao autovalor A’ ; ,n+m, dada por Vi, ;

(AL, I—=T%)"'IL, no qual a rela(;ao entre o autovetor vC y
e a matriz de autovetores generalizada V . ¢ dada por
vi’ i= \72’ j . em que dﬂ é um vetor coluna pertencente

c ] I
a matriz Wi, tal que ¥ = K/ V% (Rosenbrock, 1974). Por
conveniéncia, os vetores wﬁ] sao definidos com elementos
unitdrios. Essa consideragao ¢ permissivel, uma vez que
para o subespago associado a )\’ existem intimeros auto-
vetores pertencentes a ele, o que nao alteraria a multiplica-
¢ao por um vetor com elementos unitarios. Dessa forma, a
matriz de autovetores Vi associada & matriz A’ é deﬁmda

como Vi = el Vé " +m] e, consequentemente,

segundo Rosenbrock (1974), a matriz K¢ = (V)1 Desde
que a relagio Wi = —(IL)T(VL)™T [T — (AL)?] 1Al seja
satisfeita, ¢ possivel obter K¢ através de K% = (V)~!

sao obti-

| ,
e Q=

paraj =1,2,.

5.1 Alocagao Regional Robusta de Autovalores

Considerando-se que a metodologia de controle proposta
na Secdo 5 seja realizada com a alocagao de autovalores em
‘s . i i (i i i
uma unido de regioes Q% = J, _; QC’h(‘pC’h7 d. > Be.p), com
as seguintes definicoes paramétricas: d’, , < 1 é a distancia
do eixo imagindrio & borda da regiao circular, p’, é o

. .~ . 7 _ 1 7 7
raio da regido circular e o7, = (ag,,£06;,,) ¢ o centro

P i i i
da regido circular, em que o, = *(p., +d; ;) para a
regiao circular localizada no semicirculo direito e esquerdo,
respectivamente. Seja AL € R™+m)*(n+m) yma matriz
de incertezas paramétricas aditiva/subtrativa. Supondo-
se que a equacdo de estados em (6) esteja submetida &
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presenca da matriz A,
aumentada em malha fechada é reescrita como E! =
I + LK + A% O objetivo de qualquer metodologia de
controle com alocagao robusta de autovalores é obter uma
matriz de ganhos de realimentagao de estados tal que os
autovalores em malha fechada tenham uma sensibilidade
reduzida as variagoes paramétricas na matriz de estados.
Partindo do exposto acima e, tendo como referéncia a
metodologia proposta em Zhai et al. (2015), as condigoes
para que t autovalores permanecam alocados no interior
de uma regido circular, mesmo na presenca de Al sio
dadas pelo Teorema 1, em que é proposta uma condicao de
robustez limitada em norma e a demonstracao ¢ realizada
em fungao da singularidade da matriz =%

Lema 1. Ver: Horn and Johnson (2012)

(1) Se A,B € R"*™ e B > |A|, entao p(B) > p(JA|) >
p(A).

(2) Supondo-se que A € R"*" entdo I—A com I € R**"
é nao singular se p(A) < 1,

sendo assim a matriz de estados

=
=
=

em que p(e) é o maximo autovalor de uma matriz.

Teorema 1. Supondo-se que a matriz de estados aumen-
tada em malha fechada contenha ¢ autovalores localizados
no interior de uma regiao circular €, (pt. 1, de. s Bep,) €
assumindo-se que QC h(pc b 27}“ b’f}’h) N inﬂl{)@] (T
HEKZ)} = (Z) O circulo Cc,h(?é,h?di,h?ﬂé,h)’ ou seja, a
borda da regiao circular 0 ;, (pi. 1,, d;. 5, B ;) satisfaz:

n+m

Ut

. 1n|p " g7 |
se HA ||F < Jé,h - K/:[Tl] ! )
C

— )\i’j|, || ®||r é a norma de Frobenius,

Cé,h(p:;,hv c, he B E =0

(15)

em que g/ ; = |0l ),
kr[TE) = ||Ti|e]|(T) " |r e T: é uma matriz triangular
superior obtida através da decomposigao de Schur da
matriz de autovetores V..

Figura 1. Descri¢oes geométricas para o Teorema 1.

Demonstmgdo Seja z! », um ponto no plano complexo tal

que 2.j, € CL (0L, dips Bip) € 205 N Un+m{>\ (B} =
0, entao ZCJLI — Al é nao singular com I € R(”+m)x("+m)
e, consequentemente, é possivel afirmar que todos os
t autovalores estao alocados no interior da regiao cir-
cular Q ;, (pL ., d. . 8L ). De acordo com as descriges
geométricas apresentadas na Figura 1, pode-se inferir
que |2”ch_A | 2 pch_|Uch_ ch| se )‘ch €
Qéh(pciw ch’ch h) |chA,h Mgl > ol = ALyl = pl, se

: QC h(pc ns ey Be.p)- Entdo, para os n + m autova-
101“65 é posswel afirmar que (Zhai et al., 2015):
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|2, I — ALl = diag{|2 ), — AL, ],...
‘Zc hI - Al| > m1n|pc h —

)‘i,n+m|}

(16)

Considerando-se que a equacao de estados em (6) esteja
submetida a presenca de uma matriz de incertezas pa-
ramétricas aditiva/subtrativa, sendo assim a matriz de
estados aumentada em malha fechada é reescrita como

' = T + II'K! + AL, Como a matriz zi’hI — Al =
2t ) I = (VI)TTALVY, entdo devido & presenca da matriz

7|2’fi,h -
gé,jll

AL, 2L, T— Al pode ser reescrita da seguinte forma:
Zondl = AL =z, 1= (VO THE) VL £ (Vo) TTALV,
(17)
Realizando-se a decomposigao de Schur em (17), obtém-se

que:
2ol — AL = [0, 1 — (T BT {1+ (2,1
i 1emimi]— 1 1 ATt (18>

- (TC) :'CTC} (Tc> ACTC}

e, aplicando a propriedade 1 do Lema 1 no termo
) . .71 ) o
Lz;hI— (Té)_lEéTé} (TY)"'AIT? em (18), obtém-se
ue:
Py i i—lmirmi]—1
pc,h ([Zc,h]: - (T)c) 1'- T ]

( i)flAiTi>
< e (lepd = (To) T ELTE (T

19
) 1A1Tz|) ( )

Como |Zé,hI - Aé| = |Zé,hI - (Tlc)_l'EZTH 2 min|Pf:,h -
gt ;|L, entdo (19) pode ser reescrita da seguinte forma:
Pen [\Z 1= (T0)™ 152T2|71|(T,i)71A_iT_2H
< pLp [ (min|pk, QCJII)f (TZ)*AZTZ]
< [(min|pf,, — gt [~ (T2) " AT e
= (min|p; , = ge )™ 1H(Tl) HlrllAelle I Tellr

(20)

De acordo com a propriedade 2 do Lema 1, para que a
matriz zz pI— E! seja ndo singular implica que:

(minlpf, , — ge ;) HI(TE) " el AR Te e <1 (21)
tal que, apés manipulagoes algébricas matriciais realizadas
em (21) é possivel chegar em:

min|p ,, — ge;
A < J — > : »J
1A T

(22)

%

i = e i i
A matriz zchI — E! serd nao singular se ||Alllp < J.,

em que J! néa medlda de robustez obtlda para a reglao

circular QC h(pc wedi o Bh). Se 28, T — EL é ndo singular,
entao a condlgao apresentada em (15) é satisfeita, ou seja,

zon & U2 NG (BO)} com 2y, € CLy (o6, di s Big) e
consequentemente todos os t autovalores estao alocados
no interior da regiao circular QC h(pc hr Qe s 66 n)-

A metodologia de alocacao regional robusta de autovalores
proposta nesse trabalho tem como objetivo selecionar uma
matriz de autovalores A% com X, ; € QL (pl. . d% ., 8L ,) e
a matriz de autovetores associados V!, tal que a medida
de robustez descrita em (22) seja maximizada. Dessa
forma, a matriz de ganhos aumentada de realimentacao
de estados K¢ ¢ obtida tal que os autovalores em malha
fechada tenham uma sensibilidade reduzida as variacoes
paramétricas na matriz de estados em malha fechada.
Com relagao a um caso mais geral, para que todos os

ISSN: 2175-8905

1740

n+m autovalores permanecam alocados no interior de suas
respectivas regioes circulares, é necessario que a norma
de Frobenius da matriz Al seja inferior ao valor obtido
para a regiao circular com menor medida de robustez J; ;,
min.J; ;. Portanto, o funcional de custo descrito em (22)
pode ser reescrito conforme a seguir:

||A [lr < Max(minJih) A ‘
min|p,, ;, — ge ;|
_ 23
ST [T (#)
T, # 0,

Para sintetizar a metodologia de controle proposta, a
seguir sao apresentados os principais passos para sua
realizagao:

< Max |fnin {U;

sujeito a :

FEtapa de Treinamento:

e Passo 1: Estimar os pardmetros do antecedente (Segao
3.1) e do consequente em batelada (Secao 3.2) para
N; amostras. Apos isso, realizar o desacoplamento
invertido fuzzy;

e Passo 2: Definir os parametros p, ;,, d. ), e (..

Etapa FEvolutiva: para k= N, +1,...
e Passo 3: Segundo Zhai et al. (2015) definir a matriz
Al com Aej = Lgpcos(0) + ag,, em que Lc =
[0, 0. 1] e & =[0,27].

e Passo 4: Obter a matriz Vi’j. Obter a matriz de

autovetores Vi. Obter ’Pi. Obter K! = (Vi)~!
Obter Q;

e Passo 5: Otimizar o funcional de custo descrito em
(23);

e Passo 6: Atualizar a estimativa dos parametros do
antecedente (Secao 3.1) e do consequente (Segao 3.2).
Ap6s isso, realizar o desacoplamento invertido fuzzy.

6. RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Com o intuito de avaliar o desempenho da metodologia de
controle proposta, é realizado o controle de um sistema
aéreo 2DOF. Esse sistema é conhecido como Quanser
AERO !, que é uma planta de laboratério de motor duplo
totalmente integrado, projetado para pesquisa de controle
avangado. O sistema aéreo 2DOF possui duas varidveis
de entrada, que sao a tensao aplicada no motor principal
ug € [—24 V,24 V] e a tensao aplicada no motor de cauda
uy € [—15 V,15 V]; e duas varidveis de saida, que sao o
angulo azimute ¢ € [—360°,360°] e o angulo de elevagao
¥ € [—40°,40°].

Para a identificacao do modelo fuzzy T-S multivaridvel
de treinamento, foi obtido um conjunto de dados expe-
rimentais contendo 650 amostras, coletadas com um pe-
riodo de amostragem igual a T, = 40 ms. O algoritmo
de agrupamento fuzzy evolutivo é realizado para o vetor
de dados definido com zy = [ug, , Ug, , Pk—1 Vr—1]",
tal que para a estimagao paramétrica dos antecedentes e
consequentes, foram definidos os seguintes valores para-
métricos: g;:,k =0,1,7=0,09¢=09,¢=1v=15
e k = 30. Na Figura 2, é mostrada a evolucao do ntimero
de regras, no qual a linha tracejada em vermelho separa

1 O Quanser AERO ¢ fabricado pela Quanser Consulting Inc.
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as etapas de treinamento (& esquerda da linha tracejada)
e evolutiva (& direita da linha tracejada). Nota-se que ao
fim da etapa de treinamento o nuimero de regras fuzzy foi
igual a R = 2. A seguir sdo apresentadas as NRGAs para
os modelos multivaridveis locais lineares de treinamento
pertencentes aos consequentes das duas regras fuzzy:

1 _ |0,4167 0,5833 2 10,8934 0,1066
r= [0,5833 0,4167} = [0, 1066 0,8934]’ (24)

tal que para o consequente da primeira regra fuzzy, os pares
de varidveis controladas e de controle selecionados em Y!
foram: ¢ — uy e ¥ — ug; para o consequente da segunda
regra, os pares selecionados em Y? foram: ¢ —uy € 9 —uy.
Ap6s selecionados os pares, logo em seguida é realizado
o desacoplamento invertido fuzzy. A matriz desacopladora
]ADZ(Z), para as etapas de treinamento e evolutiva, conforme
proposto em Garrido et al. (2011), é dada por:

1 %
_d012 (Z)

]A)Z(Z) _ djjn(z)

> : (25)
—dy,, (2)

dg,, ()
cuja a definicao dos elementos de ]j’(z) pode ser vista na
Secao 4.2.

L

w
w0
- =

w

Ndmero de Regras
N O

n

| | | | |
4000 5000 6000 7000 8000
Instante k

| |
0 1000 2000 3000

Figura 2. Evolugao do ntimero de regras fuzzy.
Devido & ordem da matriz E¢ ser igual a n + m = 3, no
qual n = 2 é o numero de valores singulares nao nulos da
matriz Hj, as alocagoes dos autovalores foram definidas ar-
bitrariamente da seguinte forma: um autovalor real )\i,l IS
£ 1(0,0088, 0,93, 0) com centro o&; = (0,9388, 0);
um autovalor real ., € Qf,(0,0056, 0,9650, 0) com
centro ol, = (0,9706, 0); um autovalor real X.; €
273(070044, 0,9830, 0) com centro 0373 = (0,9874, 0).
Ap6és realizada a parametrizagdo das regioes circulares e
realizado o desacoplamento invertido fuzzy para o mo-
delo fuzzy T-S evolutivo multivaridvel de treinamento, é
inicializada a etapa evolutiva da metodologia de controle
proposta, realizada de forma descentralizada. A meto-
dologia de controle proposta foi avaliada durante 8000
instantes, em que a cada instante foi inserida uma ma-
triz de incertezas paramétricas aditiva A’ em (6) gerada
através da distribuicdo normal. Através da otimizagao
do funcional de custo (23), a cada instante, utilizando o
algoritmo genético e os parametros definidos em Noronha
and de Oliveira Serra (2019), foram obtidos os seguintes
valores para as medidas de robustez Max(minJZ’h) com
¢ = 1,2, conforme mostrado na Figura 3. Apéds o fim da
etapa evolutiva, o nimero de regras fuzzy foi igual a R = 2,
conforme mostrado na Figura 2.

ISSN: 2175-8905

1741
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0 2000 4000 6000 8000 0 2000 4000 6000 8000
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Instante k
(a) Max(min\J'1 W

Figura 3. Medida de robustez Max(minJZ,h).

Para avaliar a robustez obtida para as regioes circulares e
verificar se a condigao de robustez apresentada em (23) é
satisfeita, foram analisados os cendrios quando ||A%||r <
Max(minJ; ;) e [|AL|[F > Max(minJ; ;). Nas Figuras 4 e
5, sao mostrados os autovalores )\2’1, )\2,2 e )\2’3 no plano
complexo da matriz éz, respectivamente, para quando
|ALl|F < Max(minJ! ) e [|ALl|r > Max(minJ} ;).

0.05 t Regra 1 0.05 - + Regra 1
Regra 2 * Regra 2
° o
B 8
£ £
=3 j=2}
Eo oo P o™ oo
o ]
X X
i} [im}
-0.05 -0.05 -
0.94 0.96 0.98 0.94 0.96 0.98
Eixo Real Eixo Real
i i i i i i
(@A A8 Apg (B) Ay Ay,8 0,5

Figura 4. Autovalores para ||AY||p < Max(minJ§7h).

0.05 + Regra 1 0.06 + Regra 1
+ Regra2 0.04- + Regra2
o o
3 & 0.02- *, ¢
c N c %
g g ;
E T g o ’
£ 8002 4
w [im}
0.04 -
-0.05 -0.06
0.94 0.96 0.98 0.95 1
Eixo Real Eixo Real
i i i i i i
@A A8, ©) ;1 255825

Figura 5. Autovalores para [|AL||r > Max(minJ} ;).

Conforme proposto na Secao 5, para que o critério de
controle multiobjetivo seja satisfeito para a i-ésima regra
fuzzy, é necessario que as condicbes de otimalidade para o
problema do LQRI sejam satisfeitas e os autovalores em
malha fechada estejam alocados no interior de suas respec-
tivas regides circulares. Na Figura 5, é possivel notar que
quando ||AL||r > Max(minJ} ), a condi¢do apresentada
em (23) nao foi satisfeita, ou seja, nem todos os n + m
autovalores estao alocados no interior de suas respectivas
regioes circulares e, consequentemente, é possivel afirmar
que o critério de controle multiobjetivo para a i-ésima re-
gra fuzzy nao foi satisfeito. Sendo assim, mesmo que as con-
digoes de otimalidade para o problema do LQRI tenham
sido satisfeitas para a i-ésima regra fuzzy, o critério de con-
trole multiobjetivo nao foi satisfeito. Nas Figuras 6 e 7 sao
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mostradas a evolucao temporal das variaveis de controle e
varidveis controladas, para [|A||p > Max(minJ} ;). Nota-
se que, embora os autovalores estejam dispersos no plano
complexo, nao foram obtidas grandes variagoes na evolu-
cao temporal das variaveis de controle e controladas devido
aos autovalores estarem dispersos em uma pequena regiao
no plano complexo. E importante citar que a realizagao da
metodologia de controle proposta de forma descentralizada
com desacoplamento de malhas possibilitou ao projeto de
controle ser realizado de forma independente para cada
malha de controle monovaridvel dominante, selecionada
através da selecao de pares de varidvel de controle e varia-
vel controladas a cada instante.

110 38

88

66 26
< 4 <
S > 14
o 22 Ke)
= =]
20 2o
< 22 <

-44 -10

-66

-88 -22
2000 4000 6000 8000 0 2000 4000 6000 8000
Instante k Instante k

(a) Variavel controlada ¢ (b) Variavel controlada

o

Figura 6. Varidveis controladas.

6 4
4 2
s 2 20
3: jt
o 0 o 2
T ug
2 2
o -2 5 4
[ [
-4 6
-6 -8
0 2000 4000 6000 8000 0 2000 4000 6000 8000
Instante k Instante k

(a) Variavel de controle u, (b) Variavel de controle u,

Figura 7. Variaveis de controle.

7. CONCLUSAO

A metodologia de controle fuzzy T-S evolutivo proposta foi
formulada para o problema do LQRI com alocagao regional
de autovalores realizada de forma descentralizada com
desacoplamento de malhas, de tal forma que se a condigao
de robustez apresentada for satisfeita, o critério de controle
multiobjetivo é satisfeito de forma flexivel e robusta para
a i-ésima regra fuzzy. Mesmo que sejam satisfeitas as
condicoes de otimalidade para o problema do LQRI, se
||A||p for superior ao valor de 1\/Iax(minJé7h)7 o critério
multiobjetivo nao sera satisfeito para a i-ésima regra fuzzy,
conforme é possivel notar nos resultados apresentados.
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