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Abstract: We propose a non-model based strategy for locally stable convergence to Nash equilibria in
quadratic noncooperative (duopoly) games with player actions subject to diffusion (heat) PDEs (Partial
Differential Equations) with distinct diffusion coefficients and each player having access only to his
own payoff value. The proposed approach employs extremum seeking, with sinusoidal perturbation
signals employed to estimate the Gradient (first derivative) and Hessian (second derivative) of unknown
quadratic functions. In order to compensate distinct diffusion processes in the inputs of the two players,
we employ boundary control with averaging-based estimates. We apply a small-gain analysis for the
resulting Input-to-State Stable (ISS) parabolic PDE-ODE loop as well as averaging theory in infinite
dimensions in order to obtain local convergence results to a small neighborhood of the Nash equilibrium.
We quantify the size of these residual sets and illustrate the theoretical results numerically on an example
of a two-player game under heat PDEs.
Resumo: Este artigo propõe uma estratégia baseada no não conhecimento do modelo para o estabeleci-
mento do equilíbrio de Nash em jogos quadráticos não-cooperativos (duopólio) com ações de jogadores
sujeitas a EDPs (Equações Diferenciais Parciais) de difusão (calor). Os coeficientes das equações
diferencias de difusão são distintos, com cada jogador tendo acesso apenas ao seu próprio payoff. A
abordagem proposta emprega busca extremal, com perturbações senoidais empregadas para estimar o
Gradiente (primeira derivada) e a Hessiana (segunda derivada) de funções quadráticas desconhecidas.
A fim de compensar processos de difusão distintos nas entradas dos dois jogadores, emprega-se um
controle de fronteira com estimativas baseadas em médias. Aplica-se uma análise de pequenos ganhos
para a malha ISS composta por equações diferenciais parciais parabólicas e equações diferenciais
ordinárias (EDP-EDO), bem como a teoria de média em dimensões infinitas a fim de se obter resultados
de convergência para uma pequena vizinhança do equilíbrio de Nash. Quantificamos o tamanho desses
conjuntos residuais e ilustramos os resultados teóricos numericamente em um exemplo de um duopólio
sujeito à EDPs de calor.

Keywords: Extremum seeking; Nash equilibrium; (Non)cooperative games; Heat equations; Predictor
feedback; Averaging theory in infinite dimensions.
Palavras-chaves: Busca extremal; Equilíbrio de Nash; Jogos Não-cooperativos; Equações do Calor;
Realimentação por Preditor; Teoria da média em dimensões infinitas.
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1. INTRODUÇÃO

A teoria dos jogos fornece uma estrutura teórica para repre-
sentar situações sociais entre concorrentes com a utilização
de modelos matemáticos de interação estratégica entre esses
tomadores de decisões racionais (Fudenberg and Tirole, 1991).
O emprego da teoria dos jogos para projetar, modelar e otimizar
sistemas de engenharia, comportamentais e financeiros tornam
este tópico de pesquisa uma ferramenta extremamente impor-
tante com uma ampla gama de aplicações (Han et al., 2019;
Başar and Zaccour, 2018).

Os jogos podem ser classificados em duas categorias: coope-
rativos e não-cooperativos (Başar and Olsder, 1999). Um jogo
é cooperativo se os jogadores forem capazes de formar com-
promissos vinculativos resultando em um lucro coletivo. Um
jogo é não-cooperativo se os jogadores não puderem formar
alianças, forçando os jogadores a estimarem as ações indivi-
duais de outros tomadores de decisões, payoffs e a analizarem o
equilíbrio de Nash (Nash, 1951). O Equilíbrio de Nash assegura
a impossibilidade de que qualquer jogador possa aumentar seu
payoff tomando decisões unilateralmente (Başar and Olsder,
1999).

O desenvolvimento de algoritmos para alcançar a convergência
ao equilíbrio de Nash tem sido foco de pesquisadores por várias
décadas. Em particular, os autores Frihauf et al. (2012) estuda-
ram o problema de alcance do Equilíbrio de Nash, em tempo
real, em jogos estáticos não-cooperativos com N jogadores
empregando uma abordagem baseada no não-conhecimento do
modelo. Ao utilizar a busca extremal com perturbações sinu-
soidais (Krstić and Wang, 2000), os jogadores alcançam de ma-
neira local e estável suas estratégias de Nash sem a necessidade
de qualquer informação do modelo.

Por outro lado, atrasos são uns dos fenômenos mais comuns que
surgem na prática da engenharia e indústria, envolvendo proble-
mas em áreas como: virtualização de redes, redes definidas por
software, computação em nuvem, internet das coisas, redes ver-
des e segurança (Han et al., 2019; Amina et al., 2013). Portanto,
a motivação para empregar a busca extremal para otimização
desses processos com atrasos, comumente modelados com a
estrutura teórica dos jogos, é clara e justificada. Felizmente, a
referência (Oliveira et al., 2020a) forneceu uma contribuição
para o problema da Busca Extraml em jogos não-cooperativos
jogadores sujeitos à atrasos constantes usando um preditor por
realimentação (Krstić, 2009; Oliveira et al., 2017).

Este artigo generaliza os resultados da Busca Extremal obtidos
em Oliveira et al. (2020a) para uma classe mais ampla de
sistemas de dimensão infinita governados por Equações Di-
ferenciais Parciais (EDPs) em vez de atrasos ou os resulta-
dos clássicos para Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs)
(Başar and Olsder, 1999). Isso é particularmente desafiador,
uma vez que na literatura para compensação de EDP de múl-
tiplas entradas (Krstić and Smyshlyaev, 2008), a maioria dos
autores considera uma abordagem centralizada para o projeto
de controle de fronteira (todos os vetores que multiplicam as
entradas de controle precisam ser conhecidos), enquanto os jo-
gos são descentralizados. Este artigo fornece uma contribuição

⋆ O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenação de Aperfeiço-
amento de Pessoal de Nível Superior - Brasil (CAPES) - Código de Financi-
amento 001. O primeiro e segundo autores também agradecem ao Conselho
Nacional de Desenvolvimento Científico e Tecnológico (CNPq) e a Fundação
de Amparo à Pesquisa do Estado do Rio de Janeiro (FAPERJ).

para a literatura sobre jogos não-cooperativos com dois jogado-
res atuando através de EDPs do calor, que podem representar
comportamentos semelhantes aos humanos na teoria dos jogos,
como movimentações aleatórias (decisões) e movimento brow-
niano ou mesmo estarem conectadas com pequenas variantes da
equação de Black-Scholes nos mercados financeiros (Lewicka
and Manfredi, 2014). Nesse cenário, pode-se desenvolver um
resultado para jogos com EDPs de calor com coeficientes de
difusão distintos na malha de ação de cada jogador, onde os
jogadores estimam apenas as entradas diagonais da matriz de
Hessiana com o auxílio de seus próprios payoffs nesse problema
de problema de busca, em tempo real, do Equiíbrio de Nash.
Portanto, pode-se de dominar termos fora da diagonal, sufici-
entemente pequenos, utilizando-se a teria de pequenos ganhos
KK:2018 para o sistema médio.

A análise de estabilidade apresenta uma sequência de etapas
utilizando teoria da média em dimensão infinita (Hale and
Lunel, 1990), funcional de Lyapunov Oliveira et al. (2020b),
Teorema de pequenos ganho para sistemas dinâmicos formados
por cascatas de EDO-EDP que apresentem propriedades ISS
(Karafyllis and Krstić, 2018) no esquema não-cooperativo com
o intuito de provar a a estabilidade do sistema de malha fechada.
Prova-se o alcance de uma pequena vizinhança do equilíbrio
de Nash, mesmo na presença de EDPs de calor. Um exemplo
numérico ilustra o resultados teóricos.

2. NOTAÇÃO E TERMINOLOGIA

Denota-se a derivada parcial de uma função u(x, t) como
∂xu(x, t) = ∂u(x, t)/∂x, ∂tu(x, t) = ∂u(x, t)/∂t, ou, con-
venientemente, ux(x, t) e ut(x, t), respectivamente. A norma-
2 (Euclidina) de um vetor de estado de dimensão finita ϑ(t) é
denotada por barras simples, |ϑ(t)|. Denota-se a norma espacial
L2[0, D] de u(x, t) como ∥u(t)∥2L2([0,D]) :=

∫D

0
u2(x, t)dx.

Para simplificar a notação, omite-se o indice L2([0, D]) e,
portanto, ∥ · ∥ = ∥ · ∥L2([0,D]) (Krstić, 2009). Como defi-
nido em Khalil (2002), uma função vetorial f(t, ϵ) ∈ Rn é
dita ser de ordem O(ϵ) em um intervalo [t1, t2], se ∃k, ϵ̄ :
|f(t, ϵ)| ≤ kϵ,∀ϵ ∈ [0, ϵ̄] and ∀t ∈ [t1, t2]. Na maioria dos
casos, não se fornece estimativas precisas para as constantes
k e ϵ̄, e interpreta-se O(ϵ) como um resíduo de ordem de
magnitude ϵ suficientemente pequena. A definição de Input-
to-State Stability (ISS) para sistemas baseados em EDO, bem
como para sistemas baseados em EDP, é considerada como em
Khalil (2002) e Karafyllis and Krstić (2018), respectivamente.
O operador de Laplace é representado por L enquanto o de
convolução é dado por ∗.

3. DUOPÓLIO COM LUCROS QUADRÁTICOS E EDPS
NAS DECISÕES

Em um duopólio, a otimalidade dos lucros (saídas) dos joga-
dores J1 e J2, respectivamente y1(t) ∈ R e y2(t) ∈ R, não
dependem exclusivamente de suas próprias ações/estratégias
(sinais de entrada) θ1(t) ∈ R e θ2(t) ∈ R. Existe um perfil
de sinais de entrada θ∗ = [θ∗1 , θ

∗
2 ]

T ∈ R2, de modo que a
estratégia de cada jogador seja uma entrada ideal para a fun-
ção de lucro do outro jogador J1 e J2. Quando cada jogador
encontra sua entrada ideal, θ(t) = θ∗, diz-se que o equilíbrio
de Nash é alcançado (Fudenberg and Tirole, 1991). Apesar do
grande número de publicações sobre a Busca pelo Equilíbrio de
Nash (Frihauf et al., 2012), o estudo do problema na presença
de EDPs ainda está aberto.
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Como mostrado nas Figuras 1 and Fig. 2, são consideradas
equações do calor distintas (com atuação de Dirichlet) no vetor
de ações dos jogo θ(t) ∈ R2. Então, o vetor de atuação
propagada Θ(t) ∈ R2 é dado por

Θi(t) = αi(0, t) , ∀i ∈ {1, 2} (1)
∂tαi(x, t) = ∂xxαi(x, t), x ∈ (0, Di) (2)
∂xαi(0, t) = 0 , (3)
αi(Di, t) = θi(t) , (4)

onde αi : [0 , Di] × R+ → R sendo conhecido cada compri-
mento de domínio Di. A solução de (1)–(4) é dada por

αi(x, t) = L−1

[
cosh(x

√
s)

cosh(Di
√
s)

]
∗ θi(t), (5)

onde L−1( · ) representa a transformada inversa de Laplace e
∗ o operador de convolução. Dada estas relações, define-se
o operador de difusão para a EDP (1)–(4) com fronteira de
entrada e medida dada por D=diag{D1,D2} com

Di[φ(t)]=L−1

[
1

cosh(Di
√
s)

]
∗ φ(t), s.t. Θ(t)=D [θ(t)] .

(6)

EDP do Calor 2

θ2(t) y2(t)

EDP do Calor 1

θ1(t) y1(t)

NÃO-COOPERATIVOS

JOGOS

JOGADOR 1
BUSCA DO

EQUILÍBRIO DE NASH

JOGADOR 2
BUSCA DO

EQUILÍBRIO DE NASH

Figura 1. Diagrama em blocos da Busca pelo Equilíbrio de
Nash em uma estrutura de mercado do tipo duopólio (dois
jogadores, N = 2) com ações propagadas através de EDPs
do Calor.

Considera-se jogos nos quais a função de payoff yi(t) =
Ji(D[θ(t)])=Ji(Θ(t)) de cada jogador é quadrática Başar and
Olsder (1999), expressada como uma combinação das ações de
todos jogadores propagados através de EDPs de calor distintas

J1(Θ(t)) =
H1

11

2
Θ2

1(t) +
H1

22

2
Θ2

2(t) + ϵH1
12Θ1(t)Θ2(t)

+ h1
1Θ1(t) + h1

2Θ2(t) + c1 , (7)

J2(Θ(t)) =
H2

11

2
Θ2

1(t) +
H2

22

2
Θ2

2(t) + ϵH2
21Θ1(t)Θ2(t)

+ h2
1Θ1(t) + h2

2Θ2(t) + c2 , (8)

onde J1(Θ) , J2(Θ) : R2 →R, Hi
jk, hi

j , ci ∈R são constantes,
Hi

ii<0, ∀i, j, k∈{1 , 2} e ϵ>0, sem perda de generalidade.

As funções de payoff quadráticas são de particular interesse na
teoria dos jogos, em primeiro lugar porque constituem apro-
ximações de segunda ordem para outros tipos de funções de
payoff não quadráticas e, em segundo lugar, porque são anali-
ticamente tratáveis, levando a, em geral, soluções de equilíbrio
de forma fechada que fornecem visão sobre as propriedades e

características do conceito de solução de equilíbrio em consi-
deração (Başar and Olsder, 1999).

Para fins de completude, fornecemos aqui, em termos matemá-
ticos, a definição do equilíbrio de Nash Θ∗ = [Θ∗

1 ,Θ
∗
2]

T em
um duopólio é:

J1(Θ
∗
1 ,Θ

∗
2)≥J1(Θ1 ,Θ

∗
2) e J2(Θ

∗
1 ,Θ∗

2)≥J2(Θ
∗
1 ,Θ2). (9)

Portanto, nenhum jogador tem um incentivo para desviar unila-
teralmente sua ação de Θ∗.

A fim de determinar a solução de equilíbrio de Nash em jogos
quadráticos estritamente côncavos de dois jogadores, deve-
se diferenciar J1 e J2, respectivamente, em relação a Θ1(t)
e Θ2(t), definindo as expressões resultantes iguais a zero, e
resolvendo o conjunto de equações assim obtido. Este conjunto
de equações, que também fornece uma condição suficiente
devido à concavidade estrita, é{

H1
11Θ

∗
1 + ϵH1

12Θ
∗
2 + h1

1 = 0

ϵH2
21Θ

∗
1 +H2

22Θ
∗
2 + h2

2 = 0
, (10)

que pode ser escrito de forma matricial como[
H1

11 ϵH1
12

ϵH2
21 H2

22

] [
Θ∗

1
Θ∗

2

]
= −

[
h1
1

h2
2

]
. (11)

Definindo-se a matrix Hessiana H e os vetores Θ∗ e h como

H :=

[
H1

11 ϵH1
12

ϵH2
21 H2

22

]
, Θ∗ :=

[
Θ∗

1
Θ∗

2

]
, h :=

[
h1
1

h2
2

]
, (12)

existe um único Equilíbrio de Nash em Θ∗ = −H−1h, se H
for inversível:[

Θ∗
1

Θ∗
2

]
= −

[
H1

11 ϵH1
12

ϵH2
21 H2

22

]−1 [
h1
1

h2
2

]
. (13)

Para mais detalhes, consultar (Başar and Olsder, 1999, Capítulo
4).

O objetivo de controle é projetar uma nova estratégia baseada
na busca extremal para alcance do Equilíbrio de Nash em jogos
(não)-cooperativos sujeitos a ações propagadas por distintas
EDPs de calor.

Uma vez que o objetivo é encontrar a entrada ideal, e desconhe-
cida, Θ∗ (e θ∗), define-se o erro de estimação

θ̃(t) = θ̂(t)− θ∗ , ϑ(t)=Θ̂(t)−Θ∗ , (14)

onde os vetores θ̂(t) e Θ̂(t) são estimativas de θ∗ e Θ∗. Para
fazer (14) coerente com o otimizador do mapa estático Θ∗,
aplica-se o operador de difusão (6) a θ̃i em (14) e chega-se a

ϑi(t) := ᾱi(0, t), ∀i ∈ {1, 2} (15)
∂tᾱi(x, t) = ∂xxᾱi(x, t), x ∈ (0, Di) (16)
∂xᾱi(0, t) = 0 (17)

ᾱi(Di, t) = θ̃i(t) , (18)

onde ᾱi : [0 , Di] × R+ → R e ϑ(t) :=D[θ̃(t)] = Θ̂(t) − Θ∗

é o erro de estimação θ̃(t) propagado através do domínio de
difusão. Para lim

t→∞
θ(t) = θc, tem-se lim

t→∞
Θ(t) = Θc =

θc, onde o índice c indica um sinal constante. De fato, de
(5), para uma entrada constante θ = θc, tem-se L{θc} =
θc/s, e aplicando-se o teorema do valor limite lim

t→∞
Di[θci] =

lim
s→0

{
θci

cosh(
√
sDi)

}
= θci. No caso particular θ = θc = θ∗,

Θ∗ = θ∗ . (19)
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+

S2(t)

1
s

×

M2(t)

∂tα2(x, t) = ∂xxα2(x, t) J2(·)

×

N2(t)

θ̂2

Θ2(t) = α2(0, t)

Ĝ2

U2

θ 2
(t

)
=
α
2
(D

2
,t

)

y2(t)

Ĥ2

Jogador 2
Compensador

EDP do Calor

+

S1(t)

1
s

×

M1(t)

∂tα1(x, t) = ∂xxα1(x, t) J1(·)

×

N1(t)

θ̂1

Θ1(t) = α1(0, t)

Ĝ1

U1

θ 1
(t

)
=
α
1
(D

1
,t

)

y1(t)

Ĥ1

Jogador 1
Compensador

EDP do Calor

Figura 2. Diagrama em blocos ilustrando a Busca do Equilíbrio
de Nash. Em magenta são apresentados os controladores
de fronteria usados para compensar as EDPs de Calor no
jogo não-cooperativo.

A Figura 2 mostra um diagrama esquemático que resume a
política de busca do equilíbrio de Nash proposta para cada
jogador, onde suas saídas são dadas por{

y1(t) = J1(Θ(t)) ,

y2(t) = J2(Θ(t)) .
(20)

Os sinais de dither aditivos na presença de EDPs de Calor são
definidos de acordo com (Feiling et al., 2018),

S1(t) =
1

2
a1e

√
ω1
2 D1 sin

(
ω1t+

√
ω1

2
D1

)
+

1

2
a1e

−
√

ω1
2 D1 sin

(
ω1t−

√
ω1

2
D1

)
S2(t) =

1

2
a2e

√
ω2
2 D2 sin

(
ω2t+

√
ω2

2
D2

)
+

1

2
a2e

−
√

ω2
2 D2 sin

(
ω2t−

√
ω2

2
D2

)
, (21)

enquanto os multiplicativos são
M1(t) =

2

a1
sin(ω1t)

M2(t) =
2

a2
sin(ω2t)

, (22)

com amplitudes a1 , a2 > 0 e frequências ω1 ̸= ω2. Tais
frequências ωi podem ser escolhidas como

ωi = ω′
iω = O(ω) , i = 1 ou 2 , (23)

onde ω é uma constante positiva e ω′
i é um número racional –

uma escolha possível é dada em (Ghaffari et al., 2012).

Seguindo o paradigma de não compartilhamento de informa-
ções, apenas os elementos diagonais de H podem ser adequada-
mente recuperados, na média, pelos jogadores J1 ou J2. Dessa
forma, os sinais N1(t) e N2(t) são definidos simplesmente
como em (Ghaffari et al., 2012):


N1(t) =

16

a21

(
sin2(ω1t)−

1

2

)
N2(t) =

16

a22
(sin2(ω2t)−

1

2
) .

(24)

Então, a versão média de{
Ĥ1(t) = N1(t)y1(t)

Ĥ2(t) = N2(t)y2(t)
(25)

é dada por {
Ĥav

1 (t) = [N1(t)y1(t)]av = H1
11

Ĥav
2 (t) = [N2(t)y2(t)]av = H2

22

. (26)

Considerando θ̂1(t) e θ̂2(t) como as estimativas de θ∗1 e θ∗2 ,
pode-se definir a partir de (14) as estimativas individuais do
erro:{

θ̃1(t) = θ̂1(t)− θ∗1 , ϑ1(t) = Θ̂1(t)−Θ∗
1

θ̃2(t) = θ̂2(t)− θ∗2 , ϑ2(t) = Θ̂2(t)−Θ∗
2

. (27)

As estimativas do Gradiente das funções de payoff são dadas
por {

Ĝ1(t) = M1(t)y1(t)

Ĝ2(t) = M2(t)y2(t)
, (28)

e que computando-se a média do sinal resultante, leva a{
Ĝav

1 (t) = H1
11ϑ

av
1 (t) + ϵH1

12ϑ
av
2 (t)

Ĝav
2 (t) = ϵH2

21ϑ
av
1 (t) +H2

22ϑ
av
2 (t)

. (29)

Adicionalmente, do diagrama de blocos na Figura 2,
˙̂
θi(t) = Ui(t) , ∀i ∈ {1, 2} , (30)

e, consequentemente,
˙̃
θi(t) = Ui(t) , ∀i ∈ {1, 2} , (31)

já que ˙̃
θ(t) =

˙̂
θ(t) e θ∗ é uma constante. Tomando-se a derivada

temporal de (15)–(18) e com a ajuda de (14) e (31), a dinâmica
do erro propagado é escrita como

ϑ̇i(t) = ui(0, t), ∀i ∈ {1, 2} (32)
∂tui(x, t) = ∂xxui(x, t), x ∈ (0, Di) (33)
∂xui(0, t) = 0 (34)
ui(Di, t) = Ui(t) , (35)

onde ui : [0 , Di]× R+ → R e ui(x, t) := ∂tᾱi(x, t).

Portanto, de (29) e (32)–(35), é possível encontrar uma forma
compacta para a estimativa do gradiente média geral como

Ĝav(t) = Hϑav(t) , (36)
˙̂
Gav(t) = Hϑ̇av(t) = HD[Uav(t)] , (37)

na qual a Hessiana H é dada pela equação (12), ϑav(t) :=

[ϑav
1 (t) , ϑav

2 (t)]T ∈ R2, Ĝav(t) := [Ĝav
1 (t) , Ĝav

2 (t)]T ∈ R2 e
Uav(t) := [Uav

1 (t) , Uav
2 (t)]T ∈ R2 são as versões média de

U(t) := [U1(t) , U2(t)]
T , ϑ(t) := [ϑ1(t) , ϑ2(t)]

T e Ĝ(t) :=

[Ĝ1(t) , Ĝ2(t)]
T , respectivamente.

Ao longo do artigo, a ideia principal é projetar leis (políticas)
de controle para cada jogador, a fim de atingir uma pequena
vizinhança do ponto de Equilíbrio de Nash. Com este intuito,
utiliza-se uma estratégia de busca extremal baseada no controle
de fronteira para compensar o operador de difusão D[·] em
(37) devido aos múltiplas e distintas EDPs de calor nas ações
dos jogadores. Basicamente, as leis de controle devem ser
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capazes de garantir a estabilização exponencial de Ĝav(t) e,
consequentemente, de ϑav(t) = Θ̂av(t)−Θ∗. De (36), é claro
que, se H é inversível, ϑav(t)→ 0 com Ĝav(t)→ 0. Portanto,
a convergência de ϑav(t) para a origem resulta na convergência
de Θ(t) para uma pequena vizinhança de Θ∗ em (9) via teoria
da média Hale and Lunel (1990).

4. DUOPÓLIO NÃO-COOPERATIVO COM EDPS DO
CALOR

Como mencionado anteriormente, no jogo não-cooperativo su-
jeito à dinâmica do calor proposto neste artigo o objetivo da
busca extremal é alcançar o equilíbrio de NashΘ∗ = θ∗, ver
(19), sem o compartilhamento de qualquer informação entre
os jogadores. Cada jogador precisa medir apenas o seu próprio
valor de payoff (20).

4.1 Controle de fronteira de EDPs descentralizado usando
apenas estimativas de termos diagonais da Hessiana

Nesse sentido, pode-se formular o sistema de malha fechada de
maneira descentralizada, onde nenhum conhecimento sobre o
payoff ou ação do outro jogador é necessário.

Inspirando-se em (Oliveira et al., 2020a), onde se considera
a busca extremal para a compensação de EDPs mas não para
jogos, propõe-se as seguintes leis de adaptação baseadas em

fronteira, ˙̂
θi(t) = Ui(t), i ∈ {1 , 2}:

U̇1(t) = −c1U1(t)

+c1k1

(
Ĝ1(t) + Ĥ1(t)

∫ D1

0

(D1 − τ)u1(τ, t)dτ

)
U̇2(t) = −c2U2(t)

+c2k2

(
Ĝ2(t) + Ĥ2(t)

∫ D2

0

(D2 − τ)u2(τ, t)dτ

),

(38)
com constantes k1 > 0, k2 > 0, c1 > 0 e c2 > 0, para
compensar as EDPs do Calor em (32)–(35).

Como discutido em (Feiling et al., 2018, Remark 2), a lei de
controle por fronteira (38) pode ser reescrita como

U̇i(t) = −ciUi(t)

+ ciki

[
Ĝi(t)+Ĥi(t)

(
θ̂i(t)−Θi(t)+ai sin(ωit)

)]
,

(39)

usando as equações de difusão ∂tαi(x, t) = ∂xxαi(x, t), ∀i ∈
{1 , 2}, e a integração por partes, associadas com (1)–(4), (14
e lembrando-se que ϑi + ai sin(ωit) = Θi(t) − Θ∗

i , análogo a
(Feiling et al., 2018, Eq. (25)).

4.2 Propriedades ISS para EDPs

Por uma questão de simplicidade, assume-se que c1 , c2→+∞
em (38), levando a seguinte expressão:

Ui(t) = ki

(
Ĝi(t) + Ĥi(t)

∫ Di

0

(Di − τ)ui(τ, t)dτ

)
. (40)

Relembrando-se (32)–(35), o sistema de malha fechada de
dimensão infinita (37) e (40) em sua versão média pode ser
escrito na forma de EPD, como

˙̂
Gav(t) =Huav(0, t) , (41)

∂tu
av(x, t) =D−2∂xxu

av(x, t) , x ∈ (0 , 1) , (42)

∂xu
av(0, t) = 0 , (43)

uav(1 , t) =Uav(t) , (44)
com D=diag{D1, D2}.

Na abordagem por redução (Artstein, 1982) (ou atribuição de
espectro finito), utiliza-se a transformação (para i ∈ {1 , 2}):

Ḡav
i (t)=Ĝav

i (t)+
2∑

j=1

ϵiijH
i
ij

∫ Dj

0

(Dj−τ)uav
j (τ, t)dτ

=Ĝav
i (t)+

2∑
j=1

ϵiijH
i
ij

∫ 1

0

D2
j (1−ξ)uav

j (ξ, t)dξ (45)

onde
∫Dj

0
(Dj − τ)uav

j (τ, t)dτ =
∫ 1

0
D2

j (1 − ξ)uav
j (ξ, t)dξ,

enquanto ϵ111 = ϵ222 = 1 e ϵ112 = ϵ221 = ϵ.

Com algumas manipulações matemáticas, não é difícil ver que
Ḡav satisfaz

˙̄Gav(t) = HUav(t) . (46)
Agora, depois de adicionar e subtrair os próximos termos em
azul e vermelho em (40), esta pode ser reescrita como:

U1(t) = k1

(
Ĝ1(t) + Ĥ1(t)

∫ D1

0

(D1 − τ)u1(τ, t)dτ

+ϵH1
12

∫ D2

0

(D2 − τ)u2(τ, t)dτ

)
− k1ϵH

1
12

∫ D2

0

(D2 − τ)u2(τ, t)dτ , (47)

U2(t) = k2

(
Ĝ2(t) + Ĥ2(t)

∫ D2

0

(D2 − τ)u2(τ, t)dτ

+ϵH2
21

∫ D1

0

(D1 − τ)u1(τ, t)dτ

)
− k2ϵH

2
21

∫ D1

0

(D1 − τ)u1(τ, t)dτ , (48)

cuja versão média compacta é
Uav(t) = KḠav(t) + ϵKϕav(D, t) , (49)

onde a matriz K := diag{k1 , k2} com entradas k1 > 0, k2 > 0
e a variável auxiliar ϕ(D, t) é definida como

ϕ(D, t) := −

H
1
12

∫ D2

0

(D2 − τ)u2(τ, t)dτ

H2
21

∫ D1

0

(D1 − τ)u1(τ, t)dτ

 ,

ϕ(1, t) := −

H
1
12

∫ 1

0

D2
2(1− ξ)u2(ξ, t)dξ

H2
21

∫ 1

0

D2
1(1− ξ)u1(ξ, t)dξ

 . (50)

Entãoi, é possível encontrar uma forma compacta para o jogo
médio a partir das equações (46) e (49),

˙̄Gav(t) =HKḠav(t) + ϵHKϕav(1, t) , (51)

∂tu
av(x, t) =D−2∂xxu

av(x, t) , x ∈ (0 , 1) , (52)

∂xu
av(0, t) = 0 , (53)

uav(1 , t) =KḠav(t) + ϵKϕav(1, t) . (54)
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De (51), se HK é Hurwitz, é claro que a EDO que representa
a variável de estado Ḡav(t) é exponencialmente ISS (Karafyllis
and Krstić, 2018) com respeito ao estado u(x, t) da EDP por
meio da função ϕav(1, t). Amlém do mais, o subsistema EDP
(52) é ISS (Karafyllis and Krstić, 2018) com respeito a Ḡav(t)
na condição de fronteira uav(1 , t).

4.3 Análise de Estabilidade

Nesta seção, mostra-se que a loop parabólico EDP-EDO (51)–
(54) contém um pequeno parâmetro ϵ que pode levar a estra-
bilidade do sistema de malha fechada si o mesmo for suficien-
temente pequeno. Dessa forma, assume-se a seguinte hipótese
para o jogo não-cooperativo (Frihauf et al., 2012).

Hipótese 1. A matriz Hessiana H dada por (12) é estritamente
diagonal dominante, ou seja,{|ϵH1

12| < |H1
11|

|ϵH2
21| < |H2

22|
. (55)

Pela Hipótese 1, o Equilíbrio de Nash, Θ∗, existe e é único, pois
matrizes estritamente diagonais dominantes são não-singulares
pelo Teorema de Levy-Desplanques (Horn and Johnson, 1985).

O próximo teorema resume as propriedades de estabilidade e
convergência da busca extremal no sistema de malha fechada
de um jogo não-cooperativo de dois jogadores com EDPs do
Calor.

Teorema 1. Considere o sistema de malha fechada (41)–(44)
sob a Hipótese 1, multiplas EDPs de calor (1)–(4) com distintos
coeficientes de difusão D1 e D2 em um jogo do tipo duopólio
com funções de payoff (7) e (8) e leis de controle Ui(t) definidas
em (38). Exitem constantes c1 > 0, c2 > 0 e ω > 0 sufici-
entemente grandes bem como ϵ > 0 suficientemente pequena
tal que o sistema de malha fechada com estado ϑi(t), ui(x, t),
∀i ∈ {1 , 2}, possui apenas uma solução periódica exponenci-
almente estável em t de período Π := 2π × LCM{1/ωi}, com
ωi em (23) de ordem O(ω), denotada por ϑΠ

i (t), u
Π
i (x, t) e

satisfazendo, ∀t ≥ 0:

(
2∑

i=1

[
ϑΠ
i (t)
]2

+

∫ Di

0

[
uΠ
i (x, t)

]2
dx

)1/2

≤O(1/ω) . (56)

Além do mais,

lim sup
t→+∞

|Θ(t)−Θ∗|=O(|a|+1/ω), (57)

lim sup
t→+∞

|θ(t)−θ∗|=O
(
|a|emax(Di)

√
ω/2+1/ω

)
, (58)

onde a = [a1 a2]
T e θ∗ = Θ∗ é o único (e desconhecido)

Equilíbrio de Nash dado por (13).

Prova. A prova do Teorema segue etapas semelhantes às em-
pregadas para provar os resultados sobre a busca extremal na
presença de atrasos (Oliveira et al., 2017). Nesse sentido, sim-
plesmente apontaremos as principais diferenças para o caso dos
jogos (não a busca clássica por extremos), em vez de fornecer a
prova detalhadamente.

Primeiro, considere a representação parabólica EDP-EDO equi-
valente (51)–(54) reeescrita para cada Jogador i, i ∈ {1 , 2}:

˙̄Gav
i (t) =Hi

iikiḠ
av
i (t) + ϵHi

iikiϕ
av
i (1, t) , (59)

∂tu
av
i (x, t) =D−2

i ∂xxu
av
i (x, t) , x ∈ (0 , 1) , (60)

∂xu
av
i (0, t) = 0 , (61)

uav
i (1 , t) = kiḠ

av
i (t) + ϵkiϕ

av
i (1, t) . (62)

Portanto, o sistema médio de malha fechada 59)–(62) satis-
faz todas as hipóteses (H1)–(H7) do Teorema dos Pequenos
Ganhos (Karafyllis and Krstić, 2018, Teorema 8.2, p. 205)
para o loop parabólico EDP-EDO com p(z) = 1, r(z) =
D2

i , q(z) = 0, F (Ḡav
i , u , 0) = Hi

iikiḠ
av
i + ϵHi

iikiϕ
av
i (1),

g(x , Ḡav
i , u) = 0, f(x, t) = 0, φ0(0 , ui , Ḡ

av
i ) = b1ui(0, t),

b1 < 0, b2 = 1, φ1(0 , u , Ḡ
av
i ) = kiḠ

av
i + ϵkiϕ

av
i (1), a1 = 1,

a2 = 0, L = max(|Hi
ii|ki , 1√

3
ϵ|Hi

ii|kikHD2
j ), K0 = 1,

B0 = C0 = 0, γ0 é de ordem O(ϵ), K1 = 1√
3
ϵkikHD2

j ,
B1 = ki, C1 = 0, γ1 é de ordem O(1), K2 = B2 = 0 e i ̸= j.
A constante kH > 0 a seguir, logo após a desigualdade (63).
A Hipótese (H6) é satisfeita com M = 1, σ = |Hi

ii|ki como
pode-se verificar rapidamente por meio da fórmula da variação
das constantes

Ḡav
i (t) = exp(−|Hi

ii|kit)Ḡav
i (0)+

+

∫ 1

0

exp(−|Hi
ii|ki(t+ s))ϵHi

iikiϕ
av
i (1, s)ds ,

e da aplicação da desigualdade de Cauchy-Schwarz ao termo
ϕav(1, t) na equação (50):

ϕav
i (1, t)≤|Hi

ij |D
2
j

(∫ 1

0

(1− τ)2dτ

) 1
2

×
(∫ 1

0

[uav
j (ξ, t)]2dξ

) 1
2

≤
1
√
3
kHD2

j

(∫ 1

0

[uav
j (ξ, t)]2dξ

) 1
2

, (63)

uma vez que |Hi
ij |<kH< 1

ϵ |Hi
ii| de acordo com a Hipótese 1,

onde kH é uma constante positiva de ordem O(1). Tem-se
que a condição de baixo ganho (Karafyllis and Krstić, 2018,
Inequality (8.3.24)):

max(γ0K0 , γ1K1) + σ−1K2 < 1 ,

γ3 max(γ0B0 , γ1B1) + γ3σ
−1B2 < 1 (64)

assegurada para 0 < ϵ < 1 suficientemente pequeno. Portanto,
se tal condição é satisfeita, então (Karafyllis and Krstić, 2018,
Theorem 8.2, p. 205) permite que se asssegure a existência
de constantes δ ,∆ > 0 tal que para cada uav

0 ∈ C0([0 , 1]),
Ḡav

0 ∈ Rn, a única solução generalizada do problema de valor-
fronteira incial, com uav(x, 0) = uav

0 e Ḡav(0) = Ḡav
0 , satisfaz

a seguinte estimativa:

|Ḡav(t)|+ ∥uav(t)∥∞ ≤ ∆(|Ḡav
0 |+ ∥uav

0 ∥∞) exp(−δt) . (65)

Então, de (36) e (45), conclui-se os mesmo resultados em norma(∑2
i=1 [ϑ

av
i (t)]

2
+
∫Di

0
[uav

i (x, t)]
2
dx
)1/2

já que H é não

singular, i.e., |ϑav
i (t)| ≤ |H−1||Ĝav(t)|. Como desenvolvido

em Feiling et al. (2018), os próximos passos da prova poderiam
ser a aplicação do teoria da média local para sistemas de
dimensão infinita em (Hale and Lunel, 1990, Sec. 2) e (Feiling
et al., 2018, Appendix A), mostrando que a solução periódica
satisfaz (56) para ω suficientemente grande, e então conclusão
da atratividade do Equilíbrio de Nash Θ∗ de acordo com (57).
O conjunto residual final para o erro θ(t)− θ∗ em (58) depende
de |a|emax(Di)

√
ω
2 devido a amplitude dos sinais de dither Si(t)

em (21). □
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5. SIMULAÇÕES COM UM JOGO DO TIPO DUOPÓLIO

Para exemplificar um jogo não-cooperativo com dois jogadores
que empregam a estratégia de busca extremal com compensa-
ção de atraso proposta, considera-se as seguintes funções de
payoff (7) e (8) sujeitas a EDPs de calor com coeficentes de
difusão distintos D1 = 1 e D2 = 3 nas decisões dos jogadores,
i ∈ {1 , 2}:

J1(Θ(t)) = −5 Θ2
1(t) + 5 ϵΘ1(t)Θ2(t)+

+ 250 Θ1(t)− 150 Θ2(t)− 3000 , (66)

J2(Θ(t)) = −5 Θ2
2(t) + 5 ϵΘ1(t)Θ2(t)+

− 150 Θ1(t) + 150 Θ2(t) + 2500 , (67)

que, de acordo com (13), gera um único Equilíbrio de Nash em

Θ∗
1 = θ∗1 =

100 + 30ϵ

4− ϵ2
, Θ∗

2 = θ∗2 =
60 + 50ϵ

4− ϵ2
. (68)

Exceto para os EDPs de calor nos sinais de entrada dos jogado-
res, a planta e os parâmetros do controlador foram escolhidos
de forma semelhante a Frihauf et al. (2012): ϵ=1, a1=0.075,
a2 = 0.05, k1 = 2, k2 = 5, ω1 = 26.75 rad/s, ω2 = 22 rad/s
e θ1(0) = θ̂1(0) = 50, θ2(0) = θ̂2(0) = θ∗2 = 110/3. Além
disso, as constantes de tempo dos filtros foram definidas como
c1 = c2 =100. As Fiuguras 3(a) e 3(b) mostram uma evolução
notável na busca do Equilíbrio de Nash e a compensação simul-
tânea dos EDPs de calor em nosso jogo não cooperativo. Além
disso, a Figura 4 apresenta a evolução do estado de dimensão
infinita α1(x, t) e α2(x, t) das EDPs do Calor.

0 100 200 300

30

40

50

60

(a) Histórico de ações.

0 100 200 300

0

1000

2000

3000

4000

(b) Histórico de payoffs.

Figura 3. (a) histórico de ações e (b) histórico de payoffs para
J1 e J2. As linhas tracejadas representam os valores do
Equilíbrio de Nash, Θ∗

1 = 43.33 e Θ∗
2 = 36.67 (with

J1(Θ
∗) = 889 e J2(Θ

∗) = 2722).

6. CONCLUSÃO

Este artigo introduziu uma abordagem via busca extremal e
controle de fronteira para calcular de forma distribuída o equi-
líbrio de Nash em duopólios não-cooperativos com funções
de payoff quadráticas desconhecidas em um cenário em que
as ações dos jogadores são propagadas através de EDPs de
calor distintas. Dessa forma, qualquer jogador pode atingir de
forma estável seu equilíbrio de Nash medindo apenas o valor
de sua função de payoff (nenhuma outra informação sobre o
jogo é necessária). A estabilidade local e a convergência são
garantidas por meio da teoria da média em dimensão infinita
e análise de pequenos ganhos para cascatas de EDOs-EDPs.
Simulações conduzidas para um jogo de dois jogadores sob
EDPs de calor com coeficientes de difusão distintos ilustram
os resultados teóricos apresentados.
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Krstić, M. and Wang, H.H. (2000). Stability of extremum
seeking feedback for general dynamic systems. Automatica,
36, 595–601.

Lewicka, M. and Manfredi, J.J. (2014). Game theoretical
methods in PDEs. Bollettino dell’Unione Matematica Ita-
liana, 7, 211–216.

Nash, J.F. (1951). Noncooperative games. Annals of Mathema-
tics, 54, 286–295.
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(a) Parâmetro Θ1(t) (vermelho) convergindo para um resíduo O(|a|+
1/ω) da vizinhança de Θ∗

1 (tracejado-verde) de acordo com (58).
(b) Parâmetro θ1(t) (preto) convergindo para um resíduo

O(|a|emax(Di)
√

ω/2 + 1/ω) da vizinhança de θ∗1 (tracejado-
verde) de acordo com (57).

(c) Parâmetro Θ2(t) (vermelho) convergindo para um resíduo O(|a|+
1/ω) da vizinhança de Θ∗

2 (tracejado-verde) de acordo com (58).
(d) Parâmetro θ2(t) (preto) convergindo para um resíduo

O(|a|emax(Di)
√

ω/2 + 1/ω) da vizinhança de θ∗2 (tracejado-
verde) de acordo com (57).

Figura 4. Evolução do estado de dimensão infinita α1(x, t) e α2(x, t) das EDPs do Calor em jogo do tipo duopólio com atuação
de fronteira de tipo Dirichlet: de α1(D1, t)=θ1(t) a α1(0, t)=Θ1(t), com D1=1 para o jogador J1 e de α2(D2, t)=θ2(t)
a α2(0, t)=Θ2(t), com D2=3 para o jogador J2.
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