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Abstract: We propose a non-model based strategy for locally stable convergence to Nash equilibria in
quadratic noncooperative (duopoly) games with player actions subject to diffusion (heat) PDEs (Partial
Differential Equations) with distinct diffusion coefficients and each player having access only to his
own payoff value. The proposed approach employs extremum seeking, with sinusoidal perturbation
signals employed to estimate the Gradient (first derivative) and Hessian (second derivative) of unknown
quadratic functions. In order to compensate distinct diffusion processes in the inputs of the two players,
we employ boundary control with averaging-based estimates. We apply a small-gain analysis for the
resulting Input-to-State Stable (ISS) parabolic PDE-ODE loop as well as averaging theory in infinite
dimensions in order to obtain local convergence results to a small neighborhood of the Nash equilibrium.
We quantify the size of these residual sets and illustrate the theoretical results numerically on an example
of a two-player game under heat PDEs.

Resumo: Este artigo propde uma estratégia baseada no ndo conhecimento do modelo para o estabeleci-
mento do equilibrio de Nash em jogos quadraticos ndo-cooperativos (duopdlio) com acgdes de jogadores
sujeitas a EDPs (Equacdes Diferenciais Parciais) de difusdo (calor). Os coeficientes das equacdes
diferencias de difusdo sdo distintos, com cada jogador tendo acesso apenas ao seu proprio payoff. A
abordagem proposta emprega busca extremal, com perturbagdes senoidais empregadas para estimar o
Gradiente (primeira derivada) e a Hessiana (segunda derivada) de funcdes quadraticas desconhecidas.
A fim de compensar processos de difusdo distintos nas entradas dos dois jogadores, emprega-se um
controle de fronteira com estimativas baseadas em médias. Aplica-se uma andlise de pequenos ganhos
para a malha ISS composta por equagdes diferenciais parciais parabdlicas e equagdes diferenciais
ordindrias (EDP-EDQO), bem como a teoria de média em dimensdes infinitas a fim de se obter resultados
de convergéncia para uma pequena vizinhanga do equilibrio de Nash. Quantificamos o tamanho desses
conjuntos residuais e ilustramos os resultados teéricos numericamente em um exemplo de um duopdélio
sujeito a EDPs de calor.
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1. INTRODUCAO

A teoria dos jogos fornece uma estrutura tedrica para repre-
sentar situagdes sociais entre concorrentes com a utilizacdo
de modelos matemdticos de interacdo estratégica entre esses
tomadores de decisdes racionais (Fudenberg and Tirole, 1991).
O emprego da teoria dos jogos para projetar, modelar e otimizar
sistemas de engenharia, comportamentais e financeiros tornam
este topico de pesquisa uma ferramenta extremamente impor-
tante com uma ampla gama de aplicagdes (Han et al., 2019;
Basar and Zaccour, 2018).

Os jogos podem ser classificados em duas categorias: coope-
rativos e ndo-cooperativos (Basar and Olsder, 1999). Um jogo
é cooperativo se os jogadores forem capazes de formar com-
promissos vinculativos resultando em um lucro coletivo. Um
jogo é ndo-cooperativo se os jogadores nao puderem formar
aliangas, forcando os jogadores a estimarem as ac¢des indivi-
duais de outros tomadores de decisdes, payoffs e a analizarem o
equilibrio de Nash (Nash, 1951). O Equilibrio de Nash assegura
a impossibilidade de que qualquer jogador possa aumentar seu
payoff tomando decisdes unilateralmente (Bagar and Olsder,
1999).

O desenvolvimento de algoritmos para alcangar a convergéncia
ao equilibrio de Nash tem sido foco de pesquisadores por varias
décadas. Em particular, os autores Frihauf et al. (2012) estuda-
ram o problema de alcance do Equilibrio de Nash, em tempo
real, em jogos estdticos ndo-cooperativos com N jogadores
empregando uma abordagem baseada no nao-conhecimento do
modelo. Ao utilizar a busca extremal com perturbagdes sinu-
soidais (Krsti¢ and Wang, 2000), os jogadores alcancam de ma-
neira local e estdvel suas estratégias de Nash sem a necessidade
de qualquer informacao do modelo.

Por outro lado, atrasos sdo uns dos fendmenos mais comuns que
surgem na pritica da engenharia e industria, envolvendo proble-
mas em areas como: virtualizacdo de redes, redes definidas por
software, computagdo em nuvem, internet das coisas, redes ver-
des e seguranca (Han et al., 2019; Amina et al., 2013). Portanto,
a motivacdo para empregar a busca extremal para otimizag¢do
desses processos com atrasos, comumente modelados com a
estrutura tedrica dos jogos, é clara e justificada. Felizmente, a
referéncia (Oliveira et al., 2020a) forneceu uma contribuicio
para o problema da Busca Extraml em jogos nao-cooperativos
jogadores sujeitos a atrasos constantes usando um preditor por
realimentacdo (Krsti¢, 2009; Oliveira et al., 2017).

Este artigo generaliza os resultados da Busca Extremal obtidos
em Oliveira et al. (2020a) para uma classe mais ampla de
sistemas de dimensdo infinita governados por Equacgdes Di-
ferenciais Parciais (EDPs) em vez de atrasos ou os resulta-
dos cléssicos para Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDOs)
(Bagar and Olsder, 1999). Isso é particularmente desafiador,
uma vez que na literatura para compensagcdo de EDP de mul-
tiplas entradas (Krsti¢c and Smyshlyaev, 2008), a maioria dos
autores considera uma abordagem centralizada para o projeto
de controle de fronteira (todos os vetores que multiplicam as
entradas de controle precisam ser conhecidos), enquanto os jo-
gos sdo descentralizados. Este artigo fornece uma contribuicao

* O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagio de Aperfeico-
amento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financi-
amento 001. O primeiro e segundo autores também agradecem ao Conselho
Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) e a Fundagéo
de Amparo a Pesquisa do Estado do Rio de Janeiro (FAPERYJ).
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para a literatura sobre jogos ndo-cooperativos com dois jogado-
res atuando através de EDPs do calor, que podem representar
comportamentos semelhantes aos humanos na teoria dos jogos,
como movimentagdes aleatérias (decisdes) e movimento brow-
niano ou mesmo estarem conectadas com pequenas variantes da
equacdo de Black-Scholes nos mercados financeiros (Lewicka
and Manfredi, 2014). Nesse cendrio, pode-se desenvolver um
resultado para jogos com EDPs de calor com coeficientes de
difusdo distintos na malha de a¢do de cada jogador, onde os
jogadores estimam apenas as entradas diagonais da matriz de
Hessiana com o auxilio de seus proprios payoffs nesse problema
de problema de busca, em tempo real, do Equiibrio de Nash.
Portanto, pode-se de dominar termos fora da diagonal, sufici-
entemente pequenos, utilizando-se a teria de pequenos ganhos
KK:2018 para o sistema médio.

A andlise de estabilidade apresenta uma sequéncia de etapas
utilizando teoria da média em dimensdo infinita (Hale and
Lunel, 1990), funcional de Lyapunov Oliveira et al. (2020b),
Teorema de pequenos ganho para sistemas dindmicos formados
por cascatas de EDO-EDP que apresentem propriedades ISS
(Karafyllis and Krsti¢, 2018) no esquema ndo-cooperativo com
o intuito de provar a a estabilidade do sistema de malha fechada.
Prova-se o alcance de uma pequena vizinhanga do equilibrio
de Nash, mesmo na preseng¢a de EDPs de calor. Um exemplo
numérico ilustra o resultados tedricos.

2. NOTACAO E TERMINOLOGIA

Denota-se a derivada parcial de uma fungdo u(x,t) como
Opu(z,t) = Ou(x,t)/0z, Owu(x,t) = Ou(x,t)/0t, ou, con-
venientemente, u,,(z,t) e u:(z,t), respectivamente. A norma-
2 (Euclidina) de um vetor de estado de dimensdo finita 9(¢) é
denotada por barras simples, |J(¢)|. Denota-se a norma espacial
£5[0, D] de u(x,t) como [[u(t)]|7%,0.pp = foD u?(z, t)dz.
Para simplificar a notac¢do, omite-se o indice L2([0, D]) e,
portanto, || - || = || - [[z,(0,p)) (Krsti¢, 2009). Como defi-
nido em Khalil (2002), uma fungéo vetorial f(t,e) € R™ é
dita ser de ordem O(e) em um intervalo [t1,%2], se 3k, € :
|f(t,€e)] < ke,Ve € [0,€] and Vt € [t1,t2]. Na maioria dos
casos, ndo se fornece estimativas precisas para as constantes
k e € e interpreta-se O(e) como um residuo de ordem de
magnitude ¢ suficientemente pequena. A definicdo de Input-
to-State Stability (ISS) para sistemas baseados em EDO, bem
como para sistemas baseados em EDP, é considerada como em
Khalil (2002) e Karafyllis and Krsti¢ (2018), respectivamente.
O operador de Laplace é representado por £ enquanto o de
convolugdo é dado por .

3. DUOPOLIO COM LUCROS QUADRATICOS E EDPS
NAS DECISOES

Em um duopdlio, a otimalidade dos lucros (saidas) dos joga-
dores J1 e J2, respectivamente y;(t) € R e y2(f) € R, ndo
dependem exclusivamente de suas prdprias agdes/estratégias
(sinais de entrada) 01(t) € R e 62(¢t) € R. Existe um perfil
de sinais de entrada 6* = [07,03]7 € R?, de modo que a
estratégia de cada jogador seja uma entrada ideal para a fun-
¢do de lucro do outro jogador J; e Jo. Quando cada jogador
encontra sua entrada ideal, 8(t) = 6*, diz-se que o equilibrio
de Nash € alcancado (Fudenberg and Tirole, 1991). Apesar do
grande nimero de publicagdes sobre a Busca pelo Equilibrio de
Nash (Frihauf et al., 2012), o estudo do problema na presenga
de EDPs ainda estd aberto.
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Como mostrado nas Figuras 1 and Fig. 2, s@o consideradas
equacdes do calor distintas (com atuacdo de Dirichlet) no vetor
de acdes dos jogo 6(t) € R2. Entdo, o vetor de atuacio
propagada ©(t) € R? é dado por

0i(t) = a;(0,2), Vie{l,2} (1)
Oai(z,t) = mai(:c,t), x € (0,D;) 2)
0z (0,t) = (3)
o;(Dj, t) = ( ) 4)

onde o; : [0,D;] x R — R sendo conhecido cada compri-
mento de dominio D;. A solugdo de (1)-(4) é dada por

P o |G

onde £71(-) representa a transformada inversa de Laplace e
* 0o operador de convolucdo. Dada estas relacdes, define-se
o operador de difusdo para a EDP (1)—(4) com fronteira de
entrada e medida dada por D =diag{D;, D>} com

B el R R Lot
(6)

JOGADOR 1
BUSCA DO
EQUILIBRIO DE NASH

01(t) yi(t)

—| EDP do Calor l|->
—>| EDP do Calor 2|‘>

JOGOS
NAO-COOPERATIVOS

0a(t) Y2(1)

JOGADOR 2
BUSCA DO
EQUILIBRIO DE NASH

Figura 1. Diagrama em blocos da Busca pelo Equilibrio de
Nash em uma estrutura de mercado do tipo duopdélio (dois
jogadores, N = 2) com a¢des propagadas através de EDPs
do Calor.

Considera-se jogos nos quais a funcéio de payoff y:(t) =
Ji(D[O(t)]) = J;(O(t)) de cada jogador é quadratica Bagar and
Olsder (1999), expressada como uma combinagdo das a¢des de
todos jogadores propagados através de EDPs de calor distintas

J1(O(t)) = “ —=O5(t) + —203(t) 4+ eH 504 (1) (t)
+h @1(t)+h2@2( )+Cl, (7)
J2(O(t)) = “ et + O3 (t) + eH3,01(t)Oa(t)

+ hfel( )+ h§@2(t) +c2, (3)
onde J1(0),J2(0) : R* =R, H};, h’, ¢; € R sdo constantes,
Hi <0,Vi,j,k€{1,2} ee>0, sem perda de generalidade.

As fungdes de payoff quadraticas s@o de particular interesse na
teoria dos jogos, em primeiro lugar porque constituem apro-
ximagdes de segunda ordem para outros tipos de funcdes de
payoff ndo quadrdticas e, em segundo lugar, porque sdo anali-
ticamente tratdveis, levando a, em geral, solu¢des de equilibrio
de forma fechada que fornecem visdo sobre as propriedades e
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caracteristicas do conceito de solucéo de equilibrio em consi-
deracdo (Basar and Olsder, 1999).

Para fins de completude, fornecemos aqui, em termos matema-
ticos, a defini¢io do equilibrio de Nash ©* = [0%,05]T em
um duopdlio é:

J1(07,03)2J1(01,03) e J2(07,03)>J2(07,02). (9

Portanto, nenhum jogador tem um incentivo para desviar unila-
teralmente sua ac¢ao de ©*.

A fim de determinar a solucdo de equilibrio de Nash em jogos
quadraticos estritamente cOncavos de dois jogadores, deve-
se diferenciar J; e Jo, respectivamente, em relagdo a O (t)
e Os(t), definindo as expressdes resultantes iguais a zero, e
resolvendo o conjunto de equacdes assim obtido. Este conjunto
de equacgdes, que também fornece uma condicdo suficiente
devido a concavidade estrita, é

HL Ot 4+ eHLO5 +ht =0 (10)
€H3, 07 + H»,03 +h3 =0

que pode ser escrito de forma matricial como
- o
eHy Hy | |92 hy

Definindo-se a matrix Hessiana H e os vetores ©* e h como

._ H111 eH112 . CH hl
H:= LHQQI H222 , © 92 h:= h2 ,  (12)

existe um unico Equilibrio de Nash em ©* = —

for inversivel:
of _ _[Hiy et ~ It
CHE 6Hz1 H22 h% .

Para mais detalhes, consultar (Basar and Olsder, 1999, Capitulo
4).

H 'h,se H

13)

O objetivo de controle é projetar uma nova estratégia baseada
na busca extremal para alcance do Equilibrio de Nash em jogos
(ndo)-cooperativos sujeitos a acdes propagadas por distintas
EDPs de calor.

Uma vez que o objetivo € encontrar a entrada ideal, e desconhe-
cida, ©* (e 0*), define-se o erro de estimag@o

0(t)=0()—0",  I1t)=06(t) — e,

onde os vetores 0(t) e O(t) sdo estimativas de §* ¢ ©*. Para
fazer (14) coerente com o otimizador do mapa estatico ©F,

aplica-se o operador de difusdo (6) a éi em (14) e chega-se a

(14)

9;(t) := @;(0,t), Vie{l,2} (15)
O (m,t) = Mal(a: t), € (0,D;) (16)
0,0,(0,t) = (17)
a;(D;, t) = ( ) (18)

onde @; : [0, D;] x Ry — Red(t):=D[O(t)] =O(t) — O
é o erro de estimagdo 6(t) propagado através do dominio de
difusdo. Para lim 0(t) = 6., tem-se lim ©(t) = O, =

t—o0 t—o0
0., onde o indice ¢ indica um sinal constante. De fato, de

(5), para uma entrada constante § = 6., tem-se £{0.} =
6./s, e aplicando-se o teorema do valor limite tlim Dilei] =
—00

lim

1 {W} = 6.;. No caso particular § = 6, = 0%,
s— S s

0" =0". (19)
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Ni(t)
S A
11(?5) i, l
A Jogador 1
= @ b m Ui Compensador
4 Ls ~ G
S EDP do Calor 1
< t
n My(t)
= O1(t) = a1(0, ¢t
S |0,a1(,r,1‘) :i)v,._,,(n(:z:,t)I 1{t) = 0 (0.1) Ji(
v (t)
Ya(t)
Dyas(z,t) = Opparn(, 1)} Jo(-
[0105(x, 1) as(x, )| ORI 2()
Mo (t)

05(t) = aa(Do, t)

j Jogador 2
[ U- o
@ 2 E 2 Compensador .
- EDP do Calor Hy

Na(t)

Figura 2. Diagrama em blocos ilustrando a Busca do Equilibrio
de Nash. Em magenta s@o apresentados os controladores
de fronteria usados para compensar as EDPs de Calor no
jogo ndo-cooperativo.

A Figura 2 mostra um diagrama esquemdtico que resume a
politica de busca do equilibrio de Nash proposta para cada
jogador, onde suas saidas sao dadas por

{y1(t) =J1(6(1)),
y2(t) = J2(O(1)) .

Os sinais de dither aditivos na presenca de EDPs de Calor siao
definidos de acordo com (Feiling et al., 2018),

1 o
Sl(t) = iale Vv 5+ D1 sin (wlt + 1/ u;lD1>
1 /=x fw
+ 2ale D1 gin <w1t — —1

(20)

| _ e
Sa(t) = iageV D2 g <w2t—|— 22D2>
1 ey
+ —age” 7 D2 iy wal — ﬂD2
2 2
enquanto os multiplicativos sd@o
2
Mi(t) = —sin(wit)
4 : (22)
Mg (t) = — sin(wgt)
as

com amplitudes a1, as > 0 e frequéncias wy # ws. Tais

frequéncias w; podem ser escolhidas como
i=1lou2, (23)

onde w é uma constante positiva e w; é um nimero racional —
uma escolha possivel € dada em (Ghaffari et al., 2012).

w; = wiw = O(w),

Seguindo o paradigma de ndo compartilhamento de informa-
¢oes, apenas os elementos diagonais de H podem ser adequada-
mente recuperados, na média, pelos jogadores J1 ou J2. Dessa
forma, os sinais Np(t) e Na(t) sdo definidos simplesmente
como em (Ghaffari et al., 2012):
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_ 10 sin?(w !
M) = g (sinnt) 12) o
No(t) = —%(sm (wat) — 5)
Entdo, a versdo média de
Hy(t) = Ni(t)ya (t)
{Hg (t) = Na(t)ya (1) 2
¢é dada por
HY () = [N1(8)y1(D)],, = Hiy
{ﬁmt) — N2y ), = H3, o

Considerando 61 (t) e f2(t) como as estimativas de 0} e 63,
pode-se definir a partir de (14) as estimativas individuais do
erro:

O1(t) = 01(t) — 07, V1(t) = O1(t) — O
Oa(t) = Oa(t) — 05, Va(t) = Os(t) — O3

As estimativas do Gradiente das fungdes de payoff sao dadas

27)

por
Ga(t) = Ma(t)y2(t)
e que computando-se a média do sinal resultante, leva a
Cj’av (t) = Hlllﬁéfv(t) + 6H112193V (t) (29)
G (t) = eH3 97 (t) + H3,957 (1)
Adicionalmente, do diagrama de blocos na Figura 2,
0:(t) = U;(t), Vie{1,2}, (30)
e, consequentemente,
0,(t) = U;(t), Vie{1,2}, 31)

z

jéque A(t) = A(t) e §* & uma constante. Tomando-se a derivada
temporal de (15)—(18) e com a ajuda de (14) e (31), a dindmica
do erro propagado € escrita como

Di(t) = u;(0,t), Vie{l1,2} (32)
atui(x? t) = Opa Uy (l‘, t)a € (07 Di) (33)
9y (0,8) =0 (34)
ui(Di,t) = Ui(t), (35)

[0,D;] x Ry = Reui(x,t) = 0pa;(z,t).

Portanto, de (29) e (32)—(35), € possivel encontrar uma forma
compacta para a estimativa do gradiente média geral como

onde u; :

G™(t) = HO™(t), (36)

G™(t) = HO™(t) = HD[U™ (t)], (37)
na qual a Hessiana H ¢ dada pela equagdo (12), 9V (t) =
[03" (1), 03" ()" € R, G (1) =[G (1), G5 ()] € R? e

U (t) == [U2(¢),U(t)]T € R? sdo as Vers()es média de
U(t) = [U1(t), U2(0)]7, 9(t) = [91(t) , 92(1)]" e G(t) =
[G1(t),Ga(t)]", respectivamente.

Ao longo do artigo, a ideia principal € projetar leis (politicas)
de controle para cada jogador, a fim de atingir uma pequena
vizinhanga do ponto de Equilibrio de Nash. Com este intuito,
utiliza-se uma estratégia de busca extremal baseada no controle
de fronteira para compensar o operador de difusdo D[] em
(37) devido aos multiplas e distintas EDPs de calor nas a¢des
dos jogadores. Basicamente, as leis de controle devem ser
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capazes de garantir a estabilizagdo exponencial de éav(t) e,
consequentemente, de 92V (t) = ©2(t) — ©*. De (36), ¢ claro
que, se H é inversivel, 9V (t) — 0 com G?¥(t) — 0. Portanto,
a convergéncia de ¥V (t) para a origem resulta na convergéncia

de ©(t) para uma pequena vizinhanga de ©* em (9) via teoria
da média Hale and Lunel (1990).

4. DUOPOLIO NAO-COOPERATIVO COM EDPS DO
CALOR

Como mencionado anteriormente, no jogo ndo-cooperativo su-
jeito a dinamica do calor proposto neste artigo o objetivo da
busca extremal € alcangar o equilibrio de Nash®* = 6*, ver
(19), sem o compartilhamento de qualquer informacdo entre
os jogadores. Cada jogador precisa medir apenas o seu proprio
valor de payoff (20).

4.1 Controle de fronteira de EDPs descentralizado usando
apenas estimativas de termos diagonais da Hessiana

Nesse sentido, pode-se formular o sistema de malha fechada de
maneira descentralizada, onde nenhum conhecimento sobre o
payoff ou acdo do outro jogador € necessdrio.

Inspirando-se em (Oliveira et al., 2020a), onde se considera
a busca extremal para a compensacdo de EDPs mas ndo para
jogos, propde-se as seguintes leis de adaptacdo baseadas em

Ui(t),i € {1,2):

fronteira, 0;(t) =

Ui(t) = —ciUi(t)
+erky (Gl(t) + () /O 7Dy~ e, t)dr)
Ua(t) = —caUsl(t) !
teaks (Gg(t) (1) /0 Dy~ yun(r. 1)

(38)
com constantes k&1 > 0, ks > 0,¢; > 0e co > 0, para
compensar as EDPs do Calor em (32)—(35).

Como discutido em (Feiling et al., 2018, Remark 2), a lei de
controle por fronteira (38) pode ser reescrita como

Uz(t) = —CiUi(t)
+eik; [Gi(t)+H(t) (éi(t) —0:(t)+a; sm(w,-t))} 7
(39)

usando as equagdes de difusdo Ora;(x,t) = Oppvi(,t), Vi €
{1,2}, e a integrag@o por partes, associadas com (1)—(4), (14
e lembrando-se que 9; + a; sin(w;t) = 6,(t) — OF, anédlogo a
(Feiling et al., 2018, Eq. (25)).

4.2 Propriedades ISS para EDPs

Por uma questao de simplicidade, assume-se que c; , co — 400
em (38), levando a seguinte expressao:

D;
Ui(t) = ki (éi(t) +ﬁi(t>/ (Di = T)ui(7,t)d ) (40)
0
Relembrando-se (32)—(35), o sistema de malha fechada de

dimensdo infinita (37) e (40) em sua versdo média pode ser
escrito na forma de EPD, como
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Gav(t) Hu™(0,t), 41)
@uav(aj, t) = D720,u™ (1), €0,1), “2
u™(0,1) = (43)
uav(l 1) = Uav(t) , (44)

com D =diag{D1, D5}

Na abordagem por redugdo (Artstein, 1982) (ou atribuigio de
espectro finito), utiliza-se a transformagéo (para ¢ € {1,2}):

D;
G (t GaV —l—Ze Hl/ (Dj—7)ui¥ (7, t)dr

:G:-”(t)+Ze Hl/D21 ui (&, t)dE  (45)
onde fODj (D; — T)U?V(T t)ydr = fo D31 —¢)

enquanto €}, = €3, = leely = €3, = €.

ui” (€ t)dé,

Com algumas manipulacdes matemadticas, ndo é dificil ver que
G?V satisfaz

G™(t) = HU™(t). (46)
Agora, depois de adicionar e subtrair os préximos termos em
azul e vermelho em (40), esta pode ser reescrita como:

D,
Ui(t) = k1 <él(t) + Hl(t)/ (D1 — T)ua(r, t)dr
0

Do
—i—eHllQ/ (D2 — T)ua(T, t)d'r)
0

Do
— kyeH{, / (D2 — T)ua(r, t)dr, 47
JO

Doy
U2(t) = ko (éz(t) + Hg(t)/ (DQ — T)ug(T, t)dT
Dy °
+EH221/ (D1 — 1)ui (T, t)dT)
0

D,
— k:geHgl / (D1 — 1)ui (7, t)dr, (48)
0

cuja versao média compacta é

U™ (t) = KG™(t) + eK¢™ (D, 1), (49)
onde a matriz K := diag{k; , ko } com entradas k1 > 0, ko > 0
e a varidvel auxiliar ¢(D, t) é definida como

_ Dy

H112 / (D2 — 1)uz(r, t)dr
(Z)(Dv t) = 0D1 ’
H221 / (D1 — 1)ui(r, t)dr
L 0

1
H112/ D3(1 — &ua(€, t)d¢
0

6(1,) = — (50)

1
H3, / D3 (1 — &)uy (€, t)dE
L 0

Entaoi, é possivel encontrar uma forma compacta para o jogo
médio a partir das equagdes (46) e (49),

Gav(t): Gav( )+ eHK O™ (1,1), 51)
8tu V(x,t) = D 20u™ (x,t), x€(0,1), (52)
(Ov ):Oa (53)
u™(1,t) = KG™(t) + eK¢™ (1,1). (54)
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De (51), se HK é Hurwitz, € claro que a EDO que representa
a varidvel de estado G*¥(t) é exponencialmente ISS (Karafyllis
and Krstié¢, 2018) com respeito ao estado u(z,t) da EDP por
meio da func¢do ¢*V(1,¢). Amlém do mais, o subsistema EDP
(52) é ISS (Karafyllis and Krsti¢, 2018) com respeito a G*V(t)
na condi¢@o de fronteira u®v (1 ,1).

4.3 Andlise de Estabilidade

Nesta secdo, mostra-se que a loop parabdlico EDP-EDO (51)-
(54) contém um pequeno pardmetro ¢ que pode levar a estra-
bilidade do sistema de malha fechada si o mesmo for suficien-
temente pequeno. Dessa forma, assume-se a seguinte hipétese
para o jogo ndo-cooperativo (Frihauf et al., 2012).

Hipétese 1. A matriz Hessiana H dada por (12) é estritamente
diagonal dominante, ou seja,

{|€H112| < |H}|

(55)
leH3, | < |H3,|

Pela Hipétese 1, o Equilibrio de Nash, ©*, existe e € tinico, pois
matrizes estritamente diagonais dominantes sao nao-singulares
pelo Teorema de Levy-Desplanques (Horn and Johnson, 1985).

O préximo teorema resume as propriedades de estabilidade e
convergéncia da busca extremal no sistema de malha fechada
de um jogo ndo-cooperativo de dois jogadores com EDPs do
Calor.

Teorema 1. Considere o sistema de malha fechada (41)—(44)
sob a Hipotese 1, multiplas EDPs de calor (1)—(4) com distintos
coeficientes de difusdo D1 e Dy em um jogo do tipo duopdlio
com fungdes de payoff (7) e (8) e leis de controle U;(t) definidas
em (38). Exitem constantes ¢c1 > 0, co > 0 e w > 0 sufici-
entemente grandes bem como € > 0 suficientemente pequena
tal que o sistema de malha fechada com estado 9;(t), u;(z,t),
Vi € {1,2}, possui apenas uma solugdo periédica exponenci-
almente estdvel em t de periodo 11 := 27w x LCM{1/w;}, com
w; em (23) de ordem O(w), denotada por V:1(t), ull(z,t) e
satisfazendo, ¥t > 0:

(Z o)+ /O " [uy(m,t)]zdx>

i=1

1/2

<O(1/w).  (56)
Além do mais,

limsup |0(t) —0*|=0(la]+1/w), (57)

t—+oo

limsup |0(t) — 0*|=0O (|a\emax(D")\/‘”/2+1/w) , (58)
t——+oo

onde a = [a; as]T e 6% = ©* é o inico (e desconhecido)
Equilibrio de Nash dado por (13).

Prova. A prova do Teorema segue etapas semelhantes as em-
pregadas para provar os resultados sobre a busca extremal na
presenca de atrasos (Oliveira et al., 2017). Nesse sentido, sim-
plesmente apontaremos as principais diferencas para o caso dos
jogos (ndo a busca cldssica por extremos), em vez de fornecer a
prova detalhadamente.

Primeiro, considere a representacao parabdlica EDP-EDO equi-
valente (51)—(54) reeescrita para cada Jogador 4, ¢ € {1,2}:
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G (t) = Hihi G2 (t) + eH kg™ (1,1), (59)
Ou (z,t) = QGMU V(z,t), x€(0,1), (60)
Dpud¥ (0,) = 1)

ui¥(1,t) = iG?v(t) + ekigi¥ (1,1) . (62)

Portanto, o sistema médio de malha fechada 59)-(62) satis-
faz todas as hipéteses (H1)-(H7) do Teorema dos Pequenos
Ganhos (Karafyllis and Krsti¢, 2018, Teorema 8.2, p. 205)
para o loop parabélico EDP-EDO com p(z) = 1, r(z) =
D?, q(z) = 0, F(G¥ ,u,0) = HLk,G¥ + eH}kig¥ (1),

(w G ,u) =0, f(x, t) =0, <p0(0 ul,Gd") = byu,(0,1),
b1 <0, b2 =1, @1(0 U th) =k Gav —|—€k‘l¢w( ) a; =1,
az = 0, L = max(|H}|k;, \/ge| “|k: kuD3), Ko = 1,
By = Cy = 0, 79 é de ordem O(¢), K1 = %ekikHDf-,
B1 = ki,Cl = 0,")/1 édeordem@(l),K2 = BQ =0e: #]
A constante ki > 0 a seguir, logo apds a desigualdade (63).
A Hipétese (H6) é satisfeita com M = 1, 0 = |H};|k; como
pode-se verificar rapidamente por meio da férmula da variacao
das constantes

G (t) = exp(—|[H; ki) G (0)+

1
+/ exp(—| HE ks (t + 8))eHi ™ (1, 8)ds
0

e da aplicacdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz ao termo
¢*(1,t) na equagdo (50):

1 2
¢ (1,6)<|H, |D2( (1-m)? r) x(/ [u;“(s,t)]?ds)
< 7kHD2 (/0 [u$¥ (€, 1)) df) : (63)

uma vez que |H};|<ky <%|H};| de acordo com a Hipétese 1,
onde ky é uma constante positiva de ordem O(1). Tem-se
que a condicdo de baixo ganho (Karafyllis and Krsti¢, 2018,
Inequality (8.3.24)):

o

[N

max(y0 Ko, 71 K1) +0 'Ky < 1,

~v3 max(yoBo ,v1B1) + 30 1By < 1 (64)

assegurada para 0 < € < 1 suficientemente pequeno. Portanto,
se tal condicdo € satisfeita, entdo (Karafyllis and Krstié, 2018,
Theorem 8.2, p. 205) permite que se asssegure a existéncia

de constantes § , A > 0 tal que para cada u3’ € C°([0,1]),
G3v € R", a tinica solugio generallzada do problema de valor-

frontelra incial, com u®¥(x,0) = e G™(0) = G2", satisfaz
a seguinte estimativa:

IG* (O] + [[u™ (B)lloo < A(GH| + lug ]loc) exp(=6t) . (65)
Entdo, de (36) e (45) conclui-se os mesmo resultados em norma

2
(S22 @ + S 0 )
singular, ie., |92V(t)] < \H 1 \ |G?¥(t)|. Como desenvolvido
em Feiling et al. (2018), os préximos passos da prova poderiam
ser a aplicacdo do teoria da média local para sistemas de
dimensdo infinita em (Hale and Lunel, 1990, Sec. 2) e (Feiling
et al., 2018, Appendix A), mostrando que a solucio periddica
satisfaz (56) para w suficientemente grande, e entdo conclusdao
da atratividade do Equilibrio de Nash ©* de acordo com (57).
O conjunto residual final para o erro §(t) — 6* em (58) depende

de |alemx(P V5 devido a amplitude dos sinais de dither S, ()
em (21). U

ja que H € nao
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5. SIMULACOES COM UM JOGO DO TIPO DUOPOLIO

Para exemplificar um jogo nio-cooperativo com dois jogadores
que empregam a estratégia de busca extremal com compensa-
¢do de atraso proposta, considera-se as seguintes funcdes de
payoff (7) e (8) sujeitas a EDPs de calor com coeficentes de
difusdo distintos D; = 1 e Dy = 3 nas decisdes dos jogadores,
ie{l,2}

J1(6(t)) = —5 ©2(t) 4+ 5 €01 (t)O2(t)+
+ 250 ©1 (t) — 150 O2(t) — 3000, (66)
J2(8(t)) = —5 ©3(t) + 5 €01 (t)O2(t)+
— 150 ©1(t) + 150 Oa(t) + 2500, (67)
que, de acordo com (13), gera um tnico Equilibrio de Nash em
. . 100+ 30e N . 60+ 50e
@1:91:4_762’ @2:92:ﬁ- (68)

Exceto para os EDPs de calor nos sinais de entrada dos jogado-
res, a planta e os pardmetros do controlador foram escolhidos
de forma semelhante a Frihauf et al. (2012): e=1, a; =0.075,
az = 0.05, fcl =2, ky =5, w :A26.75 rad/s, wy = 22 rad/s
e 61(0) = 6,(0) = 50, 62(0) = 62(0) = 65 = 110/3. Além
disso, as constantes de tempo dos filtros foram definidas como
c1 = co = 100. As Fiuguras 3(a) e 3(b) mostram uma evolugao
notdvel na busca do Equilibrio de Nash e a compensacao simul-
tanea dos EDPs de calor em nosso jogo ndo cooperativo. Além
disso, a Figura 4 apresenta a evolugdo do estado de dimensdo
infinita oy (2, t) e az(x, t) das EDPs do Calor.

60 4000
—61(t) —ui(t)
—6s(t) 3000 /\ — ()
50 7o S —
2000
40 ’ A~
m—— —_ 1000 — —
\/ J N—"
30 0
0 100 200 300 0 100 200 300
Time [sec] Time [sec]

(a) Histdrico de agdes. (b) Histérico de payoffs.

Figura 3. (a) histérico de ac¢des e (b) histérico de payoffs para
J1 e J2. As linhas tracejadas representam os valores do
Equilibrio de Nash, O] = 43.33 e ©5 = 36.67 (with

6. CONCLUSAO

Este artigo introduziu uma abordagem via busca extremal e
controle de fronteira para calcular de forma distribuida o equi-
librio de Nash em duopdlios ndo-cooperativos com funcdes
de payoff quadraticas desconhecidas em um cendrio em que
as acdes dos jogadores sdo propagadas através de EDPs de
calor distintas. Dessa forma, qualquer jogador pode atingir de
forma estdvel seu equilibrio de Nash medindo apenas o valor
de sua funcdo de payoff (nenhuma outra informacao sobre o
jogo ¢é necessdria). A estabilidade local e a convergéncia sido
garantidas por meio da teoria da média em dimensdo infinita
e andlise de pequenos ganhos para cascatas de EDOs-EDPs.
Simula¢des conduzidas para um jogo de dois jogadores sob
EDPs de calor com coeficientes de difusdo distintos ilustram
os resultados tedricos apresentados.
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oy (x,t) ai(z,t)

300 300

(a) ParAmetro ©1(t) (vermelho) convergindo para um residuo O(|a|+ (b) ParAmetro 61(¢) (preto) convergindo para um residuo
1/w) da vizinhanga de ©7 (tracejado-verde) de acordo com (58). O(lalemax(Pi)Vw/2 4 1/w) da vizinhanca de 67 (tracejado-
verde) de acordo com (57).

042(587 t)
60

50

40 -

300 300

(c) ParAmetro ©2(t) (vermelho) convergindo para um residuo O(|a|+ (d) ParAmetro 62(t) (preto) convergindo para um residuo
1/w) da vizinhanga de ©} (tracejado-verde) de acordo com (58). O(lalemax(Pi)Vw/2 4+ 1/w) da vizinhanca de 63 (tracejado-
verde) de acordo com (57).

Figura 4. Evolugéo do estado de dimensdo infinita o (z,t) e as(x,t) das EDPs do Calor em jogo do tipo duopdlio com atuagio

de fronteira de tipo Dirichlet: de oy (D1,t) =61 (¢) a a1(0,t) =01 (¢), com Dy =1 para o jogador J1 e de ay(D2,t) =605(t)
a ag(0,t)=04(t), com Dy =3 para o jogador J2.
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