Otimizacao Global para os Problemas de Reducédo #, de Modelos e Reducao

H, da Ordem do

Edvaldo Assuncaor
edvaldo@dee.feis.unesp.br

Controlador

PedroL. D. Peres+
peres@dt.fee.unicamp.br

*Universidade Estadual Paulista, DEE/FEIS/UNESP
CP 31, 15.385-000 - Ilha Solteira — SP — Brasil
** Universidade Estadual de Campinas, DT/FEEC
CP 6101, 13.081-970 - Campinas - SP — Brasil

RESUM O Algoritmoshbranch and bound séo propostos para re-
solver os problemas de rediecH, de modelos e red@o #-

da ordem do controlador, com condé&s que asseguram a con-
vergéncia dos algoritmos paradaiirno global em tempo finito.

Os limitantes inferior e superior utilizados no procedimento de
otimiza@o 10 obtidos atra®s de problemas descritos na forma
de desigualdades matriciais lineares. Exemplos ilustram os re-
sultados.

Palavras chaves: redu@o de modelos, norm#,, Branch and
Bound, otimizaéo global, desigualdades matriciais lineares.

ABSTRACT A branch and bound algorithm is proposed to sol-
ve the?{;-norm model reduction problem and th&-norm con-
troller reduction problem, with conditions assuring convergence
to the global optimum in finite time. The lower and upper bounds
used in the optimization procedure are obtained through linear
matrix inequalities formulations. Examples illustrate the results.

Keywords: Model Reduction,{ Norm, Branch and Bound,
Global Optimization, Linear Matrix Inequalities.

1 INTRODUCAO

O problema de red@o de modelos tem recebido grande gdenc
durante asiltimas t€s dcadas. De fato, um modelo reduzido
gue aproxime bem uma planta de alta ordemduito importante
para propsitos relacionados ao projeto de controladores. Mo-
delos de baixa ordemae™mais &ceis de se analisar e podem
ser implementados como controladores digitais em problemas
praticos, vide por exemplo (Joshi and Kelkar, 1998).

Muitos métodos de reddm de modelos aparecem na litera-
tura. Os que mais causaram impacto foram etadd da
realiza@o balanceada (Moore, 1981) e etmdo da norma Han-

kel (Glover, 1984), que basicamente eliminam os estados me-

los métodos de otimizgm baseados em Desigualdades Matri-
ciais Lineares - LMIs (do in@l§, Linear Matrix Inequalities)
acopladas, usando as normiése H., como crigrio de desem-
penho. Coma bem conhecido, LMIs podem ser resolvidas por
algoritmos de caractesticas polinomiais de convergCia, alta-
mente eficientes ((Gahinet et al., 1995), (Gahinet and Nemirovs-
kii, 1994)). Contudo, as formulaes propostasa® 80 lineares
mas, em geral,a expressas na forma de Desigualdades Matri-
ciais Bilineares - BMIs (do ing$,Bilinear Matrix Inequalities),
sendo resolvidas por algoritmos queonjossuem conveggcia
assegurada ( (Assuhc e Peres, 1998a), (Ass@acand Pe-
res, 1998b), (Assyi@do and Peres, 1998c), (Asséoncand Pe-
res, 1999b), (Grigoriadis, 1997), (Helmersson, 1994), (Valentin
and Duc, 1997)).

O algoritmo branch and bound tem sido utilizado para
otimiza@o global de alguns problemas de controle (VanAntwerp
et al., 1997), (VanAntwerp and Braatz, 2000). Apesar de algu-
mas vezes demandar um elevado esf@e@mputacional, o al-
goritmo branch and bound obtm a solyéo global em tempo
finito (Balakrishnan and Boyd, 1992). Aed principal do algo-
ritmo consiste em subdividir o espaparanetrico enquanto os
limitantes superior e inferior paraatimo global 6 calculados,
usando uma helsfica para a diviesd.

Neste trabalhog ‘proposto um algoritmdranch and bound
para resolver o problema de redoc, de modelos linea-
res conthuos no tempo (Assygao, 2000), (Assurdo and Pe-
res, 1999a). Utilizando represeriacem espar de estados,

a minimizaé&o da norma#., do erro entre o modelo origi-
nal e o reduzido pode ser formulada como um problema de
otimiza@o na forma de BMIs. Para impor um limite para as va-
riaveis matriciais utiliza-se uma relg@acretangular da regd
factivel (ndo convexa). & mostradas condies que asseguram

a converghcia do algoritmo para otimo global em tempo fi-

nos significativos (associados aos menores valores singulares dit0. Aproveitando-se esta estrutueapfoposto um rtodo de

chamada realiz@o balanceada) para obter o modelo reduzido.
Contudo, essess nmetodos de otimizgo local.

Mais recentemente, esi"sendo usados para redaale mode-
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reduéo H, da ordem do controlador distinto das form@es
existentes na literatura (VanAntwerp et al., 1997), (Balakrishnan
and Boyd, 1992). Esta metodologia possibilita encontrar um
controlador de ordem reduzida que objetiva aproximar o desem-
penho obtido com o controlador de alta ordeag nfiportando a
técnica utilizada no projeto original do controlador. Neste caso,
a norma#, é utilizada como medida do desempenho do pro-
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> AB,C > |H(s)|2=®= min Tr(R)
R CP
s.a { ~ ] >0
P y(t) =y (t) pct P
A AP+ PA" B
- <
PP B <0 o
P>0
> ATIBTICT >
yr(t)
Note que a exigticia deP” > 0 satisfazendo (3 Uma condiao
necesafia e suficiente para a estabilidadedde, por conseguin-
Figura 1: Diagrama de blocos do erro de rethic te, para a estabilidade dee deA,.
Particionando-se a matr2 na forma
cedimento de red@o. Alguns exemplosa® apresentados para Py P
. § P = ' (4)
ilustrar os netodos propostos. Pl Py

2 FORMULACAO DA REDUCAO #, DE MO- comPy; € R, Py, e R"" e P, e R, tem-se
DELOS

) o ) . ® =min Tr(R)
A norma?, do sistema diafmico estritamente pprio H(s), -

c R * *
estvel, representado na forma de egpde estadogA, B, C),
p ’Spd SA ) S.a PHC’ - P12C;, P11 * Z 0
#(t) = Ax(t) + Bu(t) | PIC" = PnCp Py Py
y(t) = Cxz(t) APy, + P A * *
Arpllz + P1I2AI ATP22 + P22A;, * < 0
nxn nxm pxn B’ B’ —|
sendodA € R, B e R eC € R, supostamen- L T
te conhecidas, pode ser obtida agswdo seguinte problema de [ Pi1 P 0 5
otimiza@o, descrito na forma de LMIs (Boyd et al., 1994): | Py P > )
|H(s)|[3 = min Tr(R) sendo que£” denota elemento sigtfico da matriz.
R CP . .
s.a PC' P >0 Para uma ordem fixa para o modelo reduzido, as \&réis do
, problemaad A,, B,, C,, P e R, produzindo os termos bilinea-
{ AP +/PA B } <0 (1) resPi2Al, P AL, P15C), Pa2C). O problema de red@o de
B -] modelosotimo es# descrito na forma de BMIs. Na gec5,¢é
P>0 proposto um algoritmo de otimizaa global para este problema.
A matriz de transfeficia do sistema dada poil (s) = C'(sl — 3 REDUGCAO #H, DA ORDEM DO CONTRO-
A)iB. LADOR

O problemadtimo de redy&o 7. da ordem do controlador pode
ser assim formulado: encontre um controlador com ordem
n, com represent@o em espacde estadogA ., B,.,C).)

O problemaotimo de redy@o #, de modelos pode ser assim
formulado: encontre um sistema @&l com ordenr < n e
com represent@o no espagrde estadogA,., B,., C,.)

ir(t) = Apz,(t) + Bou(t) ir(t) = Apze(t) + By(t)
ye(t) = Crz,(t) u(t) = Crap(t)
sendod, e R™", B, e R"™*™eC, ¢ R”*" talqueanorma  sendod, e R™", B, e R”™ eC, € R”"", tal que a norma
‘H> do modelo do erro de redéec, dado por ‘H» do modelo do erro entre o sistema realimentado pelo contro-
lador original de ordent e o sistema controlado pelo controla-
ils A 0 | B dor de ordem reduzida de ordetrdado por
= = = 0 Ay B, (2)
¢|D A -BC, O 0 |B
ilB B,C A 0 0 0
seja minimizada. —+——| = 0 0 A -BC,|B (6)
¢|p 0 0 B.C A 0
A figura 1 mostra o diagrama de blocos do modelo do erro de - "
reduco. c o -¢ 0 |oO

De (1) e (2), anorm&{», do modelo do erro de redéc pode ser seja minimizada. A equao (6) representa o modelo do erro de
obtida como redu@o entre o sistema realimentado pelo controlador original,
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u(t) JT, ABC ()
Ap,B.Cr, <
+Y y(t) — yr(t)
ﬁjL ABC ()
ATIBTICT <

Figura 2: Diagrama de blocos do modelo do erro de j@dula
ordem do controlador: os parietros da plantas™, B, C, do
controlador original a6 Ay, By, C}, € do controlador reduzido
sd0A,, B, C,.

dado por
ai] = Lote A6 ][]
w0 - to o]

(7)
e o sistema realimentado pelo controlador de ordem reduzida,
dado por

H((%] N {ch ﬁ?“ff@)}*[g]““)
w0 = e o[ 2]

Os estados do controlador originalsfepresentados poy; ().

A figura 2 mostra o diagrama de blocos do modelo do erro de
redu@o do controlador. De maneira similardesenvolvida na
se@o 2, utilizando-se as equiEs (3) e (6) e particionando-se a
matriz P na forma

Pll
Py
Py

P12
P22
Py

P13
P23
P33

P =

comPy; € R(n—i—k)x(n—i—k) Py € R(n—i—k)xn Py € Rnxn

Py e R P e R™ Py € R™", tem-se (8), sendo
queAy, By, C'y sdo os paaimetros do sistema realimentado pelo
controlador original, dado em (7), ou seja,

A_| A -BG
F=| BL.C Ay
B
5=|5 ]
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Cr=[C 0]

Note que o problema (8) estlescrito na forma de BMis e ser’
proposto neste trabalho umetodo de otimizgo global para o
problema.

4 O ALGORITMO BRANCH and BOUND

O algoritmobranch and bound & uma &cnica de otimizgio glo-
bal que pode ser aplicada em problemas NP-hard, encontrando

o minimo global de uma fuim réo convexd : R’ — R sobre
um hiper-rethguloQ de dimenad!. O hiper-retihgulo€ itera-
tivamente dividido a’que ootimo global seja obtido com dada
precigioe.

De acordo com (Goh et al., 1994), cetodobranch and bound

pode ser interpretado como uma maneira conveniente de gerar
divisbes iterativas no espaae busca que utiliza limites supe-
riores e inferiores para refinar progressivamentaaas de inte-
resse, evitando que todo o espde busca seja investigado. Este
procedimento termina quando a diferamntre o limite superior

e o inferioré menor que.

O algoritmo branch and bound & ilustrado na figura 3, (ve-
ja (Ryoo and Sahinidis, 1995) para detalhes). Primeian, s~
determinadas uma fyéo relaxaéo inicial L; e uma funéo
restricio inicial U; contendo a furéo objetivo @io convexar’,
como ilustrado na figura 3(a). Essas foes devem ser deter-
minadas de forma a garantir que animo global da fun&o
restrid@o seja maior que o mimo global da fungo rdo con-
vexa e que o miimo global da fun&o relaxaéo seja menor que
o minimo global da fun&o rdo convexa. O domio factivel &
enfio dividido em duas subreggS a direita ea’ esquerda do pon-
to de divigio (SP) e novos limites inferioreé{, L3) e limites
superioresl(,, Us3) sdo calculados. Se o valonnimo do limite
inferior for maior que o valor mmimo de qualquer limitante su-
perior, essa regd deve ser descartada poistorio global r@o
pertence a essa regi. A figura 3(b) ilustra este procedimento,
neste caso, o valorimmimo do limitante inferiot 3, indicado por
L, & maior que o valor mimo do limitante superiol/,, indica-
do porU. A figura 3(c) ilustra a regié descartada. A seguir, a
regido factvel & dividida (figura 3(d)) e o procedimengarépe-
tido a& que a diferefeentre os limites superior e inferior sejam
menor que. O algoritmaobranch and bound proposto neste tra-
balho envolve a constréio de umafvore de busca com proble-
mas de otimizgio descritos na forma de LMIs em caas(a$sas
LMIs serao descritas na s&co 5). Apesar das LMIs serem efi-
cientementes resolvidas, a manip@ado hiper-retfiguloQ re-
guer uma heustica com a qual espera-se reduziuonero total
de operages para resolver o problema, quando comparado com
a divisdo exaustiva do hiper-mgulo (para maiores detalhes vi-
de (Balakrishnan and Boyd, 1992)). A seg@irapresentado o
algoritmobranch and bound, sendo que os limitantes superior e
inferior para o problema de redaw? ., de modelos comiuos
seldo apresentados na, &ecd.

O Algoritmo Branch and Bound

Na seguinte desci@o, k denota andice dak-ésima iterg@o, L,
denota a lista de hiper-@igulos ativos n&-ésima iterago, Q;

€ oi-ésimo hiper-regiigulo pertencente a lisi&, (subdivisies
do hiper-reihguloinicialQ), ® ,(Q;) denota o limitante inferior
doi-ésimo hiper-rethgulo,®;(Q;) denota o limitante superior
doi-ésimo hiper-rethgulo ec > 0 & a preciad especificada.

95



®=min Tr(R)

R
Py Cl = PiyC
P[,C% — Py C'
| P30 — P Cf

s.a

L B
Py Pi» Pi3
P/, Py P

| Pis P33 D3

 Objetivo Limite superior
1

Nao convexo

Limite inferior

AfPH + PHAIf

C;Piy — CPl, CjPis—CPs
Py Prs
P, Py
Py Py

>0

Objetivg

AfP12 + P12Al - P130;.Bl
AP{, — BC,P3 + P[,A} APy — BC, Py + Py A' — Po3CB'  APy3 — BC,Psg + PyC'B) + Py3 A, B
B, CPy + ApPi3 + P3A} B.CPyy + Ay Py + Py A' — P33CiB' B.CPa3 + Ap P33 + Py3C'By + P33 A 0 | =

Bl

(@) Variavel Variavel

Objetivo

/
\ 7
Poda
A\ 7/
\ L7 Subdivide
\ e Regiéo
Sl descartada

(©) Variavel (d)

Figura 3: Interpretgimo gifica do algoritmdoranch and bound.

CyPis — CPas

>0

Afplg +P120IB;,+P13A;, Bf
<0
0 —I

(8)

1 Faga: k=0, Lo = {Q}, Lo = ®1(Q), Up = ¢ (Q).

2. Repita {
R1. selecione Q; € Ly tal que ®1,(Q;) = Ly;
R2. divida Q; ao longo de seu maior lado e cologque
enQreQrr,
R3. Liy1 := (L, —{Q:}) U{Qr, Qrr};
R4. Ly :=ming,ec, ., Pr(Q:);
R5. Ug41 1= ming,ec,,, Puv(Qi);
R6. k:=k+ 1.
YateU, — Ly, <e.

Note que, no itenR3, o hiper-retihguloQ; dos itensR1 e R2

é removido da listaC;, enquanto que as duas novas paeg
sdo adicionadas. A cada iteax; novos limitantes inferiores e
superiores @ obtidos nos itenB4 e R5, respectivamente. A
cada itera@o, a poda pode ser realizada eliminando-se da lista
Ly, 0s hiper-redhgulosQ; € L que satisfagm

®..(Q;) > U

0 que reduz a quantidade de nm@ma computacional necessa
para o algoritmo operar.

A seguir, apresentam-se os limitantes superior e inferior do pro-
blema de redo 7, de modelos que satisfazem as cQide
necesafias para que o algoritmo convirja paraitinio global

em um tempo finito.

5 REDUCAO #, DE MODELOS CONTINUOS

5.1 Limitante Superior

Considere o problema de re@au , de modelos comtuos for-
mulado na sgio 2 pela equd@o (5), um limitante supericb
para a norméi. (ao quadrado) do erro de reducpode ser ob-
tido fixando-sed, = A, e C, = C, em (5), istoe’

&y =min Tr(R)

R * *
s.a PHCI - Plzé;q P11 * Z 0
LP{QC'—PMQC P, P» J
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APy + Py A AP, + PpA. B ]
A,.Ply + PlyA" APy + PypA, B, | <0
[ B’ B, I J
Py

{ Py
Py,

oo

Note que, fixando-sd, = 4, e C, = C, em (9), uma restrio
foi imposta em@ implicando que
'I)U(Araér) > (I)(AT,CT)EQ (10)
Uma observgio importante aqué que (9)e” um problema de
otimiza@o descrito na forma de LMIs que pode ser eficiente-

mente resolvido por procedimentos rencos de caractesticas
polinomiais de convewyicia (Gahinet et al., 1995).

5.2 Limitante Inferior

Um limitante inferior para o problema de reéacH > de mo-
delos formulado pela equaa (5) pode ser obtido atras’da
relaxa@o das restries, criando-se novas vaveis que repre-
sentem os termos bilineares, ou seja, defininddse= C,. P/,
Wy = CrPyy, W3 = Pio Al e W, = A, P> na equago (5),
obtendo-se

&7 = min Tr(R)
[ R Cpll — W1 X
s.a PC' W] P, * >0
| P{,C' =W P, Pys
[ AP11 + P11AI AP12 + W3 B
Wi+ P{, A’ Wy+W, B, | <0
B B -l
[ P11 Py
>0 11
| Pl P (1)

Claramente, a equao (11) representa um problema relaxado
guando comparado com a eq@ag5), implicando que

®a,,00e0 > PL (12)

Assim como o limitante superior, o limitante inferior dado por
(11), € um problema de otimizao via LMI que pode ser efi-
cientemente resolvido.

5.3 Construcao de Q

O problema de red@o 7. de modelos ad impie restribes
naturaisas varéveis do problema, quas©os elementos das ma-
trizesA,, B,, C., R, P, Wy, W5, W3 e W,. Para construir a
regido de busca, definida pelo hiperamguloQ, uma nova re-
giao relaxada pode ser obtida resolvend@®&e problemas de
otimiza@o via LMIs, sendadV; o nimero total de vaaveis (veja

(Maranas and Floudas, 1997) para mais detalhes). Denotando

N, L, ..
x € R o vetor de todas as vanéis matriciais (excetd, e
C,), resolva

min T;
s.a (12)

Z:].,...,Nt

P " >~ _  Relaxa@o convexa retangular

N
N
N
\
\

Relaxg@o convexa
\
\}

Regio rdo convexa \

Figura 4: Regiés factveis.

max Z;
(11)
1= 1, ey Nt

S.a

Com este procedimento a@bti-se,

N,
Tmin <2 < Tmaz reR™

Os valores raximo e mhimo dos elementos da matrizds e
C,. sdo obtidos em furimo dos vetores,,in € Tmaz-

Apenas para ilustrar, a figura 4 mostra umaaegio convexa
factivel, a sua relax@o convexa e a relaxao convexa retangu-
lar obtida ddzin, Zmaz]-

5.4 Analise da Convergéncia

Para que o algoritmioranch and bound minimize ® & necesafia
a exis€ncia de duas fues,® 1, e &, sobre a re@id Q, tal que
as seguintes condies sejam satisfeitas:

C1l. &5 &€ um limitante inferior @ um limitante superior para
d, istoé,

&, << Py
para todo hiper-ratfiguloQ.

C2. Seja SizeQ) o comprimento do maior lado do hiper-
reinguloQ. Quando Sized) — 0, Py (Q) — ¢1(Q) — 0
uniformemente, iste,V e > 034§ > 0, tal que,

SizgQ) <5 = By(Q) - 8.(Q) <e

Claramente®;, e 1y definidos nas equaes (11) e (9) satisfa-
zem as conditesC1 e C2. A condidoC1 segue imediatamente
das equgles (10) e (12); se o0 maior lado dké iterativamen-
te reduzido pelo algoritmo, a condwC2 tamkem é satisfeita.
Assim, as conditesC1 e C2 sdo satisfeitas e portanto, o algo-
ritmo converge para otimo global em um tempo finito (veja
(Balakrishnan et al., 1991)).
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6 REDUCAO #, DA ORDEM DO CONTRO-
LADOR

Nesta se@io sedd apresentados os limitantes superior e inferior
para o problema de rediie?, da ordem do controlador que
resolvem o problema utilizando o algoritrboanch and bound
mostrado na séo 4.

6.1 Limitante Superior

Considere o problema de re@uct{, da ordem do controlador
formulado na sgio 3 pela equ@o (8), um limitante superior
& para a normédi, (ao quadrado) do erro de re@ucpode
ser obtido fixando-sel, = A,, B, = B, eC, = C, em (8),
resultando (13).

Note que, fixando-sd, = A,, B, = B, eC, = C, em (13),
uma restrj@o foi imposta en implicando que

N

oy (Ar, By, Cr) > 84, 5,000 (14)
Neste caso, (13 Um problema de otimizao descrito na forma
de LMIs que pode ser eficientemente resolvido.

6.2 Limitante Inferior

Um limitante inferior para o problema de reéact{, da or-
dem do controlador formulado na,&ec3 pela equé@o (8) po-

de ser obtido atras da relaxgo das restries, criando-se
novas varveis que representem os termos bilineares, ou seja,
definindo-séV, = BC,P{;, Wy = BC, P35, W3 = B,CP),,

Wy = A Pl3, Ws = B.CPay, W = A, Py;, W7 = P33C.B’,

Ws = B,.CPy3 €Wy = A, P33 na equago (8), obtendo-se (15).

Claramente, a eqyao (15) representa um problema relaxado
guando comparado com a eq@ag¢8), implicando que

®(a,,B,,cr)e0 = PL (16)
Aqui tamkem, o limitante inferior dado por (153,um problema
de otimizaéo via LMI que pode ser eficientemente resolvido.

6.3 Construcéo de Q

Assim como no caso de reda@H > de modelos, o problema de
reduéo?{, da ordem do controladoaimpe restries natu-
raisas varéveis do problema, quas©s elementos das matrizes
A,, B,, C,., R, P, Wy, Wy, W3, Wy, W5, Ws, Wr, Wg € Wj.
Para construir a regd de busca, definida pelo hiperaegulo
@, uma nova re@id relaxada pode ser obtida resolvend@/Se
problemas de otimiz&o via LMIs, sendaV; o nimero total de
variaveis. Denotanda € R™ o vetor de todas as vaniéis
matriciais (excetoi,., B, e C,.), resolva

min T;
s.a (15)
i=1,...,N,
max T;
s.a (15)
i=1,...,N,

98

Com este procedimento @bti-se,

N,
Tmin < T < Tmaz reR™

Os valores raximo e mhimo dos elementos da matrizés, B,
e (. sdo obtidos em fufio dos vetores,,;;, € Timaz-

6.4 Analise da Convergéncia

Claramente®, e ®;; definidos nas equaes (15) e (13) satis-
fazem as condiiesC1 e C2 mostradas na s&o 5.4, portanto o
algoritmo converge paraatimo global em um tempo finito.

7 EXEMPLOS NUMERICOS

Exemplo 1. O primeiro exemplo refere-seredy@o#, do mo-
delo de um sistema dado por:

a0 ] = [ Do [ o ]+
| S0 |

I (t)

y(t) [ 1.0000 —1.0000 ] | 717
2

(17)

O objetivoé obter um modelo de primeira ordem, isto- = 1.

A figura 5 mostra a evol@o dos limitantes inferior e superior da
funcdo @, equabes (11) e (9). Como pode ser notado, o algo-
ritmo necessitou d&0 iterades para reduzir a diferementre o
limitante superior e o inferior para menos qué% do limitante
superior. Para efeito de compgiaaccom os outros etodos de
redu@o de modelos, mostra-se na figura 5 a raiz quadrada dos
valores dos limitantes superior e inferior.

5

perior

w
o

w
T

N
o
T

Limitantes inferior e su

[
o
T

3‘0 40 50 60 70
Itera@es

80

Figura 5: Evolyéo dos limitantes inferior e superior (raiz qua-
drada) para a reqéo?, do modelo do exemplo 1.

O modelo reduzido resultanéedado por

—1.6648(t) + 1.0022u(t)

2.8323z(t)

A normaH, do modelo do erro de redac é 2.6610. Usan-
do a realizago balanceada (Moore, 1981), ebit'seH
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Figura 6: Super€ie da norm&{, do modelo do erro de regéic Figura 7: Curvas deél da norma#{, do modelo do erro de
(exemplo 1). redu@o do problema (exemplo 1). @irno global obtido pelo

algoritmobranch and bound & indicado por “+”".

4.1088 e utilizando o algoritmo de otimizao local descrito em
(Assun@o e Peres, 1998a) o modelo reduzido resultante propor- Pode-se notar que o valetirno da normé{, (indicado por “+”

cionou3.0632. Como esperado, o algoritnimanch and bound coincide com o valootimo obtido pelo algoritmdranch and
produziu melhor resultado que os outrostodos de otimizg@mo bound.

local.

Apenas para ilustr@o, neste caso, a nornié da diferena Exemplo 2. O segundo exemplo refere-aeedyé@o? . do mo-
entre o sistema original e o modelo reduzido de ordem 1 delo de um sistema de controle que neamttonstante a teag”™
pode ser diretamente calculada como mdeA,, B, e C,. na @Amina de aoc quente de uma aguina de lamingo (ve-
Fixando-seB,. = 1, o 6timo global da fun@o ® pode ser ob- ja (Dorf and Bishop, 1995) para detalhes). A faodle trans-
tido atra¥s da divisd exaustiva do domio paranetrico. A fi- feréncia do sistema dada por

gura 6 mostra a normé&; do modelo do erro de redéec co-

mo uma super€ie no espae do domhio paranetrico dado por 0.0350s + 0.0175

10 < 4, < 0,-10 < C, < 10. As curvas dewel danorma  C(8) =g e s o7 755 195,240 2855400175
‘H» do modelo do erro de redac esio mostradas na figura 7. (18
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O algoritmobranch and bound foi utilizado para se obter o mo-
delo reduzido. A figura 8 mostra a evgiiacdos limitantes infe-
rior e superior da furio ® (na verdade, mostra-se a raiz quadra-
da dos valores).
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Figura 8: Evolyéo dos limitantes inferior e superior (raiz qua-
drada) para a reqéo?, do modelo do exemplo 2.

O modelo reduzido obtido comatifmo global da norméi, do
erro de redy&o confinado no interval®.0557 < H, < 0.0616
(precisio abaixo dd0%) é:

—0.054z(t) + 0.0089u(t)

2.4781x(t)

Neste caso, ourhero total de iterdizs€ 17491. Este exemplo
mostra que o algoritmbranch and bound pode apresentar lenta
convergncia para problemas de alta ordem.

Exemplo 3. Este exemplo consiste na redod{, da ordem do
controlador, utilizando-se o algoritniboanch and bound propos-
to na se@o 6.

O modelo da planta dado por

9
$3+6s2+11s+6

G(s) =

A plantaé realimentada pelo controlador que tem o seguinte mo-
delo:

20.8

Cl) = 371522 + 745 1120

A funcdo de transfamicia do modelo do sistema realimentado
(planta e controladog ~

His)= 9s® + 1355 + 6665 + 1080
T $042155+175514 73555+1623.9952+1763.995 + 907.2

Utilizando-se o algoritmdranch and bound de redyé&o# , da

0.7 T

0.5

o
»
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o
N

0.1

Temapo (s)

Figura 9: Respostas impulsivas: do sistema realimentado com
o controlador original (*0”) e do sistema realimentado com o
controlador reduzido (“+”) (exemplo 3).
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Figura 10: Respostas ao degrau: do sistema realimentado com
o controlador original (*0”) e do sistema realimentado com o
controlador reduzido (“+") (exemplo 3).

sendo que o valastimo da normé» do erro de red o obtido
apds 105 iterades, f0i:2.92 x 10~2.

O modelo do sistema realimentado com o controlador de ordem
reduzidaotimo é dado por

9s 4+ 29.76

H,(s) =
(%) = 7793157 7 30,8457 7 42.385 1 25.29

A figura 9 mostra as respostas impulsivas do sistema realimen-
tado com o controlador original e do sistema realimentado com
o controlador reduzido.E interessante notar que, segundo 0s
resultados apresentados na figura 9 e segundo o atioo da
norma?{, do erro de reduio, o algoritmdoranch and bound
proporcionou um excelente resultado para a fadwte ordem

do controlador.

ordem do controlador para este sistema, obteve-se o seguinte

modelo reduzido do controlador:

0.6054

Cr(8) = 33075

A figura 10 mostra as respostas ao degrau do sitema original e o
reduzido. Embora o projeto de reducminimize a normai, 0
modelo reduzido em geral representa bem o modelo original em
diversos aspectos.
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8 CONCLUSOES

Um algoritmobranch and bound foi aplicado para o problema
de redyéao?, de modelos, com congbes que asseguram a con-
vergéncia para @timo global em um amero finito de itergies
(com dada precae). A principal caractastica e vantagem do
algoritmo proposto quando comparado com outros existentes *
a garantia de conveegtia para @timo global em um amero

finito de passos. A desvantagem reside no fato de que em proble-

mas com ordem elevada, a convargia pode tornar-se bastante
lenta. Tamem foi proposto um algoritmioranch and bound pa-

ra uma nova estrutura de projeto de controladores reduzidos e o0s

resultados apresentados mostraram a suaefiei”
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