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RESUMO Algoritmosbranch and bound são propostos para re-
solver os problemas de reduc¸ãoH2 de modelos e reduc¸ãoH2

da ordem do controlador, com condic¸ões que asseguram a con-
vergência dos algoritmos para o ´otimo global em tempo finito.
Os limitantes inferior e superior utilizados no procedimento de
otimizaç̃ao são obtidos atrav´es de problemas descritos na forma
de desigualdades matriciais lineares. Exemplos ilustram os re-
sultados.

Palavras chaves: reduç̃ao de modelos, normaH2, Branch and
Bound, otimizac¸ão global, desigualdades matriciais lineares.

ABSTRACT A branch and bound algorithm is proposed to sol-
ve theH2-norm model reduction problem and theH2-norm con-
troller reduction problem, with conditions assuring convergence
to the global optimum in finite time. The lower and upper bounds
used in the optimization procedure are obtained through linear
matrix inequalities formulations. Examples illustrate the results.

Keywords: Model Reduction,H2 Norm, Branch and Bound,
Global Optimization, Linear Matrix Inequalities.

1 INTRODUÇÃO
O problema de reduc¸ão de modelos tem recebido grande atenc¸ão
durante as ´ultimas três décadas. De fato, um modelo reduzido
que aproxime bem uma planta de alta ordem ´e muito importante
para prop´ositos relacionados ao projeto de controladores. Mo-
delos de baixa ordem s˜ao mais fáceis de se analisar e podem
ser implementados como controladores digitais em problemas
práticos, vide por exemplo (Joshi and Kelkar, 1998).

Muitos métodos de reduc¸ão de modelos aparecem na litera-
tura. Os que mais causaram impacto foram o m´etodo da
realizaç̃ao balanceada (Moore, 1981) e o m´etodo da norma Han-
kel (Glover, 1984), que basicamente eliminam os estados me-
nos significativos (associados aos menores valores singulares da
chamada realizac¸ão balanceada) para obter o modelo reduzido.
Contudo, esses s˜ao métodos de otimizac¸ão local.

Mais recentemente, est˜ao sendo usados para reduc¸ão de mode-
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los métodos de otimizac¸ão baseados em Desigualdades Matri-
ciais Lineares - LMIs (do inglˆes, Linear Matrix Inequalities)
acopladas, usando as normasH2 eH1 como critério de desem-
penho. Como ´e bem conhecido, LMIs podem ser resolvidas por
algoritmos de caracter´ısticas polinomiais de convergˆencia, alta-
mente eficientes ((Gahinet et al., 1995), (Gahinet and Nemirovs-
kii, 1994)). Contudo, as formulac¸ões propostas s˜ao não lineares
mas, em geral, s˜ao expressas na forma de Desigualdades Matri-
ciais Bilineares - BMIs (do inglˆes,Bilinear Matrix Inequalities),
sendo resolvidas por algoritmos que n˜ao possuem convergˆencia
assegurada ( (Assunc¸ão e Peres, 1998a), (Assunc¸ão and Pe-
res, 1998b), (Assunc¸ão and Peres, 1998c), (Assunc¸ão and Pe-
res, 1999b), (Grigoriadis, 1997), (Helmersson, 1994), (Valentin
and Duc, 1997)).

O algoritmo branch and bound tem sido utilizado para
otimizaç̃ao global de alguns problemas de controle (VanAntwerp
et al., 1997), (VanAntwerp and Braatz, 2000). Apesar de algu-
mas vezes demandar um elevado esforc¸o computacional, o al-
goritmo branch and bound obtém a soluc¸ão global em tempo
finito (Balakrishnan and Boyd, 1992). A id´eia principal do algo-
ritmo consiste em subdividir o espac¸o paramétrico enquanto os
limitantes superior e inferior para o ´otimo global são calculados,
usando uma heur´ıstica para a divis˜ao.

Neste trabalho, ´e proposto um algoritmobranch and bound
para resolver o problema de reduc¸ão H2 de modelos linea-
res cont´ınuos no tempo (Assunc¸ão, 2000), (Assunc¸ão and Pe-
res, 1999a). Utilizando representac¸ão em espac¸o de estados,
a minimizaç̃ao da normaH2 do erro entre o modelo origi-
nal e o reduzido pode ser formulada como um problema de
otimizaç̃ao na forma de BMIs. Para impor um limite para as va-
riáveis matriciais utiliza-se uma relaxac¸ão retangular da regi˜ao
factı́vel (não convexa). S˜ao mostradas condic¸ões que asseguram
a convergˆencia do algoritmo para o ´otimo global em tempo fi-
nito. Aproveitando-se esta estrutura, ´e proposto um m´etodo de
reduç̃aoH2 da ordem do controlador distinto das formulac¸ões
existentes na literatura (VanAntwerp et al., 1997), (Balakrishnan
and Boyd, 1992). Esta metodologia possibilita encontrar um
controlador de ordem reduzida que objetiva aproximar o desem-
penho obtido com o controlador de alta ordem, n˜ao importando a
técnica utilizada no projeto original do controlador. Neste caso,
a normaH2 é utilizada como medida do desempenho do pro-
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Figura 1: Diagrama de blocos do erro de reduc¸ão.

cedimento de reduc¸ão. Alguns exemplos s˜ao apresentados para
ilustrar os métodos propostos.

2 FORMULAÇÃO DA REDUÇÃO H2 DE MO-
DELOS

A normaH2 do sistema dinˆamico estritamente pr´oprio H(s),
estável, representado na forma de espac¸o de estados(A, B, C),

_x(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)

sendoA 2 R
n�n

, B 2 R
n�m

e C 2 R
p�n

, supostamen-
te conhecidas, pode ser obtida atrav´es do seguinte problema de
otimizaç̃ao, descrito na forma de LMIs (Boyd et al., 1994):

kH(s)k22 = min Tr (R)

s:a

�
R CP

PC 0 P

�
� 0�

AP + PA0 B

B0 �I

�
� 0 (1)

P > 0

A matriz de transferˆencia do sistema ´e dada porH(s) = C(sI�
A)�1B.

O problema ´otimo de reduc¸ãoH2 de modelos pode ser assim
formulado: encontre um sistema est´avel com ordemr < n e
com representac¸ão no espac¸o de estados(Ar, Br, Cr)

_xr(t) = Arxr(t) +Bru(t)

yr(t) = Crxr(t)

sendoAr 2 R
r�r

, Br 2 R
r�m

eCr 2 R
p�r

, tal que a norma
H2 do modelo do erro de reduc¸ão, dado por

"
~A ~B

~C ~D

#
=

2
64
A 0 B

0 Ar Br

C �Cr 0

3
75 (2)

seja minimizada.

A figura 1 mostra o diagrama de blocos do modelo do erro de
reduç̃ao.

De (1) e (2), a normaH2 do modelo do erro de reduc¸ão pode ser
obtida como

kH(s)k22 = � = min Tr (R)

s:a

�
R ~CP

P ~C 0 P

�
� 0

�
~AP + P ~A0 ~B

~B0 �I

�
� 0 (3)

P > 0

Note que a existˆencia deP > 0 satisfazendo (3) ´e uma condic¸ão
necess´aria e suficiente para a estabilidade de~A e, por conseguin-
te, para a estabilidade deA e deAr.

Particionando-se a matrizP na forma

P =

�
P11 P12
P 012 P22

�
(4)

comP11 2 R
n�n

, P22 2 R
r�r

eP12 2 R
n�r

, tem-se

� = min Tr (R)

s:a

2
4 R � �

P11C
0 � P12C

0

r
P11 �

P 012C
0 � P22C

0

r
P 012 P22

3
5 � 0

2
4 AP11 + P11A

0 � �

ArP
0

12 + P 012A
0 ArP22 + P22A

0

r
�

B0 B0
r

�I

3
5 � 0

�
P11 P12
P 012 P22

�
> 0 (5)

sendo que “�” denota elemento sim´etrico da matriz.

Para uma ordemr fixa para o modelo reduzido, as vari´aveis do
problema s˜aoAr,Br,Cr , P eR, produzindo os termos bilinea-
resP12A0r, P22A

0

r
, P12C 0r, P22C

0

r
. O problema de reduc¸ão de

modelos ´otimo está descrito na forma de BMIs. Na sec¸ão 5,é
proposto um algoritmo de otimizac¸ão global para este problema.

3 REDUÇÃO H2 DA ORDEM DO CONTRO-
LADOR

O problema ´otimo de reduc¸ãoH2 da ordem do controlador pode
ser assim formulado: encontre um controlador com ordemr <

n, com representac¸ão em espac¸o de estados(Ar,Br,Cr)

_xr(t) = Arxr(t) +Bry(t)

u(t) = Crxr(t)

sendoAr 2 R
r�r

, Br 2 R
r�m

eCr 2 R
p�r

, tal que a norma
H2 do modelo do erro entre o sistema realimentado pelo contro-
lador original de ordemk e o sistema controlado pelo controla-
dor de ordem reduzida de ordemr, dado por

"
~A ~B

~C ~D

#
=

2
6666664

A �BCk 0 0 B

BkC Ak 0 0 0
0 0 A �BCr B

0 0 BrC Ar 0

C 0 �C 0 0

3
7777775

(6)

seja minimizada. A equac¸ão (6) representa o modelo do erro de
reduç̃ao entre o sistema realimentado pelo controlador original,
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Figura 2: Diagrama de blocos do modelo do erro de reduc¸ão da
ordem do controlador: os parˆametros da planta s˜aoA, B, C, do
controlador original s˜aoAk, Bk, Ck e do controlador reduzido
sãoAr,Br,Cr .

dado por�
_x(t)

_xk(t)

�
=

�
A �BCk

BkC Ak

��
x(t)

xk(t)

�
+

�
B

0

�
u(t)

y(t) =
�
C 0

� � x(t)

xk(t)

�
(7)

e o sistema realimentado pelo controlador de ordem reduzida,
dado por

�
_x(t)

_xr(t)

�
=

�
A �BCr

BrC Ar

� �
x(t)

xr(t)

�
+

�
B

0

�
u(t)

y(t) =
�
C 0

� � x(t)

xr(t)

�

Os estados do controlador original s˜ao representados porxk(t).
A figura 2 mostra o diagrama de blocos do modelo do erro de
reduç̃ao do controlador. De maneira similar `a desenvolvida na
seç̃ao 2, utilizando-se as equac¸ões (3) e (6) e particionando-se a
matrizP na forma

P =

2
4 P11 P12 P13
P 012 P22 P23
P 013 P 023 P33

3
5

comP11 2 R
(n+k)�(n+k)

, P12 2 R
(n+k)�n

, P22 2 R
n�n

,
P13 2 R

(n+k)�r
,P23 2 R

n�r

eP33 2 R
r�r

, tem-se (8), sendo
queAf ,Bf ,Cf são os parˆametros do sistema realimentado pelo
controlador original, dado em (7), ou seja,

Af =

�
A �BCk

BkC Ak

�

Bf =

�
B

0

�

Cf =
�
C 0

�

Note que o problema (8) est´a descrito na forma de BMIs e ser´a
proposto neste trabalho um m´etodo de otimizac¸ão global para o
problema.

4 O ALGORITMO BRANCH and BOUND
O algoritmobranch and bound é uma técnica de otimizac¸ão glo-
bal que pode ser aplicada em problemas NP-hard, encontrando
o mı́nimo global de uma func¸ão não convexaf : R

l

! R sobre
um hiper-retânguloQ de dimens˜aol. O hiper-retânguloé itera-
tivamente dividido at´e que o ´otimo global seja obtido com dada
precisão�.

De acordo com (Goh et al., 1994), o m´etodobranch and bound
pode ser interpretado como uma maneira conveniente de gerar
divisões iterativas no espac¸o de busca que utiliza limites supe-
riores e inferiores para refinar progressivamente as ´areas de inte-
resse, evitando que todo o espac¸o de busca seja investigado. Este
procedimento termina quando a diferenc¸a entre o limite superior
e o inferioré menor que�.

O algoritmo branch and bound é ilustrado na figura 3, (ve-
ja (Ryoo and Sahinidis, 1995) para detalhes). Primeiro, s˜ao
determinadas uma func¸ão relaxac¸ão inicial L1 e uma func¸ão
restriç̃ao inicialU1 contendo a func¸ão objetivo não convexaF ,
como ilustrado na figura 3(a). Essas func¸ões devem ser deter-
minadas de forma a garantir que o m´ınimo global da func¸ão
restriç̃ao seja maior que o m´ınimo global da func¸ão não con-
vexa e que o m´ınimo global da func¸ão relaxac¸ão seja menor que
o mı́nimo global da func¸ão não convexa. O dom´ınio factı́vel é
então dividido em duas subregi˜oes,à direita eà esquerda do pon-
to de divisão (SP) e novos limites inferiores (L2, L3) e limites
superiores (U2; U3) são calculados. Se o valor m´ınimo do limite
inferior for maior que o valor m´ınimo de qualquer limitante su-
perior, essa regi˜ao deve ser descartada pois o ´otimo global não
pertence a essa regi˜ao. A figura 3(b) ilustra este procedimento,
neste caso, o valor m´ınimo do limitante inferiorL3, indicado por
L, é maior que o valor m´ınimo do limitante superiorU2, indica-
do porU . A figura 3(c) ilustra a regi˜ao descartada. A seguir, a
região fact´ıvel é dividida (figura 3(d)) e o procedimento ´e repe-
tido até que a diferenc¸a entre os limites superior e inferior sejam
menor que�. O algoritmobranch and bound proposto neste tra-
balho envolve a construc¸ão de uma ´arvore de busca com proble-
mas de otimizac¸ão descritos na forma de LMIs em cada n´o (essas
LMIs serão descritas na sec¸ão 5). Apesar das LMIs serem efi-
cientementes resolvidas, a manipulac¸ão do hiper-retˆanguloQ re-
quer uma heur´ıstica com a qual espera-se reduzir o n´umero total
de operac¸ões para resolver o problema, quando comparado com
a divisão exaustiva do hiper-retˆangulo (para maiores detalhes vi-
de (Balakrishnan and Boyd, 1992)). A seguir, ´e apresentado o
algoritmobranch and bound, sendo que os limitantes superior e
inferior para o problema de reduc¸ãoH2 de modelos cont´ınuos
serão apresentados na sec¸ão 5.

O Algoritmo Branch and Bound

Na seguinte descric¸ão,k denota o ´ındice dak-ésima iterac¸ão,Lk
denota a lista de hiper-retˆangulos ativos nak-ésima iterac¸ão,Qi

é o i-ésimo hiper-retˆangulo pertencente a listaLk (subdivisões
do hiper-retângulo inicialQ),�L(Qi) denota o limitante inferior
do i-ésimo hiper-retˆangulo,�U (Qi) denota o limitante superior
do i-ésimo hiper-retˆangulo e� > 0 é a precis˜ao especificada.
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� = min Tr (R)

s:a

2
664

R CfP11 � CP 012 CfP12 � CP22 CfP13 � CP23
P11C

0

f
� P12C

0 P11 P12 P13
P 012C

0

f
� P22C

0 P 012 P22 P23
P 013C

0

f
� P 023C

0 P 013 P 023 P33

3
775 � 0

2
664

AfP11 + P11A
0

f
AfP12 + P12A

0 � P13C
0

r
B0 AfP13 + P12C

0B0
r
+ P13A

0

r
Bf

AP 012 �BCrP
0

13 + P 012A
0

f
AP22 �BCrP

0

23 + P22A
0 � P23C

0

r
B0 AP23 �BCrP33 + P22C

0B0
r
+ P23A

0

r
B

BrCP
0

12 +ArP
0

13 + P 013A
0

f
BrCP22 +ArP

0

23 + P 023A
0 � P33C

0

r
B0 BrCP23 +ArP33 + P 023C

0B0
r
+ P33A

0

r
0

B0
f

B0 0 �I

3
775 � 0

2
4 P11 P12 P13
P 012 P22 P23
P 013 P 023 P33

3
5 > 0 (8)

-

6

Não convexo

F
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L1
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U1

Objetivo
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-

6
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Figura 3: Interpretac¸ão gráfica do algoritmobranch and bound.

1. Faça: k = 0, L0 = fQg, L0 = �L(Q), U0 = �U (Q).

2. Repita f

R1. selecione Qi 2 Lk tal que �L(Qi) = Lk;

R2. divida Qi ao longo de seu maior lado e coloque
em QI e QII ;

R3. Lk+1 := (Lk � fQig)
S
fQI ;QIIg;

R4. Lk+1 := minQi2Lk+1
�L(Qi);

R5. Uk+1 := minQi2Lk+1
�U (Qi);

R6. k := k + 1.

g até Uk � Lk < �.

Note que, no itemR3, o hiper-retânguloQi dos itensR1 e R2
é removido da listaLk , enquanto que as duas novas partic¸ões
são adicionadas. A cada iterac¸ão, novos limitantes inferiores e
superiores s˜ao obtidos nos itensR4 e R5, respectivamente. A
cada iterac¸ão, a poda pode ser realizada eliminando-se da lista
Lk os hiper-retˆangulosQi 2 Lk que satisfac¸am

�L(Qi) > Uk

o que reduz a quantidade de mem´oria computacional necess´aria
para o algoritmo operar.

A seguir, apresentam-se os limitantes superior e inferior do pro-
blema de reduc¸ãoH2 de modelos que satisfazem as condic¸ões
necess´arias para que o algoritmo convirja para o ´otimo global
em um tempo finito.

5 REDUÇÃOH2 DE MODELOS CONTÍNUOS

5.1 Limitante Superior

Considere o problema de reduc¸ãoH2 de modelos cont´ınuos for-
mulado na sec¸ão 2 pela equac¸ão (5), um limitante superior�U

para a normaH2 (ao quadrado) do erro de reduc¸ão pode ser ob-
tido fixando-seAr = Âr eCr = Ĉr em (5), istoé

�U = min Tr (R)

s:a

2
4 R � �

P11C
0 � P12Ĉ

0

r
P11 �

P 012C
0 � P22Ĉ

0

r
P 012 P22

3
5 � 0
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2
4 AP11 + P11A

0 AP12 + P12Â
0

r
B

ÂrP
0

12 + P 012A
0 ÂrP22 + P22Â

0

r
Br

B0 B0
r

�I

3
5 � 0

�
P11 P12
P 012 P22

�
> 0 (9)

Note que, fixando-seAr = Âr eCr = Ĉr em (9), uma restric¸ão
foi imposta emQ implicando que

�U (Âr; Ĉr) � �(Ar;Cr)2Q (10)

Uma observac¸ão importante aqui ´e que (9)é um problema de
otimizaç̃ao descrito na forma de LMIs que pode ser eficiente-
mente resolvido por procedimentos num´ericos de caracter´ısticas
polinomiais de convergˆencia (Gahinet et al., 1995).

5.2 Limitante Inferior

Um limitante inferior para o problema de reduc¸ãoH2 de mo-
delos formulado pela equac¸ão (5) pode ser obtido atrav´es da
relaxaç̃ao das restric¸ões, criando-se novas vari´aveis que repre-
sentem os termos bilineares, ou seja, definindo-seW1 = CrP

0

12,
W2 = CrP22, W3 = P12A

0

r
e W4 = ArP22 na equac¸ão (5),

obtendo-se

�L = min Tr (R)

s:a

2
4 R CP11 �W1 �

P11C
0 �W 0

1 P11 �

P 012C
0 �W 0

2 P 012 P22

3
5 � 0

2
4 AP11 + P11A

0 AP12 +W3 B

W 0

3 + P 012A
0 W4 +W 0

4 Br

B0 B0
r

�I

3
5 � 0

�
P11 P12
P 012 P22

�
> 0 (11)

Claramente, a equac¸ão (11) representa um problema relaxado
quando comparado com a equac¸ão (5), implicando que

�(Ar;Cr)2Q � �L (12)

Assim como o limitante superior, o limitante inferior dado por
(11), é um problema de otimizac¸ão via LMI que pode ser efi-
cientemente resolvido.

5.3 Construção de Q

O problema de reduc¸ãoH2 de modelos n˜ao impõe restric¸ões
naturaisàs variáveis do problema, que s˜ao os elementos das ma-
trizesAr, Br, Cr, R, P , W1, W2, W3 eW4. Para construir a
região de busca, definida pelo hiper-retˆanguloQ, uma nova re-
gião relaxada pode ser obtida resolvendo-se2Nt problemas de
otimizaç̃ao via LMIs, sendoNt o número total de vari´aveis (veja
(Maranas and Floudas, 1997) para mais detalhes). Denotando
x 2 R

Nt o vetor de todas as vari´aveis matriciais (excetoAr e
Cr), resolva

min xi

s.a (11)

i = 1; : : : ; Nt

Região não convexa
A
A
AK

Relaxac¸ão convexaHHHj

Relaxac¸ão convexa retangularPPPPq

Figura 4: Regi˜oes fact´ıveis.

max xi

s.a (11)

i = 1; : : : ; Nt

Com este procedimento obtˆem-se,

xmin � x � xmax ; x 2 R
Nt

Os valores m´aximo e m´ınimo dos elementos da matrizesAr e
Cr são obtidos em func¸ão dos vetoresxmin exmax.

Apenas para ilustrar, a figura 4 mostra uma regi˜ao não convexa
factı́vel, a sua relaxac¸ão convexa e a relaxac¸ão convexa retangu-
lar obtida de[xmin; xmax].

5.4 Análise da Convergência

Para que o algoritmobranch and bound minimize� é necess´aria
a existência de duas func¸ões,�L e�U , sobre a regi˜aoQ, tal que
as seguintes condic¸ões sejam satisfeitas:

C1. �L é um limitante inferior e�U um limitante superior para
�, isto é,

�L � � � �U

para todo hiper-retˆanguloQ.

C2. Seja Size(Q) o comprimento do maior lado do hiper-
retânguloQ. Quando Size(Q)! 0, �U (Q)��L(Q)! 0

uniformemente, isto ´e,8 � > 0 9 � > 0, tal que,

Size(Q) � � ) �U (Q)� �L(Q) � �

Claramente,�L e�U definidos nas equac¸ões (11) e (9) satisfa-
zem as condic¸õesC1 eC2. A condiç̃aoC1 segue imediatamente
das equac¸ões (10) e (12); se o maior lado deQ é iterativamen-
te reduzido pelo algoritmo, a condic¸ãoC2 tambémé satisfeita.
Assim, as condic¸õesC1 e C2 são satisfeitas e portanto, o algo-
ritmo converge para o ´otimo global em um tempo finito (veja
(Balakrishnan et al., 1991)).
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6 REDUÇÃO H2 DA ORDEM DO CONTRO-
LADOR

Nesta sec¸ão serão apresentados os limitantes superior e inferior
para o problema de reduc¸ãoH2 da ordem do controlador que
resolvem o problema utilizando o algoritmobranch and bound
mostrado na sec¸ão 4.

6.1 Limitante Superior

Considere o problema de reduc¸ãoH2 da ordem do controlador
formulado na sec¸ão 3 pela equac¸ão (8), um limitante superior
�U para a normaH2 (ao quadrado) do erro de reduc¸ão pode
ser obtido fixando-seAr = Âr, Br = B̂r eCr = Ĉr em (8),
resultando (13).

Note que, fixando-seAr = Âr, Br = B̂r eCr = Ĉr em (13),
uma restric¸ão foi imposta emQ implicando que

�U (Âr; B̂r; Ĉr) � �(Ar;Br;Cr)2Q (14)

Neste caso, (13) ´e um problema de otimizac¸ão descrito na forma
de LMIs que pode ser eficientemente resolvido.

6.2 Limitante Inferior

Um limitante inferior para o problema de reduc¸ãoH2 da or-
dem do controlador formulado na sec¸ão 3 pela equac¸ão (8) po-
de ser obtido atrav´es da relaxac¸ão das restric¸ões, criando-se
novas variáveis que representem os termos bilineares, ou seja,
definindo-seW1 = BCrP

0

13, W2 = BCrP
0

23, W3 = BrCP
0

12,
W4 = ArP

0

13, W5 = BrCP22, W6 = ArP
0

23, W7 = P33C
0

r
B0,

W8 = BrCP23 eW9 = ArP33 na equac¸ão (8), obtendo-se (15).

Claramente, a equac¸ão (15) representa um problema relaxado
quando comparado com a equac¸ão (8), implicando que

�(Ar;Br;Cr)2Q � �L (16)

Aqui também, o limitante inferior dado por (15), ´e um problema
de otimizac¸ão via LMI que pode ser eficientemente resolvido.

6.3 Construção de Q

Assim como no caso de reduc¸ãoH2 de modelos, o problema de
reduç̃aoH2 da ordem do controlador n˜ao impõe restric¸ões natu-
raisàs variáveis do problema, que s˜ao os elementos das matrizes
Ar, Br, Cr , R, P , W1, W2, W3, W4, W5, W6, W7, W8 eW9.
Para construir a regi˜ao de busca, definida pelo hiper-retˆangulo
Q, uma nova regi˜ao relaxada pode ser obtida resolvendo-se2Nt

problemas de otimizac¸ão via LMIs, sendoNt o número total de
variáveis. Denotandox 2 R

Nt o vetor de todas as vari´aveis
matriciais (excetoAr, Br eCr), resolva

min xi

s.a (15)

i = 1; : : : ; Nt

max xi

s.a (15)

i = 1; : : : ; Nt

Com este procedimento obtˆem-se,

xmin � x � xmax ; x 2 R
Nt

Os valores m´aximo e m´ınimo dos elementos da matrizesAr,Br

eCr são obtidos em func¸ão dos vetoresxmin exmax.

6.4 Análise da Convergência

Claramente,�L e�U definidos nas equac¸ões (15) e (13) satis-
fazem as condic¸õesC1 e C2 mostradas na sec¸ão 5.4, portanto o
algoritmo converge para o ´otimo global em um tempo finito.

7 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Exemplo 1. O primeiro exemplo refere-se `a reduc¸ãoH2 do mo-
delo de um sistema dado por:�

_x1(t)

_x2(t)

�
=

�
�0:1000 �0:8889

1:0000 �0:1111

��
x1(t)

x2(t)

�
+

+

�
1:0000

�1:0000

�
u(t)

y(t) =
�
1:0000 �1:0000

� � x1(t)

x2(t)

�
(17)

O objetivoé obter um modelo de primeira ordem, isto ´e,r = 1.
A figura 5 mostra a evoluc¸ão dos limitantes inferior e superior da
função�, equac¸ões (11) e (9). Como pode ser notado, o algo-
ritmo necessitou de80 iteraç̃oes para reduzir a diferenc¸a entre o
limitante superior e o inferior para menos que0:4% do limitante
superior. Para efeito de comparac¸ão com os outros m´etodos de
reduç̃ao de modelos, mostra-se na figura 5 a raiz quadrada dos
valores dos limitantes superior e inferior.
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Figura 5: Evoluc¸ão dos limitantes inferior e superior (raiz qua-
drada) para a reduc¸ãoH2 do modelo do exemplo 1.

O modelo reduzido resultante ´e dado por

_x(t) = �1:6648x(t) + 1:0022u(t)

y(t) = 2:8323x(t)

A normaH2 do modelo do erro de reduc¸ão é 2:6610. Usan-
do a realizac¸ão balanceada (Moore, 1981), obt´em-seH2 =
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�U = min Tr (R)

s:a

2
664

R CfP11 � CP 012 CfP12 � CP22 CfP13 � CP23
P11C

0

f
� P12C

0 P11 P12 P13
P 012C

0

f
� P22C

0 P 012 P22 P23
P 013C

0

f
� P 023C

0 P 013 P 023 P33

3
775 � 0

2
6664

AfP11 + P11A
0

f
AfP12 + P12A

0 � P13Ĉ
0

r
B0 AfP13 + P12C

0B̂0
r
+ P13Â

0

r
Bf

AP 012 �BĈrP
0

13 + P 012A
0

f
AP22 �BĈrP

0

23 + P22A
0 � P23Ĉ

0

r
B0 AP23 �BĈrP33 + P22C

0B̂0
r
+ P23Â

0

r
B

B̂rCP
0

12 + ÂrP
0

13 + P 013A
0

f
B̂rCP22 + ÂrP

0

23 + P 023A
0 � P33Ĉ

0

r
B0 B̂rCP23 + ÂrP33 + P 023C

0B̂0
r
+ P33Â

0

r
0

B0
f

B0 0 �I

3
7775 � 0

2
4 P11 P12 P13
P 012 P22 P23
P 013 P 023 P33

3
5 > 0 (13)

�L = min Tr (R)

s:a

2
664

R CfP11 � CP 012 CfP12 � CP22 CfP13 � CP23
P11C

0

f
� P12C

0 P11 P12 P13
P 012C

0

f
� P22C

0 P 012 P22 P23
P 013C

0

f
� P 023C

0 P 013 P 023 P33

3
775 � 0

2
664

AfP11 + P11A
0

f
AfP12 + P12A

0 �W 0

1 AfP13 +W 0

3 +W 0

4 Bf

P 012A
0

f
+AP 012 �W1 AP22 + P22A

0 �W2 �W 0

2 AP23 +W 0

5 +W 0

6 �W 0

7 B

W3 +W4 + P 013A
0

f
W5 +W6 �W7 + P 023A

0 W8 +W 0

8 +W9 +W 0

9 0
B0
f

B0 0 �I

3
775 � 0

2
4 P11 P12 P13
P 012 P22 P23
P 013 P 023 P33

3
5 > 0 (15)
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Figura 6: Superf´ıcie da normaH2 do modelo do erro de reduc¸ão
(exemplo 1).

4:1088 e utilizando o algoritmo de otimizac¸ão local descrito em
(Assunç̃ao e Peres, 1998a) o modelo reduzido resultante propor-
cionou3:0632. Como esperado, o algoritmobranch and bound
produziu melhor resultado que os outros m´etodos de otimizac¸ão
local.

Apenas para ilustrac¸ão, neste caso, a normaH2 da diferenc¸a
entre o sistema original e o modelo reduzido de ordemr = 1

pode ser diretamente calculada como func¸ão deAr, Br e Cr.
Fixando-seBr = 1, o ótimo global da func¸ão� pode ser ob-
tido através da divis˜ao exaustiva do dom´ınio paramétrico. A fi-
gura 6 mostra a normaH2 do modelo do erro de reduc¸ão co-
mo uma superf´ıcie no espac¸o do dom´ınio paramétrico dado por
�10 < Ar < 0, �10 < Cr < 10. As curvas de n´ıvel da norma
H2 do modelo do erro de reduc¸ão estão mostradas na figura 7.
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Figura 7: Curvas de n´ıvel da normaH2 do modelo do erro de
reduç̃ao do problema (exemplo 1). O ´otimo global obtido pelo
algoritmobranch and bound é indicado por “+”.

Pode-se notar que o valor ´otimo da normaH2 (indicado por “+”)
coincide com o valor ´otimo obtido pelo algoritmobranch and
bound.

Exemplo 2. O segundo exemplo refere-se `a reduc¸ãoH2 do mo-
delo de um sistema de controle que mant´em constante a tens˜ao
na lâmina de ac¸o quente de uma m´aquina de laminac¸ão (ve-
ja (Dorf and Bishop, 1995) para detalhes). A func¸ão de trans-
ferência do sistema ´e dada por

G(s) =
0:0350s+ 0:0175

2:5s6+8:5s5+11:125s4+7s3+2:125s2+0:285s+0:0175
(18)
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O algoritmobranch and bound foi utilizado para se obter o mo-
delo reduzido. A figura 8 mostra a evoluc¸ão dos limitantes infe-
rior e superior da func¸ão� (na verdade, mostra-se a raiz quadra-
da dos valores).
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Figura 8: Evoluc¸ão dos limitantes inferior e superior (raiz qua-
drada) para a reduc¸ãoH2 do modelo do exemplo 2.

O modelo reduzido obtido com o ´otimo global da normaH2 do
erro de reduc¸ão confinado no intervalo0:0557 � H2 � 0:0616

(precisão abaixo de10%) é:

_x(t) = �0:054x(t) + 0:0089u(t)

y(t) = 2:4781x(t)

Neste caso, o n´umero total de iterac¸õesé 17491. Este exemplo
mostra que o algoritmobranch and bound pode apresentar lenta
convergência para problemas de alta ordem.

Exemplo 3. Este exemplo consiste na reduc¸ãoH2 da ordem do
controlador, utilizando-se o algoritmobranch and bound propos-
to na sec¸ão 6.

O modelo da planta ´e dado por

G(s) =
9

s3 + 6s2 + 11s+ 6

A plantaé realimentada pelo controlador que tem o seguinte mo-
delo:

C(s) =
20:8

s3 + 15s2 + 74s+ 120

A função de transferˆencia do modelo do sistema realimentado
(planta e controlador) ´e

H(s)=
9s3 + 135s2 + 666s+ 1080

s6+21s5+175s4+735s3+1623:99s2+1763:99s+ 907:2

Utilizando-se o algoritmobranch and bound de reduc¸ãoH2 da
ordem do controlador para este sistema, obteve-se o seguinte
modelo reduzido do controlador:

Cr(s) =
0:6054

s+ 3:3075
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Figura 9: Respostas impulsivas: do sistema realimentado com
o controlador original (“o”) e do sistema realimentado com o
controlador reduzido (“+”) (exemplo 3).
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Figura 10: Respostas ao degrau: do sistema realimentado com
o controlador original (“o”) e do sistema realimentado com o
controlador reduzido (“+”) (exemplo 3).

sendo que o valor ´otimo da normaH2 do erro de reduc¸ão obtido
após105 iteraç̃oes, foi:2:92� 10�2.

O modelo do sistema realimentado com o controlador de ordem
reduzida ´otimoé dado por

Hr(s) =
9s+ 29:76

s4 + 9:31s3 + 30:84s2 + 42:38s+ 25:29

A figura 9 mostra as respostas impulsivas do sistema realimen-
tado com o controlador original e do sistema realimentado com
o controlador reduzido.É interessante notar que, segundo os
resultados apresentados na figura 9 e segundo o valor ´otimo da
normaH2 do erro de reduc¸ão, o algoritmobranch and bound
proporcionou um excelente resultado para a reduc¸ão de ordem
do controlador.

A figura 10 mostra as respostas ao degrau do sitema original e o
reduzido. Embora o projeto de reduc¸ão minimize a normaH2, o
modelo reduzido em geral representa bem o modelo original em
diversos aspectos.
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8 CONCLUSÕES
Um algoritmobranch and bound foi aplicado para o problema
de reduc¸ãoH2 de modelos, com condic¸ões que asseguram a con-
vergência para o ´otimo global em um n´umero finito de iterac¸ões
(com dada precis˜ao�). A principal caracter´ıstica e vantagem do
algoritmo proposto quando comparado com outros existentes ´e
a garantia de convergˆencia para o ´otimo global em um n´umero
finito de passos. A desvantagem reside no fato de que em proble-
mas com ordem elevada, a convergˆencia pode tornar-se bastante
lenta. Tamb´em foi proposto um algoritmobranch and bound pa-
ra uma nova estrutura de projeto de controladores reduzidos e os
resultados apresentados mostraram a sua eficiˆencia.
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Assunç̃ao, E. e Peres, P. L. D. (1998c). Reduc¸ão de modelos
discretos com crit´erioH2 através de desigualdades matri-
ciais lineares,VIII Latin American Congress on Automatic
Control, Vol. 1, Viña del Mar, Chile, pp. 61–66.
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