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Resumo

A classe das funções-Max constitui um caso particular bem conhecido em
otimização não diferenciável. Os métodos de decomposição em programação ma
temática geram funções deste tipo. Apresenta-se as principais propriedades
dessas funções e os algoritmos de subgradientes para minimizá-las. Mostra­
se como esses algoritmos podem ser implementados para acelerar a convergên
cia dos métodos clássicos para decomposição de programas lineares. -

Nonsmooth optimization for decomposition methods.

Abstract

The class of Max-functions is a well studied case in nonsmooth
opt1m1zation. We present here general results for these funtions and for
the subgradient methods. We show then how to use these techniques to accel
erate the convergence of some classical decomposition methods in linear
prograrmning.

iii)Se f é convexa, então f é Lipschitz e
af(x) é o subdiferencial de f em x, ou
seja o conjunto de todos os subgradien ­
tes, os vetores g E Rn tais que:

T
f(y) ~ f(x) + g (y-x) , Vy

Na tentativa de buscar aplicações prat1­
cas, Womersley (1980) introduziu a subclasse
das funções diferenciáveis por parte. Dentro
dessa classe estão as chamadas funções Max ,
do tipo:

nir o gradiente generalizado de uma função
localmente Lipschitz em x como:

a casca convexa de todos os limites dos
gradientes de f calculados em sequências
de pontos convergentes para x.

O gradiente generalizado é denotado
af(x) e tem as seguintes propriedades:

i) É um conjunto convexo, compacto e nao
vazio. Logo, pode-se definir uma função
suporte notada:

fO(x;v) = Max{vTg , g E af(x)} (2)

Clarke a chama de derivada direcional gener~

lizada.

ii) Se f é continuamente diferenciável em x
então af(x)={Vf(x)} o gradiente de f em
x.

1. INTRODUÇÃO

A otimização não diferenciável atraiu a
atenção dos pesquisadores em programação ma
temática quando Held e Karp em 1970 propuse
ram um algoritmo eficiente para solução do
problema do caixeiro viajante. Este algorit
mo usava explicitamente'como direção de bus
ca um subgradiente de uma função linear por
partes., logo não sempre diferenciáve1. De fa
to, a não diferenciâbilidade em foco era
compensada pela subdiferenciabilidade das
funções, ou seja os resultados teóricos da
analis~ convexa podiam sustentar a constru­
ção de 'algoritmos. Deste ponto de vista, a
escola de Kiev, liderada por Shor, Polyak ,
Ertnolev e outros, já vinha desenvolvendopes
quisas teóricas e aplicadas desde os anos 6~

Os trabalhos de Clarke (1975) contribui­
ram a partir de 1975 para delimitar o domí
nio prático da otimização não diferenciá ­
vel sem restringir ao caso exclusivamente
convexo. Com efeito, todas as funções encon
tradas na prática são localmente Lipschitz~
ou seja, funções f:Rn + R tais que, em qual
quer subconjunto limitado S, satisfazem: -

(1)

Um velho teorema de Rademacher afirma
que tais funções possuem um gradiente em
quase toda parte. Isso levou Clarke a defi-
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f(x) Max{h(x,y), y E y} (3)



(6)

(7)

(8)

(9 )

direção
satis-

- IIg II

T
g v < O, ~g E df(x)

FJIG. 1

CONE DAS
DIRECÕES
OE DESCIDA

g = O, isto é O E df(x)

Observa-se ainda que qualquer
de descida satisfaz f'(x;v)<O, logo
faz:

=-Min Ilgll
gEdf(x)

Logo, uma condiçãonecessar1a de otima­
lidade é que nã.o existem direções de desci­
da, ou seja;

Wolfe (1975) foi um dos primeiros a
mostrar exemplos de funções-Max para as
quais um algoritmo do tipo maior descida e­
fetuando buscas unidimensionais exatas não
converge. Além disso, mesmo nos casos favo
ráveis,o cálculo de g pode ser muito caro
nos pontos de não diferenciabilidade ("bi ­
co~"? da função:. L:maréchal observa que, na
prat1ca, a funçao e sempre diferenciável em
pontos possivelmente muito pr6ximos de bi­
cos. Isto significa que tem-se acesso a um
subgradiente apenas e não ao conjunto df(x)
inteiro. A abordagem de Lemaréchal(cf.(197~

por exemplo) é ampliar o subdiferencial pa­
ra incluir os subgradientes da função nos
pontos calculados anteriormente até uma cer
ta mem6ria (cadeia) gerando "feixes" de
gradientes. Estes métodos geram algoritmos
de descida, mas ainda não foram plenamente
testados nos modelos de decomposição. Passa
remos agora a descrever os métodos ditos de
subgradientes. A característica principal
destes últimos é que a função de descida
associada não é a função objetival mas a
função distância a solução 6tima.

2.2. Convergência te6rica

A seguir, f é uma função convexa pró
pria no Rn • O algoritmo de subgradiente su
põe que disponhamos de um subgradienteda ~n

ção f no ponto iterado xk, gk t df(xk), e:

na

(4)

(5)

opos­
Com

Max
gE::df(x)

. TM1n g v
IIvll2. l

v > h(x,y), ~y E Y

Minimizar v

Max
gEdf(x)

ond.e Y é compacto e h é geralmente conjunt~

mente diferenciável em ~elação a x e y.

Pode-se verificar que uma função-Max é
localmente. Lipschitz e possui derivadas di­
recionais f'(x;v) em todas as direções. A­
lém disso f' (x;v)=fO(x;v) e f' é convexa
em relação a v (propriedade de convexidade
tangencial segundo Hiriart-Urruty, 1982).

Observamos que as funções Max contêm to
das as funções convexas e s.c.i., as fun~

ções de penalidades não diferenciáveis ~l

ou ~oo rec6ntemente introduzidas em progra­
mação não linear restrita e todas as funções
duais associadas a técnicas de relaxação
lagrangeana.

Finalmente, pode-se observar também que
a dificuldade de minimizar uma função Max
é equivalent~a zesolver o seguinte proble­
de programaçao nao linear restrita:

O conjunto Y é muitas vezes simples ou
discreto. A dificuldade de resolver (4) vem
do grande número de restriçõesto que exige
o uso de métodos enumerativos ou de gera­
ção de linhas.

Nosso prop6sito neste artigo e, na im ­
possibilidade de retratar todos os aspec ­
tos desta relativamente nova área de pesqui
sa, para osquais o leitor pode se referir às
monografias de Lemaréchal (1982), Shor

(1985) e Kiwiel (1985) ,enfatizar o uso
das técnicas de subgradientes nos modelos
de decomposição de programas lineares de
grande porte.

A direção de maior descida em x é
ta ao vetor de norma mínima em df(x).
efeito, a derivada direcional de f em x
direção v é dada por:

2. OS ALGORITMOS DE SUBGRADIENTES

2.1. A direção de maior descida

Começamos com alguns resultados te6ri ­
cos que mostrarão as dificuldades encontra­
das para desenhar algoritmos de descida pa­
ra a minimização de uma função do tipo (3).

Nota-se Yx o subconjunto não vazio .de Y
dos y que minimizam h(x,y) gara um dado x
( suponha-se x E Rn e y E R )

O primeiro resultado cláss~co e:

f' (x;v) = Max {gTv;g E df(x)}

Logo:

Min f'(x;v)= Min Max gTv
IIvll2.l gEdf(x)
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Na figura 2 são representadas as curvas
de nível da função no R2(x=[~1 ~2]'):

f(~1'~2}= max{I~1+3~21,1~1-3~21}

v=-g, onde g E: df(x),é uma direção de des­
cida para d.

Prova: Seja g E df(x). Então

Tf(x*) ~ f(x) + g (x* - x)

Observa-se que o angulo e entre v e x* - x
(Fig.3) é sempre menor que 900 e quando e
próximo deste valor,

FIG. 2

Como f (x*)-f (x)< O e x*-x=- V'd (x),

O > - gT V'd(x)

x*

temos

v
FIG. 3

o passo correspondente é menor. Seguindo es
ta idéia, Goffin (1977) define a condição ­
da função f:

ou seja, é o cosine do maior angulo e en
contrado. Logo, para garantir a descida da
função d, o passo a k deve satisfazer:

Constata-se que no eixo (O~l) a função
f não é diferenciável e que as direções ,o­
postas aos subgradientes extremos -gl e -g2
(que são de fato as direções acess{veisna
prática) não são direções de descida. Toda
a dificuldade de implementação do algoritmo
reside na escolha do passo ak já que nenhu~

ma busca unidimensional pode servir. Polyak
(1969) mostrou que o passo ak deve tender
para O,mas não muito rápido.

Teorema 1 (Polyak, 1969)

Supondo~que o conjunto dos pontos mini­
mizando f ,X", é não vazio e limitado, e que:

y Inf
x~x*

{Min
gEdf(x)

gT (x - x*) }

Ilgll Ilx*-xll
(11)

00

L ak=+oo
k=O

(10) ( 12)

então para qualquer ponto inicial xo ' exis­
te uma subsequência de {xk}~ xk+l dado por
(9), que converge para um x E X .

Prova: Ver Polyak para os detalhes técni
coso Observa-se apenas que como:

2.3. Convergência linear

Observamos que (12) depende do conheci­
mento de y e- da distância a solução ótima ,
parâmetros estes que podem geralmente ser
aproximados por limites apenas muito gros­
seiros.

Shor propõe para o passo ak uma
convergente:

série

(13)

a condição Ltk=+ 00 significa que pode-se e~

colher um ponto Xo tão afastado de x* quan­
to quiser.

A condição tk + O é'necessária porque, no
caso não diferenciável, a norma do gradien­
te não ~ai para zero em uma sequência con ­
vergente para x*.

A condição (10), embora muito simples e de
implementação imediata, sugere uma taxa de
convergência muito lenta, aliás sublinear.

onde ao aproxima (12) no meio do arco:

a 'V Y II x* - x II (14)o o

II x"~ - xk+lll
e p aproxima ou seja:

II x* - xk II

(15)

Teorema 2

Seja d(x).= ~ II x - x* 11
2

e f convexa

e finita em x ~ x*. Então qualquer direção
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Goffin (1977) observa que, quando
y > /i (e < TI), a taxa de convergência

2" 7;
p



É então natural de escolher a
k

usando:

g E 3f(x)=> f(x*) > f(x) + gT(x*_x)

(19)

de D

Tem-se:

e D é geralmente um conjunto convexo sim ­
ples como veremos nas aplicações aos mode­
los de decomposição.

A tendência natural é então projetar o
iterado (9) sobre st a ~ada iteração. No en
tanto, o passo verdadeiro Ilxk+l-xkll pode

se tornar muito pequeno após a projeção o
que leva a seguinte modificação: o proble­
ma (18) pode ser escrito:

FIG. 4

onde Nst(x) é o cone das normais a ~ em x.

Minimizar F(x)=f(x) + Xst(x)

onde XD(x) é a função indicadora
(XD(x)=O se x E st e =+ 00 senão).

(17)

(16)

f(x) - f(x*)

Ilgkll

y 'V

e (12) implica que t
k

satisfaz

Logo:

pode ser aproximada por! no lugar de (15)
- .2°" .acelerando a convergencla l

• Infellzmente
a prática mostra que este caso é raro e
por outro lado, ele implica que qualquer
v=-g, e g E 3f(x), é uma direção de descida
para f. Em resumo, o algoritmo do subgra
cliente (9) - (13) ~ ~til quando as direç5es
de descida são difíceis de ser computadas

(8 ~ Z ) e gera uma taxa de convergencla

p ~ lí~~ 0.7, ou seja ainda bastante

lenta. Os testes com os modelos de decompo­
sição em programação linear mostraram con ­
diç5es menores do que 0.5 levando a taxas
de convergência entre 0.87 e 0.93.

Held, Wolfee Crowder (1974) mostraram
que, usando a convexidade, pode-se estimar
a condição de f:

Na fig 4, obtém-se:

Vg E 3f(x), -g=u+v

3. APLICAÇÃO À DECOMPOSIÇÃO DE PROGRAMAS

LINEARES

v = Proj/N* (-g) para um g E 3f(x)
st

O algoritmo (20) significa que a esco­
lha do passo,segundo uma estratégia do ti­
po (13) ou (17), deve ser feita na direção
do subgradiente projetado e não na direção
do subgradiente seguido da projeção do ite
rado.

(20)

linear

*E Nn(x) e v E Nst(x) (o cone polar
ou cone das direções viáveis)

v E 3F(x) e o algoritmo do subgra ­
projetado deve ser:

n T
Minimizar .L

l
c. x.

1= 1 1

onde

onde u
de Nst
Logo ­
diente

Consideremos agora um modelo
com uma estrutura bloco-angular:

Minimizar f(x)

2.4. Caso restrito

Completamos a apresentação dos métodos
de subgradientes int~oduzindo restriç5es. O
problema é formulado como:

Infelizmente, não se conhecendo f(x*),
deve-se usar uma aproximação f que, em ge­
ral, é um limite inferior de f(x*) (se f é
uma função do tipo dual, seria o valor de u
ma solução primaI viável obtida anteriormen
te). Neste caso a convergência teórica pode

. ser problemática e Held, Wolfe e Crowder su
gerem diminuir t k para zero. Eles até pro =
p5em dividir t k por 2 a cada 5 iteraçõe~

o que corresponde a uma taxa de convergen -

'1 Ys
cia p =(--) =.87, equivalente à série

2
convergente de Shor quando y=.5.

Goffin mostrou que o algoritmo de sub ­
gradiente (9)-(17) é equivalente ao método
de relaxação para sistemas de equaç5es li­
neares. A fórmula (17) é aue foi a mais es­
colhida nas aplicações em'otimização combi­
natória (ver,por exemplo, Mahey (1985».

x E st (18)
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n' ls S.= {x. E R 1 B.x.=b.,x. >O}1 1 11 1 1-

sujeito a:

X.
1

X.
1

< b
o

Verifica-se que -h é uma função-Max. e
aplicando (5) obtém-se:

m n
3h(p)={g E R °lg =i~l Aixi-bo,x i F. Xi(p)}

(24)

sujeito a p > O

Seja X'(p) o conjunto das soluções óti­
mas de (22}. O nível coordenador deve então
arbitrar as soluções propostas pelosdecis~

res locais resolvendo o problema dual:

(25)~ T ~
v ~ h(p ) + g~ (p-p ), ~=l, ... ,t

p > O

v
t

= Max v

onde

Essas propriedades chamam os comentá
rios seguintes: por convergência sublinear
entende-se a taxa de convergência de uma se
quência gerada pelo algoritmo aplicado a u=
ma função convexa geral. Se a convergência
é finita como no caso presente, . isso impli­
ca 'que o número de iterações pode se tornar
muito elevado nas aplicações práticas que
são de grande porte. As propriedades i) e
ii) são complementares das propriedades ob
servadas no' algoritmo de subgradiente.,

Nrt Tab.5 são representadns quatro gráfi
cosm:ostrando a convergência das sequências
de custo e da distância ótima na comparação
dos algoritmos do subgradiente (9-13) e
Dantzig-Wolfe (25).

Obs: O modelo utilizado para a comparaçao e
um modelo de planejamento da produção
de uma oficína com vários ítens e vá­
r,ios meios de produção interligados so
bre um horizonte fixo.' O proble'ma glo=
bal (21) tem 336 variáveis e 216 res ­
trições, das quais 48 são de acoplamen
to. O número de subprobl.emas é igual a­
7. Cada iteração representa a resolu ­
ção dos 7 subproblemas e também no ca­
so de Dantzig-Wolfe a resolução do pr~

grama-mestre (25). '

(23) é então um probl~m~ de-otimização não
diferencial restrito e pode-se resolvê-lo
por um método de subgradiente do tipo (20).
No entanto existem algoritmos que resolvem
(21) em um número finito de passos. Tipica­
mente, é o algoritmo de Dantzig-Wolfe(1960)
ou na versão dual equivalente, o algoritmo
do "cutting- plane" de Kelley (1960). Este
último resolv~ a versão transformada de
(23) (cf. (4»:

As restrições são gerada? iterativamen~

te, ou seja pt+l é a solução de (25) e gera
uma nova restrição resolvendo os subproble­
mas (22) para p=pt+l para obter g _.

t+l
Este algoritmo já foi bastante analiza­

do e criticado (ver,por exemplo" Dirickx e
Jennergren,1979) e as suas principais carac
terísticas são:

i) Convergência sublinear

ii) Monotonia da sequência {vt }

iii)Nâo há monotonia da sequência{1I pt -p*II}.

(22 )

sobre

T T
(c. + P A.) x.

1. 1 1
Min
x.c:S.

1. 1

i= 1, ... ,n (21 )

n.
onde: x. E R 1

1 n·
c. E R 1

1
A. (m x n. )

1 o _1
B. (m. x n. )

1 1 1
b 'm

S R o
o

b. E Rmi
1

h. (p)
1.

n
T T

n
L(x,p) =.L: c. x. + p (iE l

A. x. - b )
, 1=1 1. 1. 1 1. o

n T T T
=iEl

(c. + p A. )x. - p b
1. 1 1. o

Para um vetor de preços p ,> O dado, de-
compoe-se o problema nos n subprob lemas:

Hipóteses:

Os poliedros Si' i=l, ... ,n, sao limi­
tados

. A solução ótima de (21), notada
* ['~ *]T - - .x = xl ... xn ,e un1ca e nao degener~

* . .da. Notaremos p o vetor dos mult1pl1
cadores ótimos associados as'mo res =

. - (p'1C c (Rillo)+).tr1çoes de acoplamento ~

Minimizar

O Lagrangearto. é definido

Rnl,x Rn 2 x ... x Rnn x (RmO )-+-

3.1. Decomposição pelos preços

Esta técnica de decomposição consiste
na separação do problema em n subproblemas
cujos critérios são modificados por um' ve­
tor de "preços" associados às restrições de
acoplamento (recursos comuns), vetor este
ajustado iterativamente por um nível supe ­
rior de coordenação até obter o equilíbrio
entre a oferta e a demanda (destes recur
sos). Em programação matemática, é um méto­
do dual associado à relaxação lagrangeana
das restrições de acoplamento.
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I ter40
( b )

2010

h (pt)

I ter40
( a)

2010

v* ~---====:::::==--------

10 20 30 40 lter 10 20 30 40 1 ter(c) ( d )

VALOR ÓTIMO (a) e ( b )

TABELA 5 DISTÂNCIA 6TI MA ( c ) e ( d )

DANTZIG - WOLFE ( a ) e ( c )

SUBGRAD1ENTE ( b ) e ( d )

3.2. Um Algoritmo composto

As propriedades complementares dos a1 ­
goritmos de Dantzig-Wo1fe e do subgradiente
sugerem que eles podem ser combinados para
melhorar os seus desempenhos respectivos
que, como vimos, são fracos.

O problema central recai finalmente sem
pre sobre o fato de que, para encontrar a
solução ótima, é preciso conhecer todos os
subgradientes ativos neste ponto, ou seja ,
o cume da função poliedral só é encontrado
conhecendo todas as faces adjacentes. A ins
tabi1idade das soluções pt+1 no algoritmo
de Dantzig-Wo1fe torna essa busca muito 1en
ta. Por outro lado, as oscilações com pas-=­
sos cada vez menores do método do subgra­
diente tendem a fornecer os subgradientes
desejados, mas o algoritmo é incapaz de ter
minar na solução ótima~

Outro ponto de importância é o custo
das iterações: o método do subgradiente é
sempre mais barato porque não há programa­
mestre a otimizar.

Essas deduções motivaram a construção
de um algoritmo composto da seguinte manei-

ra:

1. Fase 1: Algoritmo de subgradiente duran
te T1 iterações. Esta fase serve para apr~

ximar a soluçãoótima p* a baixo custo.

2. Fase 2: O Algoritmo de subgradiente é
modificado de maneira a armazenar os sub ­
gradientes gerados, parando na iteração T2.

3. Fase 3: Monta-se o programa-mestre de
Dantzig-Wolfe com os subgradientes gerados
na fase 2 e prosegue-se com este algorit ­
mo até a solução ótima.

Os resultados relatados em Mahey(1986a)
mostram uma nítida aceleração do método
de Dantzig-Wo1fe. Inclusive, se T1 é sufi­
cientemeRte grande (TI ='2mo e T

2
= 3mo ) ,

é comum observar que a fase 3 é reduzida a
uma única iteração,o que significa que to­
do o subdíferencia1 na solução ótima foi
gerado na fase 2.

3.3. Outros modelos de decomposição

No método de decomposição pelas quotas
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é efetuada uma alocação a priori dos recur
sos comuns bo aos subproblemas sob a forma

m' n
de vetores u. E R 1 tais que .L

1
u. < b .

1 1= 1 o

A convergência finita pode ser obtida em se
guida pelos métodos clássicos à partir da so
1ução dada pelo método do subgradiente.

4. CONCLUSÃO

Cada subproblema resolve então:

dV(U)={ (1T
1
... TI ) I-TI. E II.(u.)} (28)

n 1 1 1

Non­
de
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(26)

(27)

T
c. x.

1 1

A. x. = U.
111

x. E S.
1 1

Minimizar

Se vi(ui) é o custo ótimo de (26) e
TIi(ui) é o conjunto dos multiplicadores
ótimos, então (21) equivale a:

n
Minimizar v(u) = .L1 v.(u.)

1= 1 1

Obtém-se de novo um problema de otimi­
zação não diferenciáve1 restrito (~ é aqui
uma variedade linear).

Em Mahey (1982), a decomposição dual
(25) é combinada com a decomposição prima1
(27). Os passos nos espaços duais e pri
mais são escolhidos segundo a estratégia
(17). Os valores dos custos dual e prima1
são usados como aproximações do custo óti­
mo em (17) e a redução do "gap" entre os
dois valores fornece um critério de parada
adequado. Esta idéia é explorada também
em Sen e Shera1i (1986).

Em Mahey (1986b), o método do subgra­
diente é usado como fase 1 de um algoritmo
de decomposição misto onde as não diferen­
ciabi1idades encontradas (soluções não ú­
nicas em (22)) são eliminadas pela aloca ­
ção de recursos no subproblema. No fim, ca
da subproblema recebe preços e recursos e
o nível de coordenação (programa-mestre) é
eliminado garantindo a descentralização do
processo de decisão.

v(u) é uma função-Max (escreva, por exemplo,
o dual de (26)) e:

As técnicas de subgradientes fornecem
algoritmos de baixo custo e bem adaptados
aos modelos de decomposição em programaç.ão
linear. A convergência não depende da qua­
lidade das informações locais usadas como
direções de busca mas de parâmetros asso­
ciados ~ geometria da função como a con­
dição. Os estudos de J.L. Goffin (1977 e
1980) são fundamentais e precisam ser apro
fundados apesar da aparente dificuldade de
aproximar corretamente essas informações
globais. Se isso fosse possível, teríamos
algoritmos talvez lentos (taxas ligeira
mente inferiores a 1)1 mas cujo número de
iterações para obter uma dada redução do
passo não depende da dimensão do problema.
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