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Resumo

A classe das funcoes-Max constitui um caso particular bem conhecido em
otlmlzagao nao diferenciavel. Os métodos de decomposicao em programacao ma
tematica geram funcoes deste tipo. Apresenta-se as principais propriedades
dessas funcgoes e os algoritmos de subgradientes para minimiza-las. Mostra-
se como esses algoritmos podem ser implementados para acelerar a convergen

cia dos métodos classicos para decomposicao de programas lineares.

Nonsmooth optimization for decomposition methods.

Abstract

The class of Max-functions is a well studied case
optimization. We present here general results for these funtions and

nonsmooth
for

in

the subgradient methods. We show then how to use these techniques to accel

erate the convergence of some classical decomposition methods

programming.

1. INTRODUGAO

A otimizacao nao diferenciavel atraiu a
atengéo dos pesquisadores em programagéo ma
tematica quando Held e Karp em 1970 propuse
ram um algorltmo eficiente para solugdo do
problema do caixeiro viajante. Este algorit
mo usava explicitamente como direcao de bus
ca um subgradiente de uma fungio linear por
partes, logo ndo sempre diferenciavel. De fa

to, a nao diferenciabilidade em foco era
compensada pela subdiferenciabilidade das
funcoes, ou seja os resultados teoricos da

analise convexa podiam sustentar a constru-
gao de ‘algoritmos. Deste ponto de vista, a
escola de Kiev, liderada por Shor, Polyak ,
Ermolev e outros, ja vinha desenvolvendopes
quisas teoricas e aplicadas desde os .anos60.

Os trabalhos de Clarke (1975) contribui-
ram a partir de 1975 para_ delimitar o dom1
nio prdtico da otimizagdo nao diferencia -
vel sem restrlnglx ao caso exclusivamente
convexo. Com efeito, todas as fungoes encon
tradas na pratica sao localmente Lipschitz,
ou seja, funcdes f:R% -+ R tais que, em qual
quer subconjunto limitado S, satisfazem:
%l

If(xl)—f(x2)| <K |[x Vxl,x €S

1)
Um velho teorema de Rademacher afirma

que tais fungoes possuem um gradiente em
quase toda parte. Isso levou Clarke a defi-
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in linear

nir o gradiente genieralizado de uma funcao
localmente Lipschitz em X como:

a casca convexa de todos os limites dos
gradientes de f calculados em sequéncias
de pontos convergentes para X.

0 gradiente generalizado & denotado
df(x) e tem as seguintes propriedades:

i) E um conjunto convexo, compacto e nao
vazio. Logo, pode-se definir uma funcdo
suporte notada:

! T
£9(x;v) = Max{v'g, g € 9f(x)} (2)

Clarke a chama de derivada direcional genera
lizada.

ii) Se f é continuamente diferenciavel em x

entao 3f (x)={VE(x)} o gradiente de f em
X.

iii)Se f é convexa, entao f e Lipschitz e
9f(x) é o subdiferencial de f em x, ou

seja o conjunto de todos os subgradien -
tes, os vetores g € R! tais que:

£(y) > £(x) + gT Vy

Na tentativa de buscar aplicagdes prati-
cas, Womersley (1980) introduziu a subclasse
das funcdes diferenciaveis por parte. Dentro
dessa classe estiao as chamadas funcdes Max ,
do tipo:

(y—X) )

f(x) = Max{h(x,y), y € Y} (3)



onde Y € compacto e h é‘geralmente conjunta
mente diferenciavel em relacao a x e y.

Pode-se verificar que uma funcao-Max e
localmente. Lipschitz e possui derivadas di-
recionais f'(x;v) em todas as direcoes. A-
lem disso f'(x;v)=f°(x;v) e f' é convexa
em relagao a v (propriedade de convexidade
tangencial segundo Hiriart-Urruty, 1982).

Observamos que as funcoes Max contém to
das as fungoes convexas e s.c.i., as fun—
coes de penalidades ndo diferenciaveis 23
ou %, recentemente introduzidas em progra-
macao nao linear restrita e todas as funcdes
duais associadas a técnicas de relaxacao
lagrangeana.

Finalmente, pode-se observar também que
a dificuldade de minimizar uma funcao Max

€ equivalente a resolver o seguinte proble-
de programagao nao linear restrita:

Minimizar v

v > hix,y), ¥y e¥Y ‘., (4)

0 conjunto Y é muitas vezes simples ou
discreto. A dificuldade de resolver (4) vem
do grande numero de restricdes, o que exige
o uso de métodos enumerativos ou de gexra -
cao de linhas.

Nosso propdsito neste artigo é, na im -
possibilidade de retratar todos os aspec -
tos desta relativamente nova area de pesqui
sa,para osquais o leitor pode se referiras

monografias de Lemarechal (1982), Shor
(1985) e Kiwiel (1985), enfatizar o uso
das técnicas de subgradientes nos modelos
de decomposicao de programas lineares de
grande porte. ’

2. 0S ALGORITMOS DE SUBGRADIENTES

2.1. A direcao de maior descida

Comecamos com alguns resultados teori -
cos que mostrarao as dificuldades encontra-
das para desenhar algoritmos de descida pa-
ra a minimizacao de uma funcao do tipo (3).

Nota-se Y, o subconjunto nao vazio de Y
dos y que minimizam h(x,y) para um dado x
( suponha-se x e R" e y € R)

O primeiro resultado classico é:
9f (x)=conv {Vxh(x,y),y € YX} (5)

A direcao de maior descida em x é opos-
ta ao vetor de norma minima em 9f (x). Com
efeito, a derivada direcional de f em x na
direcao v é dada por:

£'(x;v) = Max {gTv;g e of (x)}

Logo:

Min £'(x;v)= Min Max g
lv] <1 geat )

-llelh=

= Max Min gTv = Max
gedf (x) ||v]|<1

geof (x)

~-Min lell = - llell (6)
gedf (x

Observa-se ainda que qualquer direcio
de descida satisfaz f'(x;v)<0, logo satis-

faz:

gTV <0, ¥g e 9f(x) @]

“ CONE ,DAS
DIRECOES
OE DESCIDA

FIG. 1

Logo, uma condicao necessaria de otima-
lidade € que nao existem direcées de desci-
da, ou seja: :

g =0, isto é 0 € 3f(x) (8)
Wolfe (1975) foi  um dos primeiros a
mostrar exemplos de funcoes-Max para as

quais um algoritmo do tipo maior descida e~
fetuando buscas unidimensionais exatas nao
converge. Além disso, mesmo nos casos favo
raveis, o cdlculo de g pode ser muito caro
nos pontos de ndo diferenciabilidade ("bi -
cos") da fungdo. Lemaréchal observa que, na
pratica, a funcdo € sempre diferenciavel em
pontos possivelmente muito proximos de bi-
cos. Isto significa que tem~se acesso a um
subgradiente apenas e nao ao conjunto 9f (x)
inteiro. A abordagem de Lemaréchal(cf.(1979
por exemplo) é ampliar o subdiferencial pa-
ra incluir os subgradientes da funcdo nos
pontos calculados anteriormente até uma cer
ta memoria (cadeia) gerando "feixes" de
gradientes. Estes métodos geram algoritmos
de descida, mas ainda n3o foram plenamente
testados nos modelos de decomposigao. Passa
remos agora a descrever os métodos ditos de
subgradientes. A caracteristica principal
destes ultimos é que a funcido de descida
associada nao é a funcgdo objetiva,mas a
funcao distancia a soluclo Stima.

2.2. Convergéncia teérica

A seguir, f € uma funcdo convexa pré -
pria no R"™. 0 algoritmo de subgradiente su
poe que disponhamos de um subgradiente da fun
cao f no ponto iterado xy, g, € 3f(xg), e:

Kol = X = % gk/llgkll 9)



Na figura 2 sao representadas as curvas
de nivel da funcao no R2(x=[£1 €y1"):

£(&) ,5,)= max{|E,+38, ], |£,-3¢, [}

3,

—

\

FIG. 2

. Constata-se que no eixo (OEl) a funcao

f nao é diferenciavel e que as direcoes o-
postas aos subgradientes extremos 581 € 8
(que sao de fato as direcoes acessiveis na
.pratica) nao sao diregdes de descida. Toda
a dificuldade de implementacao do algoritmo
reside na escolha do passo oy ja que nenhu-
ma busca unidimensional pode servir. Polyak
(1969) mostrou que o passo 0j deve  tender
para 0,mas nao muito rapido.

1969)

Supondo que o conjunto dos pontos mini-
mizando f,X", e nao vazio e limitado, e que:

Teorema 1 (Polyak,

o

-0 I
% k=0

(10)

A =+ ©

k

entao para qualquer ponto inicial Xy, exis-
te uma subsequencia de {xk}* X 1 dado por
(9), que converge para um x € X¥.

os detalhes técni -
que como:

Prova: Ver Polyak para
cos. Observa-se apenas
“xo— Xk“i -+ “X - xk“

e, = x [l 4o lxy

= t.+ to+...+ t
0 1

k-1

a condicao ZIty=+ ® significa que pode-se es
colher um ponto x, tao afastado de x* quan-
to quiser.

A condicao ty * 0 e necessaria porque, 1o
caso nao diferenciavel, a norma do gradien-
te nao vai para zero em uma sequencia con -
vergente para X .

A condigao (10), embora muito simples e de
implementacao imediata, sugere uma taxa de
convergencia muito lenta, alias sublinear.

Teorema 2
Seja d(x)= —= “ X - x* “2 e £ convexa
e finita em x # x*. Entao qualquer diregao
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v=-g, onde g € 9f(x), é uma direcido de des-

cida para d.

Prova: Seja g € 3f(x). Entao

E(x*) > £(x) + gl (x% - %)

Como f(x*)-f(x)<0 e x*-x=- Vd(x), temos

0> - gl Vd(x)
Observa-se que o angulo O entre v e x* - x

(Fig.3) é sempre menor que 90° e quando ¢
proximo deste valor,

FIG. 3

o passo correspondente ¢ menor. Seguindo es
ta ideia, Goffin (1977) define a condicao
da funcao f:

T
Inf {Min g (x-x%) 3 (g

Y =
x#x* gedf (x) ”g" ”x*—x"

ou seja, € o cosine do maior angulo 6 en -~
contrado. Logo, para garantir a descida da
funcao d, o passo Oy deve satisfazer:

o < 2y llx* - x (12)

k il

2.3. Convergéncia linear

Observamos que (12) depende do conheci-
mento de Y e da distancia a solucao 6tima ,
parametros estes que podem geralmente ser

aproximados por limites apenas muito gros-
seiros.

Shor propoe para o passo 0Oy, uma série
convergente:

k

ak = ao o) (13)
onde a aproxima (12) no meio do arco:

ay vy | xx - x| (14)

. llx* - XL 1“ .
e P aproxima —wee———————— ou seja:
- xk “

p v Vl—Y2 (15)

Goffin (1977) observa que, quando
Y > (Z (6 < m), a taxa de convergéncia 0

2 4




pode ser aproximada por 1 no lugar de (15)

acelerando a convergénci%'. Infelizmente
a pratica mostra que este caso e rarc e
por outro lado, ele implica que qualquer
v=—g, e g € 3f(x), & uma direcao de descida
para f. Em resumo, o algoritmo do subgra -
diente (9) - (13) é util quando as direcoes
de descida sao dificeis de ser computadas

(® > I ) e gera uma taxa de convergencia

— 4
;
p > /lr% = 0.7 , ou seja ainda bastante

lenta. Os testes com os modelos de decompo-
sicao em programacac linear mostraram con -
digcoes menores do que 0.5 levando a  taxas
de convergencia entre 0.87 e 0.93.

Held, Wolfe e_Crowder (1974) mostraram
que, usando a convexidade, pode-se estimar
a condicao de f:

g € 3f(x)=> £(x*) > f(x) + gT(x*—x)

Logo:
-f(x*) + £(x)

e Il flxx - x]]

E entao natural de escolher 0, usando:

(16)

f(x) - £(x*)

o =t a7
lle,
e (12) implica que tk satisfaz
0 <t <2
Infelizmente, nao’ se conhecendo f(x*),

deve-se usar uma aproximacao f que, em ge-
ral, é um limite inferior de f(x*) (se f ¢
uma funcao do tipo dual, seria o valor de u
ma solucdo primal viavel obtida anteriormen
te). Neste caso a convergencia teorica pode
~ser problematica e Held, Wolfe e Crowder su
gerem diminuir t, para zero. Eles até pro -
poem dividir t, por 2 a cada 5 iteracoes ,
0 que corresponde a uma taxa de convergen

/s ) .
=.87, equivalente a

éia o} =(—l) série
2
convergente de Shor quando y=.5.

Goffin mostrou que o algoritmo de sub -
gradiente (9)-(17) é equivalente ao método
de relaxacao para sistemas de equagoes li-
neares. A formula (17) é que foi a mais es-
"colhida nas aplicacoes em otimizacao combi-
natoria (ver,por exemplo, Mahey (1985)).

2.4. Caso restrito

Completamos a apresentacao dos métodos
de subgradientes introduzindo restrigoes. O
problema é formulado como:

Minimizar f(x)

X € R (18)
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e ) &€ geralmente um conjunto convexo sim -
ples como veremos nas aplicacoes aos mode-
los de decomposigao.

A tendencia natural é entao projetar o
iterado (9) sobre  a cada iteracao. No en

tanto, o passo verdadeiro ”xk+l—xk pode

se tornar muito pequeno apos a projecao o
que leva a seguinte modificacao: o proble-
ma (18) pode ser escrito:

Minimizar F(x)=f(x) + XQ(X)

onde Xq(x) € a fungao indicadora de Q
(Xq(x)=0 se x € e =+ = senao).

Tem-se:
IF(x) = 9f(x) + NQ(X) (19)

onde NQ(x) é o cone das normais a § em x.

FIG. 4

Na fig 4, obtém-se:
¥g € 3f(x), -g=u+v

onde ue N, (x) e veN(x) (o cone
de Ny ou cone das dire¢Ges viaveis)

polar

Logo - v € 3F(x) e o algoritmo do subgra -
diente projetado deve ser:
o \4
Xpel = xk + ak TF:“ (20)
onde

v = Proj/N* (-g) para um g ¢ 3f(x)
o ¥

0 algoritmo (20) significa que a esco-
lha do passo, segundo uma estratégia do ti-
po (13) ou (17), deve ser feita na direcao
do subgradiente projetado e nao na direcao
do subgradiente seguido da projecao do ite
rado. -

3. APLICACAO A DECOMPOSICAQO DE PROGRAMAS
LINEARES

Consideremos agora um modelo linear

com uma estrutura bloco-angular:
n
T

Minimizar .I. c. X.
1=l "1 71



sujeito a:

i=1,...,n (21)
n
onde x. € R 1
n
c. e R T
i
A (m X n.)
B (m X n, )
b € R o
b. € R"
Hipoteses:
Os poliedros S; , i=1,...,n, sao limi-

tados

. A solucao otima de (21), notada

* * *.T

X =[x...x_]
1 n %

da. Notaremos p

cadores o6timos associados as'm, res -

tricoes de acoplamento (pxe RM)*y,

3.1. Decomposicao. pelos precos

Esta tecnica de decomposicao consiste
na separacao do problema em n subproblemas
cujos criterios sao modificados por um ve-
tor de "precos' associados as restrigoes de
acoplamento (recursos comuns), vetor este
aJustado iterativamente por um nivel supe -
rior de coordenacdo até obter o equilibrio
entre a oferta e a demanda (destes recur -
sos). Em programagao matematica, e um meto-
do dual associado a relaxacao lagrangeana
das restricoes de acoplamento.

0 ' Lagrangeano . € definido sobre
Rnl,x R™2 x...x R™D x (Rmo)+
n n
T T
L(x,p) éizl ey X, + P (igl Ai X - bo)
n T T T
=% (e +p ApDx; - p by

Para um vetdr de precos p.> 0 dado, de-
compoe~se o problema nos n subproblemas:
. T
h. (p) = Min (c. + pT A.) x. (22)
i i i i
X.€S, .
i771
Seja X;(p) o conjunto das solugoes oti-
mas de (22). O nivel coordenador deve entao

arbitrar as solucoes .propostas pelos .deciso

res locais resolvendo o problema dual:
s T
Minimizar h(p) =i§1 hi(p) -p bo (22)

sujeito a p >0

, € Unica e nao degenera

o vetor dos multipli
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Verifica-se que -h é uma funcao-Max e
aplicando (5) obtém-se:

m n
_ o - -
3h(p)={g € R °|g =.I; A,x;-b_,x. & X, (p)}

(24)

(23) é entao um problema de-otimizacdo nao
diferencial restrito e pode-se resolvé-lo

por um método de subgradiente do tipo (20).
No entanto existem algoritmos que resolvem
(21) em um nimero finito de passos. Tipica-
mente, & o algoritmo de Dantzig-Wolfe(1960)
ou na versao dual equivalente, o algoritmo
do "cutting-plane' de Kelley (1960). Este
ultimo resolve a versao transformada de

(23) (cf.(4)):
vt = Max v
VEﬁﬂp% +g£(pm2L 2=1,...,t  (25)

p20

onde € Bh(pz)

&g
As restrigées sao geradas iterativamen-
te, ou seja pt*l é a solucdo de (25) e gera
uma nova restrlgao resolvendo os subproble-
mas (22) para p=pt*' para obter Bryi

Este algbrltmo ja foi bastante analiza-
do e criticado (ver,por exemploy, Dirickx e
Jennergren,1979) e as suas principais carac

‘teristicas sao:

i) . Convergencia sublinear

ii) Monotonia da sequencia (v}

" iii)Nao ha monotonia da sequéncia{”pt—p*"},

Essas propriedades chamam os comentd -
rios seguintes: por convergencia sublinear
entende-se a taxa de convergencia de uma se
quéncia gerada pelo algoritmo aplicado a u—
ma fungao convexa geral. Se a convergéncia
é finita como no caso presente, isso impli-
ca ‘que. o numero de iteracdes pode se tornar
muito elevado nas aplicagoes praticas que
sao de grande porte. As propriedades i) e
ii) sdo complementares das propriedades ob
servadas no algoritmo de subgradlente. -

Na Tab 5 .sao representadns quatro grafl
cos mostrando a convergencia das. sequenc1as
de custo e-da distancia 6tima na comparagao
dos algoritmos do subgradlente (9-13) - e
Dantzig-Wolfe (25). : ’

Obs: O modelo utilizado para a comparacao &
um modelo de planeJamento da produgao
de uma oficina com varios itens e va-
rios meios de producao interligados so
bre um horizonte fixo. O problema glo-
bal (21) tem 336 variaveis e 216 res -
tricoes, das quais 48 sao de acoplamen
to. O numero de subproblemas é igual a
7. Cada iteragao representa a resolu -
cao dos 7 subproblemas e tambeém no ca-
so de Dantzig-Wolfe a resolugéo do pro
grama-mestre (25). -



vl

10 20 30 40 1 ter
(a)
10 20 30 40 Iter
(c)
VALOR OTIMO
TABELA 5 DISTANCIA OTIMA

DANTZIG - WOLFE

SUBGRADIENTE

3.2. Um Algoritmo composto

As propriedades complementares dos al -
goritmos de Dantzig-Wolfe e do subgradiente
sugerem que eles podem ser combinados para
melhorar os seus desempenhos respectivos
que, como vimos, sao fracos.

O problema central recai finalmente sem
pre sobre o fato de que, para encontrar a
solucao otima, é preciso conhecer todos os
subgradientes ativos neste ponto, ou seja ,
o cume da funcao poliedral so e encontrado
conhecendo todas as faces adjacentes. A ins
tabilidade das solucdes pt+l no algoritmo
de Dantzig-Wolfe torna essa busca muito len
ta. Por outro lado, as oscilagdes com pas:
sos cada vez menores do metodo do subgra -
diente tendem a fornecer os subgradientes
desejados, mas o algoritmo é incapaz de ter
minar na solucao otima- -

Outro ponto de importancia € o custo
das iteracoes: o método do subgradiente ¢é

sempre mais barato porque nio hd programa-
mestre a otimizar.
Essas dedugdes motivaram a construcao

de um algoritmo composto da seguinte manei-
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h(p"
h*
i0 20 0 40 I ter
(b)
Ho'-o*ll
10 20 30 4b
(d) 1 ter
(a) e (b)
(c) e (d)
(a) e (c)
(b) e (d)

ra:

1. Fase 1: Algoritmo de subgradiente duran
te T; iteracgoes. Esta faseé serve para apro
ximar a solugdo otima p* a baixo custo.

2. Fase 2: O Algoritmo de subgradiente &
modificado de maneira a armazenar os sub -
gradientes gerados, parando na iteracao TT

3. Fase 3: Monta-se o programa-mestre de
Dantzig-Wolfe com os subgradientes gerados
na fase 2 e prosegue-se com este algorit -
mo até a solugao o6tima.

Os resultados relatados em Mahey(1986a)
mostram uma nitida aceleracdao do método
de Dantzig-Wolfe. Inclusive, se Ty & sufi-
cientemente grande (T1 =’2mo e T2 = 3mo) ,

€ comum observar que a fase 3 é reduzida a
uma unica iteracao,o que significa que to-
do o subdiferencial na solugdo otima foi
gerado na fase 2.

3.3. Outros modelos de decomposigao

No método de decomposicao pelas quotas



é efetuada uma alocacao a priori dos recur
sos comuns b, aos subproblemas sob a forma

. n
m .
de vetores u, € R ! tais que .X, u. <b .
1 1=l "1 — "o

Cada subproblema resolve entao:

.. T
Minimizar Ci X

Al X, = u, (26)
X. € 8.
i i
Se vi(ui) € o custo otimo de (26) e
I (uy) € o conjunto dos multiplicadores
6timos, entao (21) equivale a:
PR a
Minimizar v(u) = iél Vi(ui)
igl Yi = bo 27

v(u) é uma fungdao-Max (escreva,por exemplo,
o dual de (26)) e:

v (u) ={ (Wl...nn)[—ﬂi e I (u)} (28)

Obtém-se de novo um problema de otimi-
zacdo nao diferenciavel restrito (Q é aqui
uma variedade linear).

Em Mahey (1982), a decomposigcao  dual
(25) é combinada com a decomposigdo primal
(27). Os passos nos espacos duais e pri -
mais sao escolhidos segundo a estratégia
(17). Os valores dos custos dual e primal
sao usados como aproximacoes do custo Oti-
mo em (17) e a redugao do "gap" entre os
dois valores fornece um criterio de parada

adequado. Esta idéia é explorada também
em Sen e Sherali (1986).
Em Mahey (1986b), o método do subgra-

diente & usado como fase 1 de um algoritmo
de decomposicdo misto onde as nao diferen-
ciabilidades encontradas (solugdes nio G-
nicas em (22)) sao eliminadas pela aloca -
cdo de recursos no subproblema. No fim, ca
da subproblema recebe pregos e recursos e
o nivel de coordenagac (programa-mestre) é
eliminado garantindo a descentralizacao do
processo de decisao.

4. CONCLUSAO

As técnicas de subgradientes fornecem
algoritmos de baixo custo e bem adaptados
aos modelos de decomposicao em programagao
linear. A convergencia ndo depende da qua-

lidade das informacoes locais usadas como
diregoes de busca mas de parametros asso-
ciados a geometria da fungao como a con -

dicao. Os estudos de J.L. Goffin (1977 e
1980) sao fundamentais e precisam ser apro
fundados apesar da aparente dificuldade de
aproximar corretamente essas informacoes
globais. Se isso fosse possivel, teriamos
algoritmos talvez lentos (taxas ligeira -
mente inferiores a 1), mas cujo numeroc de
iteracoes para obter uma dada reducao do
passo nao depende da dimens3o do problema.
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A convergéncia finita pode ser obtida em se
guida pelosmétodos classicos a partir da so

~lugdo dada pelo método do subgradiente.
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