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Resumo

Este trabalho concerne à aplicação da teoria LQ para pilotagem de fo­
guetes de medioporte controlados por desvio de jato. A estrategia de rea
limentação de estado com ganho obtido pela solução da equação algebrica
de Riccati e comparada com o desempenho obtido por um controlador PID
clássico. Resultados baseados em simulações extensivas com um mod,elo com­
pleto de validação, incluindo termos não-lineares e perturbações devidas
ao vento, indicam que o controlador LQ apresenta vantagens em missões com
especificações rígidas, quantizadas em termos dos erros de rastreamento
da trajetória, carregamento aerodinâmico e r~quisitos de desvios de jato.
Uma vez que a complexidade introduzida pelo algoritmo LQ pode ser supera­
da pelo computador digital de bordo, a uiilização deste tipo d~ lei de
controle possui uma perspectiva promissora.

ATTITUDE CONTROL OF ROCKETS USING LQ THEORY

Abstract

This work concerns the control of medium size rockets. using the LQ
Theory. The state feedback control law is obtained by solving, analgebraic
Riccati equation and produces the required deviation on the thrust vector
from the data consisting of the pitcn angle, pitch rate and the a'ttack
angle. The performance obtained with the LQ 'T'heory is compared to resul,ts
generated by tuning PID controllers. Extensive simulations were carried
out in a digital computeI', emp10ying the complete validation model with
non-linear terms and wind disturbances. In missions with tight
specifications the LQ controller yielded better performanceswith respect
to tracking error, aerodynamic loading and thrust deviation requirements.
Despi te i ts complexi ty, the LQ controller can be an attractive alternative
in certain types of missions as S:'lOWil by a case study included in this
work.

1. INTRODUÇÃO

Este trabalho apresenta uma aplicação da
.teoria moderna de controle em sistemas aero­
espaciais, e o seu desempenho em comparação
Com uma estrutura clássica PID. A formulação
linear quadrátic~ e aplicada para pilotagem
de foguetes, ou seja, para 6 controle rla sua
orientação angular em relação a um referen­
cial inercial. Esta orientação e eipressa em
termos de ângu los de 'Euler e denominada at i­
tude. A classe de foguetes referida neste
trabalho e a de verc~los de m~dio porte como
os lançadores de satelite. Estes foguetes ge
ralmente têm suas forças de controle geradas
atraves do desvio angular do jato principal.

Uma característica dinâmica relevante
deste sistema é a de ser variante no tempo.
Isto se deve ao fato do foguete perder gran-
de quantidade de sua massa, em função da
queima do propelente ao longo do tempo, e
dos parâmetros aerodinâmicos que variam com
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o número de Mach, CL:j a-dependência e predomi­
nantemente sobre a trajetória, considerada
neste trabalho como sendo pré-definida.

A definição da missão de um foguete desta
classe é feita' em termos de tra.Jetória.A par­
tir desta trajetória é definida uma função de
atitude de referência,que é a entrada do siste
ma de pilotagem. Esta lei pode ser gerada, tm
to em 'tempo real, por uma malha de controle­
externa, quanto por pré-programação antes <b
lançamento; A escolha de um dos métodos depen
de da dispersão de posição aceitâvel no· fm
da fase controlada do v~o, visto que a pilo~

gem não corrige deslocamentos lineares, estm
do portanto em malha aberta em termos de trã='
jetória. Neste trabalho será considerado o se
gundo caso, e a lei de atitude de referência­
fornecida a priori.

A seguir será apresentado o modelamento



onde
-+ .. -g e a aceleraçaa da gravidade
r~M é o vetor posição do Centro de ~assa

sobre (xl,y1,zl)
-+F

A
e- a resultante de forças aerodinâmicas

-+
FT e a força de empuxo

m é a massa do foguete

da dinâmica do foguete sob as seguintes hipó­
teses:

a) o foguete é um corpo rígido;
b) a Terra é plana;
c) a aerodinâmica e simplificada por uma

força atuando em um ponto, o centro
de pressão;

d) os parâmetros aerodinâmicos são furção
somente do n9 de Mach, independende do
ângulo de ataque;

e) o modelo só leva em consideração como
perturbação a velocidade do vento.

do

(2.6)

(2.3)

(2.5)

(2.2)

(2.4)

(2.9)

(2.8)

(2.10)

-+ -+
M.r=M

-+ -+ -+
~A + W x A

-+
=A

e

[~~J
(x,y,z)

tem-se que

onde
~ e a densidade do elemento de volume
r é o vetor posição em relação a (x,y,z)

do elemento de volume
V é o volume geométrico do foguete
-+ .. • ~ •
~ e o momento aerodlnarnlco

~ é o momento devido ao empuxo
-+

Escrevendo-se para um dado vetor A

,.dA]ldt
(xl,yl,zl)

onde;:; é a velocidade angular de (x,y,z) com
relação a (xl'!l,zl)'

Nestas condições, a equaçao (2.1) e rees
crita ~omo

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+
m(VCM+ W xV CM) =mg+FA+FT=F

e a equação (2.2) como

J
-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+
~x(wxr+wx(wXr»Pdv=MA+~=M

Considerando-se os versores (i,j,k)
sistema (x,y,z), pode-se escrever

F=iF +jF +kF
x Y z

M=iL+jM+kN
~=ip+jq+kr
V =iu+jv+kw
-+CM
r=ix+jy+kz
Nestas condições (2.1) pode ser expresso

componente a componente como sendo:
m(ü+vr+wq)=F

x
m(v+ur-wp)=F

y
m(w-uq+vp)=F

z
Utilizando-se as expressoes (2.7) a equ~

çao (2.6) pode ser reescrita como:
I p+(1 -I )rq=L

xx zz yy
I ~+(1 -1)pr=Myy xx zz
I r+(I -I )pq=N

zz yy xx
onde os momentos de inércia I I e I

xx' yy zzsao dados por

I =f- (y2+z2)pdv
xx V

I =J (x2+z 2)pdv
yy V

I =f (x2+y2)pdv
zz V

Agora as equações (2.8) e (2.9) estão em
uma forma apropriada para processamento no
computador de bordo do foguete, uma vez que
todas as grandezas estão expressas em um si~

tema de coordenadas solidário ao foguete,des
de que se conheça a atitude do sistema(x,y,~
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Y

(2.1)

Notação

Figura 1

r,n

z

(xl,yl,zl)=Sistema Inercial de Coordena­
das.

(x,y,z)=Sistema de Coordenadas solidário
ao Foguete.

(u,v,w)=Componentes do vetor velocidade
sobre (x,y,z).

(F ,F ,F )=Componentes da Força Resultan
x Y z te sobre o foguete. -

(p,q,r)=Velocidades Angulares de rolame~

to, arfagem e guinada.
(l,m,n)=Momentos de rolamento, arfagem e

guinada.

- Equações Dinâmicas-de Corpo Rígido
Sabe-se das leis de Newton que:

r d 2 -+ ] -+ -+ -+ -+
ml-2 (r' ) =mg+FA+FT=·.F

dt C~1

(x1,y1,zl)

x

2. MODELAMENTO DA DINÂMICA DO FOGUETE

2.1 - Sistema de Coordenadas e
das Grandezas Básicas.

2.2



q.êcos~+~cosesen~ (2.13)

r.~cos~cos~-esen~
Finalmente, o modelo completo para um fo

~uett ~ode ser expresso utilizando-se as
equações (2.8),(2.9) e (2.13).

• FAX+FTXu·vr-wq-gcosS+ -------
mF +F

~=pw-ru+gsen~sene+ AY TY
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~
p

(2.14)

(2.18)

(2.19)

-+
V

w

v-V
13:~

u

z

-+
V

w

V :Velocidade do Vento
w

w-Vwza-----
u

Figura 3

FAZ+FTZw=qu-vp+gcos sen + -------
• -1 m
p=1xx Mx
q=1 -1«1 -I )pr+M)

YY xx zz Y

~=1 -1«1 -I )pq+M)
zz YY xx z

~=p+(qsen~+rcos~)tg8

8=qcos<jl-rsen<jl

~=(rcos<jl+qseh~)sece
Para o veículo lançador a ser considera­

do neste trabalho, tem-se que p=O devido ã
presença de um sistema de controle de rola­
mento , permitindo que se reduza as expres­
sões dinâmicas para:

• Fx
u=-wq+ -til
• Fyv=-ru+ -

m
• Fzw=qu+ ~ (2.15)
• -1p=1 M
• x~l x
q=1 M
• YY.l Y
r=1 Mzzz
Considerando-se a magnitude do vetor em­

puxo, pode-se fazer
F

xm »qw (2 •. 16)

o que simplifica a expressão de u para

u=-m-lF (2.17)
x

Em termos dos ângulos de desvio do jato
8e 8 e dos ângulos de ataque a e de derra

p Y

onde

(2.11)

I Y
I

I
I

I
I

/
/

"/
/

/
./

/'

é dada por:

cos~sen\ll

sen~sen'i'

(2.12)
cos~cos'i'

sen~cos'i'

= T [::.

Figura 2

onde a matriz T=[t ..J
~J

tll=cos'i'cos8

t12=sen~sen8cos'i' ­

t13=cos~sen8cos'i' +

t 2l=cos8sen'i'

t22=sen~sen8sen'i' +

t23=cos~sen8sen'i' ­

t = -sen8
31
t32=sen~cos8

t33=cos~cos8

e os angulos ~,a e ~ são vistos na figura 2.

2.3 - Equações Cinematicas
As relações angulares entre (x,y,z) e

(xl 'Yl,zl) podem ser expressas por ângulos de
-+ - •Euler. Se ã e um vetor que possu~ representa

çâo (a ,a ,a ) em (x,y,z) a (aI,aI,aI ) em·
x y z x y z

(X!'YI,zI)'

I
a

x
aI

Y
I

a
z

I
I,
I,
I
i,

!-(~;
Nestas condições,
-+ .'>. .+ ~
w=ip+iq+kr='i'+S+~

implica na seguinte relação cinemática a ser
satisfeita:

p=~-~sene



Diferenciando-se ambos os lados obtém-se

3.2)

(3.3)

).la

1-llal
1Jc "

y

).l

lôl > I~J -
- ,).lc·-

101> ylal

K - Coeficiente da Força
"o. c' Aerodinâniica em pitéh

Para a comparação das estruturas de' con­
trole a serem propostas a seguir, sera'utili­
zado um veículo exemplo que apresenta a dinâ­
mica em função do tempo conforme apresentado
â' seguir

VEÍCULO EXEMPLO

~omo ~Ci e ~c sao variáveis no tempo, y ê
função do tempo e o máximo valor que pode
ser assumido pelo o depende apenas da con&ru
ção do atuador, para cada instante de tempo;
existe um valor de Ci

M
tal que com um ângulo de

ataque maior que Ci
M

o foguete perde o contro­
le pOE incapacidade de torque do sistema de

- atuaç-ao.

Ia M ~ - ~ 1 0
M I (3. 4)

O carregamento aerodinâmico sobre a estru
tura do foguete pode ser entendida como o
efeito que a força aerod~nâmica produz "sobre
sua estrutura. Uma estrutura real define um
carregamento aerodin~mico máximo que esta es­
trutura ê capaz de suportar sem apresentar ne
nhum dano. A força aérodinâmica pode ser ex~
pressa pela seguinte equação: _

FA=mK~.a=n.a (3.5)

n ê uma variável que pode ser admitida co
mo dependente unicamente da missão,ou seja,do
ponto de vista de controle êum parâmetro em
função do tempo, para uma dada missão. Então
o carregamento aerodinâmico do ponto de vista
do Sistema de Controle ê proporci~na1 ao ângu
10 de ataque, como uma constante de proporcio
nalidade variável com o tempo. -

, onde

(2.20)

(2.:21)

(2.23)

v'wz
u

~)Ci+ gcose
u u

1

1

O ~]
h(t){ !Vwz

]

[~]··v(ex,Q,8)= .~ ..

'~=Ax+Bo +h(t)+v(x)
p

A=[=::- ~
, O

~l -K - ~ 1 O a K gC~S81
a u c

ql= -~ O '0 ,q + ~c o + 0_+

ãJ

a
p

O 1 O e O O
J -

1
u

+ O V (2.22)
wz

O

a qual pode ser reescrita na forma

que,

~=q+K o +(K ­
c p Ci

onde K'
K c

c u
K'
K~

a u
e, analogamente, v

B=-r+K o +(-K - ~)S- wy
_ c y S u u,

O modelo simp1ific4do para controle em
arfagem do veiculo lançador pode, entao, ser
expresso na forma matricial

3. PILOTABILIDADE E CARREGAMENTO AERODINÂMICO

A pilotabilidade de um foguete e a capa­
cidade de rastreamento e regulação do fogue­
te a uma atitude comandada, submetido a um
conjuntb de perturbações.

Esta pi10tabilidade pode ser quantiz,ada
~pela relação torque disponível para o siste­
ma de controle-e torque perturbador, que e
encontrada a partir da equação:

q = 11cÔ - 11aa (3.1)

O veiculo esta s'ób controle se é capaz de
fazer q=Ô aEos.atingir.q=QR e 8:8R, supondo
que a referencla de atitude sera segmento de
retas, para que isto possa ser satisfeito:

gô, I~ ôj > 111 aI para Va < a Mc a
como ~c é ,sempre positivo

11c1ôl > l11aal

..... r----
/ '

/
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A Missão proposta e que o veículo ras­
treia a atitude de referência dada no gráfi­
co abaixo de S x t. Esta missão ocorre em
data e local ogde o conhecimento dos perfis
estáticos de vento fornecem o gráfico de ven
to máximo em .função da altura, já transforma
da para função do tempo, com uma probabilida
de de 30, conforme fornecido abaixo: -
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o atuador responsavel pelo deslocamento
angular do jato principal sera suposto de di.
nimica contínua e muito rapida, sendo portan
to desconsiderada, Também os sensores terãõ
suas dinimicas desconsideradas.
são apresentadas a seguir as curvas de índi.

ce de pilotabilidade e índice de carregamen-
to aerodinimico em função do tempo para a
missão dada.

àUIO·'~---:--------- '"

n - Índice dercar.reg.a.- .~,
m.:n~o Aerodi-. '",-
namlCO. -

/
~-,./""

.0

1.4_-----.....:.-.----------------,

serem imp lán tados "
Serão definidas duas especificações para

o foguete exemplo executar a missão dada np
item anterior e propostas duas estruturas de
controle para cumpr{-las:

APLICAÇÃO 1

Especificações:
al O erro de atitude durante a fase pro­

pulsada não écrítico:pode assumir 10 ou 1,50
durante toda a fase pilotada.

b) O valor do ingulo de ataque nao é crí
tico,pois do ponto de vista de pilotabilida
de o veículo tem uma disponibilidade de ângu
lo de desvio de jato grande em torno de 4 ã
5°, Do ponto de vista de carregamento aerodi
nâmico o veículo suporta um carregamento muI
to ,grande e a estrutura não precisa ser oti=­
mizada podendo ser reforçada em caso de nec~
sidade.

Uma estrutura de controle para atender es
tas especificações não precisa ser muito pre=­
cisa, pois as especifi·cações não são mui to rí
gidas; então o controlador a ser usado pode
ser simples, Um controlador simples que pode
atender a maioria dos casos é o P+I. usando
ainda,para aumentar o amortecimento do siste­
ma, uma realimentação de velocidade angular;en
tão a estrutura de controle proposta é a do
diagrama abaixo:

/--~

./ ~

/ y - Índice de
~ Pilotabilidade

../~

8
c

ATUADOR

GIRÔMETRO

PLATAFORMA
INERCIAL

ATITUDE DE REFERtNCIA

VEÍCULO
e

4. ESTRUTURA DOS SISTEMAS DE PILOTAGEM

A escolha do sistema de pilotagem para
que um foguete execute uma dada missã~ ê uma
solução de compromisso entre a precisa0 obti
da com este sistema e a simpliéidade de im­
plementação deste mesmo sistema, A simplici~

dade esta ligada à confiabilidade, e a con­
fiabilidade é um fator muito importante na
área aeroespacial, onde não se pode parar o
processo para que um componente possa ser
substituído.

Se a missão tiver características tais
que a especificação do sistema de pilotagem
não seja muito estringente então a estr~tura

tende a ser sempre simples~ se ao contrario
as especificaç;es do sistema de pilotagem
foremestrin~ente~par3 que seja cumprida a
missã~ os controladores uS3dos devem ter al­
ta performace e nem se:-:1pre muito simples de
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Figura 4

A plataforma inercial é o sensor que for­
nece a informação de atitude do veículo e o
Girômetro a velocidade angular,

Os parâmetros do sistema de pilotagem fo­
ram ajustados de tal forma a um único conjun­
to de parâmetros ser suficiente para que o
sistema cumpra a missão com as especificações
dadas; foram encontrados os seguintes valores:

K=8
1"1=0,5

KC=0,6

Feitas simulações com o sistema sao apresenta
dos os gráficos referentes às saidasabaixo: -



10·r-::--:--~----~-----"---------~
"Pl

2'r------------------------.
6~'- B APLICAÇÃO' 2

Especificações:

a) O erro deve ser menor que 10
b) Carregamento 'aerodinâmico ~1,2xl05N

c) 6~30

A est~utura proposta para a pilotagem com
estas especificações ê uma realimentaçio 'T de
estado, sendo o vetor de estado x=[a,q,e] e
o ganho da realimentaçio ajustado por um algo
ritmo de otimizaçio usando a formulaçio li~

near q~adráticç.. As matrizes pese sio ajusta-:­
das de acordo com o instante do vôo dando
maior peso inicialmente ao erro já que a for­
ça aerodinâmica é baixa no início do vôo e na
regiio onde o índice n é maior o peso da dis­
persão do ângulo de ataque será maior.

Seja a equaçio de estado abaixo a repre­
sentaçio do sistema foguete, dada no capítulo
anterior (2.23):

~rró em relaçi6 i
Atitude de Referência

Caso PI:
e - e

c

y=cx

onde
Ft~,v,T)=A~+Bv+h(T)+V(~)

Como a equaçio de estado acima e nio li­
near, ela será linearizada sobre a trajet6ria
de re~er~n~ia dada . ~e ~R e_uR q~e definem.
a traJetorla de referencla sao tals que satls
fazem a equaçio acima então expandindo o sis~

tema acima em série de Taylor edesprezando-se
termos de ordem maior que 1 tem-se:

aF(xR,uR) aF(xR,uR)
~=F(xR,uR)+ a x + .ux

R
e aU

R
e

(4.2)

Caso PI:
n - Ângulo de Ataque

.O·----'-~---'--......._.:._::___"--------..........:-...:....J

...--------------------

{~=F(x,u,t)
y=cx

(4.1)

Caso PI:
Ó - Demanda de Desvio de Jato

(4.3)

00

tal que minimize o s'eguinte índice de desemp~
nho:

(4.4)

(4.6)

'(4~5)

u - Kx
e e

x =Ax +Bu
e e e

y=Cx
e

aF(xR,uR)
A=----.::.:-..:--aX

R
aF(xR,uR)

,B=-----aU
R

problema agora e encontrar uma rea1imen
de estado do tipo:

O
taçao

J=((XT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t))dt (4.7)
, ) ,

O
isto e um problema de controle' 6timo linear
quadrático que deve ser resolvido e determina
do o vetor K para os vários tempos e implemen
tado geralmente em forma discreta utilizando­
um computador de·bordo. A simulação deste sis
tema mostra os seguintes resultados:

onde:

y=cx
entio pode ser escrito o seguinte sistema li­
nearizado:
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Caso PI:
n - Carregamento Aerodinâmico

OI
~..

10,1(,0' r-----------------------.



com que o sistema tenha erros em regime per­
manente nulos somente para entrada em degr~~

Como a lei de atitude tem entradas do tipo
rampa o sistema tem erro de regime que de­
pende da entrada, podendo se esperar então
erros maiores para entradas polinomiais de
grau maiores que 1. Ainda que o controlador
LQ tenh~ t{do errbs ~aiores 'que o PI na re­
gião de 24 a 3S segundos, isto se devp. ao fa
to de que a manobra gerada pelà atitude de
referência fois~aviz~dàn~~ta:região, en­
quanto que o LQ teve erros menores nas ou­
tras regiões do ,.~ôo Onde' as ,m~nobras eram
mais 'acentuadas~ Este fenômeno é devido ao
peso que' se" atribui a cada elemento da ma­
triz de ponderação, para cada fase do vôo.Is
to pode ser visto pelo carregamento aerodinã
mico que foi sensivelmente menor para o LQ
do que para o PIo Com ·outros ,valores da ma­
triz de ponderação foi po~sIvel obter erros
con~istentemente_menoresque o PI com apenas
uni pequeno acréscimo no carregamento aerodi­
nâmico.

O ânglllo de desvio de. jato demandado pa­
rao:LQ .também foi',menor"que para o PI, para
executar a mesma missão. A ângulo de ataque
do veIculo durante ,toda a fase foi menor com
o controlador LQ. Embora' a estratégia envol­
va maior complexidade na implementação do aI
goritmo de controle, as melhorias ,como carre

:gamento aerodinimico e demanda de desvio de
j ato menores permi tem ganhos no que tange ã oti
mização da estrutura e do dispositivo de a~
tuaçáo.Fac,ea estas perpectivas.. justifica
-se a continuação de trabalhos nesta irea de
pesquisas e desenvolvimento.

Êrro em relação ã
Atitude de Referência

Caso' LQ:
(l'- Ângulo de Ataque

'/\',' "
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