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Resumo

Para um dado sistema linear invariante no tempo, este trabalho

analisa

a relagao entre uma lei de controle por reallmentagao proporc1ona1 derivati

va do estado e subespagos quase (A-B) invariantes. Em seguida,

mostra—se

que o crlterlo de solvab111dade do problema. de reJelgao quase total de per-

turbagao @ equivalente a existeéncia de uma lei de controle que utiliza
11mentagao proporc1onal ~derivativa do estado e que resolve o- problema

rejeicao de perturbagao.

rea-
de

DISTURBANCE DECOUPLING BY A PROPORTIONAL-DERIVATIVE FEEDBACK

Abstract

For a given time-invariant linear system, this paper
relationsnip between a proportional-derivative state feedback law and
most (A-B) invariant subspaces. It is then shown that the solvability
terion for the almost disturbance decoupling problem is equivalent
existence of a control law which uses proportional-derivative state

investigates the
al-
cri-
the
feed-

to

back and which solves the disturbance decoupling problem.

1. INTRODUGAO

Um conceito fundamental dentro da abor-
dagem geometrica de problemas de controle em

sistemas lineares invariantes no tempo
(Wonham, 1979) e o de subespagos (A-B) in-
variantes que possuem a seguinte proprieda-

de: para qualquer condlgao inicial num dado
subespaco quase (A-B) invariante existe um
controle tal que a trajetoria de estado re-
sultante permanece arbitrariamente proxima
desse subespago.

Atraves do uso de subespagos quase (A-B)
invariantes Willems (1981) resolveu o  pro-
blema de rejeicao quase total de perturbagao
(RQTP) que & descrito a seguir de maneira
informal.

Considere o sistema linear

Ax + Bu+ Gd
z Dx

%

onde u, d e z sao vetores que representam,
respectivamente as variaveis de controle, as
perturbacoes desconhecidas e as variaveis a
serem controladas. '

0 problema (RQTP) esta relacionado com a
existencia de uma lei de controle por reali-
mentagao de estado, u=Fx, tal que no s1ste—
ma de malha fechada a influencia de d em z &
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arbitrariamente pequena.

A condigao de solvabilidade desse proble
ma e expressa em termos de um certo subespa-
¢o quase (A B) .invariante e uma vez que es-—
sa condlgao e sat1sfe1ta entao o mapa F en-
volvido na solugao & tal que F = =,

0 objetivo maior deste artlgo € mostrar
que para uma classe de fungoes de perturba—
¢oes que admitem derivadas de suficiente or-
dem, a condigao de solvabilidade do problema
(RQTP) & equivalente a existencia de uma lei
de controle

u=F;x+F,%X+F,d

tal que no sistema &e malha fechada
(I-BF,)% = (A+BF )x + (G+BF,)d
z = Dx v '

a matriz de transferencia de d para z e ze-
ro, 1sto &, o problema de rejeigao de pertur
bagao e resolvido,

Uma propriedade da lei de controle acima
e que o mapa (I-BF,;) & singular e a matriz
"pencil" (usaremos daqui por diante
simplesmente a termlnologla pencil)
s(I BF ) -(A+ BF ) & regular (Gantmacher,

1959) .-



Sob a hipotese de controlabilidade do
par (A,B) analisa-se tambem a  configuragao
de zeros finitos e infinitos que pode ser ob
tida para o pencil acima. Sao apresentadas
também algumas relagoes entre os subespagos
invariantes de s(I -BFs) - (A+BF,) e subes-
pagos quase (A-B) invariantes.

Notagao

Usaremos letra minuscula para vetores,
maiuscula para matrizes e mapas, e "script"
para subespagos e espagos vetorais. :

Im e ker denotam imagem e kernel (éspa-
go nulo) de um mapa.

Se X & um espago vetorial de dimensao
finita, A:X>X & um mapa e L & um subespago
A-invariante de X entao A|L representa a
restricao de A a'L

. Se ALcK, entdo K |A] L

representa a restrigio de’A.a .l com codomi-

nio em K. Se L&Ke=X sao ambos ‘A = invariantes,

ent3o A || K/ L representa o 'mapa induzido Mo '

espago quociente K|L .

B AI,L>.

Para A:X=>X, dim X=n e LcX,
denota o menor subespago A - invariante que
contem L, isto &, <A | L> = L+AL+ ...+ A" ML

og(A) representa o cenjunto de.autovalor
res de A e R representa a reta real.

Se n é um inteiro positivo, entao n de-

nota o conjunto {1, 2, ..., n}. :

2. PRELIMINARES

Nesta segao e apresentado o material ba .

sico necessario para o desenvolvimento do ar
tigo.

2.1. 0 pencil regular (sL~T)

Sejam E e T mapas de X em X, dim X =n,

e seja s a variavel cbmplexa.()pencil(sE=-T)
11959) . se.

&.chamado regular (Gantmacher .
det (sE-T) # 0. e

Ao pencil regular (sE-T) associamos o
seguinte sistema linear generalizado (tambem
chamado na literatura de sistema singular ou
descriptor).

Ex = Tx

(D

cuja resposta a uma condicao inicial x(07) e
uma distribuigao que consiste de uma compo-
nente exponencial e uma componente impulsiva
(funcional delta e suas derivadas). Para mos
trar isto, seja M um.mapa nao singular (veja

--ii) no. Lema la) definido por:

T : %
M lx = Ex , x¢3S

*
Tx , X Ewb

Pelo Lema 1 temos entao

wr|s* =L 3 MT[w =1

ME|S* = 1. 5 . ME|W =3

- ou seja, S* ¢ Wf s3o simultaneamente MT e

ME - invariantes. ‘

Seja Qg: X+S* a grojegﬁo em S¥ a0 longo
de W' e seja Q =X- W' a projegao em WX
b AL . b
ao longo de § .

Ppg-multiplicgndo (1) por QgM e  QuM,
‘respectivamente, resulta na seguinte decom-

" posigao
X5 T Lxs ’ *s =.Q§X (2)
Jx =X , x, = QX (3)

As principais propriedades de um pencil -

regular sao descritas no proximo lema (Armen
tano, 1986a). S e .
Lema 1 : Para o penciljreguléri(éEr-T){

ay ExiStém’subeépaQOS'S* e'wg tais que':“””
. * k _ . .. * x _y
1)s@wb-x ; 1i) ES @vab =X
i3i) TS*CES*, S*D ker T

iv) ES*c TW] , Wpoker E -

b) Existem dim S* zeros finitos que 830  0S
autovalores do mapa L: = E S*|T|S*.

c) 0 mapa J: = ng |E| w; & nilpotente (is-
to &, tem autovalores nulos) .e .existem
p: = dim (ker ENT” (ImE)) blocos de: Jordan
de dimensao maior que um. Seja nj+1, i € p,

a dimensao de um bloco i. Entao existem p Ze
ros infinitos de ordens n., iep.

Sequéncias finitas de subespagos que
conduzem ao calculo de S* e W§‘ sao apresen

tadas em (Armentano, 1986a).

Verghese, Lévy e Kailath (1981) mostra-
ram que a resposta de (3) e dada por

B LA CCTO NN
- ¥ 8 I x (07)
. o w

=1

M.
]

1

onde,q & o Indice de:ﬁilpotaﬁcia de J (J9=0)
e 50
distribuigao) de ordem k do funcional delta:

representa a derivada (no sentido de

0 lema a seguir identifica o
onde se situa a distribuigao xy.

subespago

. *
Lema 2: Para qualquer x,(07)ely ,a resposta

" X, pertence a W} onde
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o _. n u _ o1 v - u-1 .
W =Wl w =T (pﬂ)nEkwa ) s

Alem disso

CoT L _ Q% *
T (ImE) =S (:)wa

Foi também mostrado em (Armentano, 1986a)
que as ordens n;, i € p dos zeros infinitos,
podem ser calculadas. a”“partir dos . numeros



e que I

*
n, =dim W .
igp 1 a

6 =dim @0 - dim W97
u a a
Portanto, o numero total de zeros (finitos e
infinitos)  do pencil regular (sE-T) e dado

por dim S dim wa.

2.2. Subespacos Quase (A - B) Invariantes

. Nesta sub-segao sao apresentados os ti-

pos de subespagos quase (A - B) invariantes, -

as sequencias que conduzem ao calculo desses
subespacos e algumas relagoes geometricas.

Para uma exposicao detalhada no assunto veja
as referencias ( Trentelman, 1983 ; Willems,
1980 ; Wonham, 1979).

Considere o sistema linear

T:x = AX + Bu (5)
xeX: =R% ,uel : = R"
Seja K um dado subespago de X e

B: = ImB. Entao

1) UK e o maior subespago (A-B)- 1nvar1ante
contido em K e & dado pela sequencia
* -
VK:=Vn;Vu=KﬂA1(Vul+B) ,
u€en; Ve = X (6)
2) R e o maior subespago de controlablll—
dade contldo em K e & dado pela sequéncia
* ) * -
RK:=Rn,R“=UKﬂ(ARu1+B)
uer_l;R°=0 @)

3) R K e o maior subespago de quase contro-
1ab111dade contido em K e e dado pela sequen
cia

* u u-1
= . = n
Ra,K Ra ; Ra K (AR . + B)
u€n ;g Ra =0 (8)
* -
4) Va K eo maior subespago quase (A~-B) in
, n
variante contido em K e satisfaz
* * *
Va,k = Yk * Rak (9
5) Vb K e o supremo subespago Lp - quase
(A - B) invariante e satisfaz
* * *
Vb,K = ARa,K + B + VK (10)

A seguir introduz-se uma sequéencia de

subespagos com o obJetlvo de obter decompo-
sicoes para e

,K b,K' Para tal seja
B © B qualquer subespago tal que

*
B=BnV . ®B (11)
e considere o subespago ﬁ; K definido pela
seguinte sequencia
5 . . ph . mu _ u-1, =
Ra,K' ?a, Ra Kn(ATEa_+ B ,
wen; R =0 (12)
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_ Em Armentano (1984) foi provado que
Ra K € um subespago de quase controlabilida-
H

de.

Lema 3:

a) Ry =Ry + R"
Ju * _

b) Ra n VK =

Prova: As relacoes acima apareceram em Com-
mault e Dion (1981) e podem ser provadas fa-
cilmente por indugao em u.

O

* * -
Como RK c VK , obtemos entao de (9) e
do lema 3.

*

* —
Vak = Yk @R, k (13)
Do lema 3b tambem temos que

= =0 (14)
Ra,K

ou seja, E K € um subespagb de quasé contro

9

labilidade com a propriedade de que nesse
subespaco nao existem traJetorlas geradas
por I . Todas as "trajetorias'" nesse subes-
pago sao geradas por controles impulsivos
(funcional delta e suas derivadas).

De (6) e (14) obtemos

— 1,

Ra,K nNAB=0
0 que implica

- .

ARa,K B=20 (15)
e

ker A n Ra,K =0 (16)

* *
Do lema 3a e o fato de que RK c VK ob-

temos entao de (10) que

%
a K + B + VK

Suponha agora que AR

%
a,k n (B + UK) # 0.

Entao Ar = b+v, para algumnr € R, xk , b € B
* .

ev € VK , 0 que implica reK N A'l(V§-+B)=
e portanto pelo Lema 3b temos que r = 0, De
(11) e (15) temos entao

v =R v

bk T Rp,k @Yk a7
onde

Rb,K: = Aea,K ®B

Note de (12) que

Ra,K = Kn ?b,K (18)



3. LEIS PD REGULARES E SUBESPACOS QUASE

(A - B) INVARIANTES

_Nesta secao sao estabelecidas algumas co
nexoes interessantes entre uma lei proporc1o
nal-derivativa (PD), u=F;x+F,% , aplicada
ao sistema linear X, e subespagos gquase
(A-B) invariantes.

Definicao: Uma lei PD, u=Fix+Fs%k , & cha-
mada regular se o mapa (I-BFZ) e singular e
o pencil s(I BF,) - (A+BF;) e regular.

0 teorema a seguir apresenta caracteris-
ticas estruturais do sistema de malha fecha-

da .
Igt (I - BF% = (A+ BF)x

relativo a um dado subespago quase (A-B) in

variante. Para enunciar o teorema precisamos
considerar os seguintes conjuntos de numeros
complexos. :

- . . *
Seja Ay um conjunto simetrico de dim RK

~ . * .
numeros complexos e seja F(UK) a familia de

mapas F tais que (A-FBF)Viii Vin

Entao existe (Womham, 1979) F : V;Cﬁ u,
%
Fv € F(VK) tal que

% = . .’
5 [(A+BFV)| VK] houoa, a9
* * | - .
onde Az:*= g[(A+ BFV)HVK / RK] e fixo,
VFEF(VK). i
Seja A um conjunto simétrico  de
Trentelman

n - dim V K numeros complexos.

(1983,1985) mostrou que se o par (4,B) e con

trolavel entao existe um subespago (A -B) ig

variante e um mapa F.:C~>U, Fc € F(C)- tais
que
S C =X '
Yy k © (20)
e
g[(A + BFC)ICiI= (21)
Considere também a matriz de transferen-
cia G(s) = C(sI-A) ' B, onde C: X>Y & um ma-

pa sobrejetivo com ker C = K. A estrutura de
zeros infinitos de G(s) pode ser descrita em
termos de subespacos quase (A-B) invarian-

tes (Armentano, 1984; Commault e Dion, 1982).

Se f: = dim B N K , entao G(s) tem f zeros
infinitos de ordem m; + 1, m;2l,ief e

dim B - dim BNK zeros 1nf1n1tos de. ordem
unitaria. As ordens mj, ief saq_ determina-
das a partir de dim ﬁg -"dim Ru 1, ue n.

Pode-se mostrar tambem (Corfmat e Morse,
1976) que se o par (A,B) e controlavel e o
par (C,A) & observavel entao o conjunto Ay
definido acima coincide com o conjunto- de
zeros finitos de G(s).

Teorema 1: Suponha que o par (A,B) e
lavel e considere os subespagos Va K
2
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Existe uma lei PD regular tal que_ a resposta

Tmf permanece em Ua K vx(07) eVb K Além
disso o pencil s(I - BFy) - (An+BF2) possul:

i) os conjuntos A U A U A
ros finitos

como seus ze-

ii) f zeros infinitos de ordem m., ief.

Prova: A prova € organizada por passos.
Passo 1: Décomposigéo do espago de estado
De (17) e. (20) '
- VT OR, (22)
onde
-@C

que consiste a decomposicao desejada.

Passo 2: Definigao dos mapas F, e F, .

Seja q: = dim B e {b, } , 1 €q , uma base
de B. Entao
Ei = Bui ,,1eq , para algum u € u.(23)
?e (16), sle 1: = dim ARalK dim Ra K-
Se_{ri} , i’el, e uma base de_?a,K , entao
{Arj} , i€1, & uma base de AR [ -
el a,
Defina Fr:_Rb,K+ U por
Frbi =u, ,ieq e FrAri =0, iel
Dai
a - BFr) b, =0
e (24)
(I - BF_) AT, = Ar,
r i i
Defina F,: X-U por
IR K r
F2|V+= (25)
Passamos em seguida 2 definigao de F).

Para tal seja F um mapa especificado por

N *
FlC=F 5 PV =F 5 FIRy ¢
onde F. e Fy sao dados por (21) e (19)
pectivamente.

res-

Usando a decomposigao (22) obtemos entao
Ao I O
Ass Mat (I - BF) = 0 En

A2z = Mat (A + BE)||X/VT

R A
Mat (A + BF) = 0

onde
A1 =Mat(a + BF) {V+ ;

dim I = dim VT  Eap = Mat(I—BFZ){Eb’K



Portanto na decomposicao (22) o pencil
s(I ~BF,) - (A+BF;) e representado por

sI - A1na - A2
0 sE22 - A22

A representagao (26) mostra que se A,
& n3o singular entao o pencil e regular (mos
traremos depois que a regularidade do penc;l
também implica A,, nao singular).

(26)

Nosso proximo passo consiste da deflnl;
gao de F, de forma que o mapa (A + BF1)||X/V
seja nao singular. Para isto note que

R,k = 4R, (BB =R, (OR ¢
onde R LK e qualquer subespaco que fornece
uma soma direta.
Considere as decomposigoes
=yt PR R
X =VEDR, (@R (27)
X = v*@ATZa (®B (28)

e note
formada pelos vetdres uj, i€ q, em
seja P:X B a projeciao em B ao

que dim Rb K= dim B. Seja U a matriz
(23) e
longo de

vt @AR . Como PBU e nao singular, se-

gue-se que o par (PAle K ° PBU) & contro-

lavel e portanto existe F: ? '+U tal  que
— . - a
P(AR, _+ BUF) e nao singular.

b,K
Defina entao
Fi vt = #luf FilR =0

b

Fl[Rb’K =TF (29)

A partir das decomposigoes (27) e (28)

-

pode—se concluir entao que (Ad-BF1)||X/V e

nao singular.
Passo 3: Validagao geometrica
Para que os subespacos VT e Rb X sejam

identificados com os subespagos s*
Lema la devemos ter

i) v’r@'RbK=

E verdadeiro por definigao

ii) Note de (25) que (I-—BFz)V+ = yte repre-
sente (A+BF,) na decomposigao (22). Dai

A1y A
Mat (A + BF,;) = 0 Ars
2

Mat(A+BFy) | VT
Mat (A + BFy) || X/U T

e wb no

(30)

onde A;; =

]

e A2z2

que & nao singular por definigao.

Dai para 0 # s € R£ temos

K
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’dlm R

l Ajys s +
= Ayy s ¢ v (31)

]

pois Azz s De (31) segue - se
ker (A+ BF,) C /", Portanto .
X = V*@ (& + BFI)?b,K (32)

iii) De (25) e (29) segue-se que
a-sr)VT = v o @+ BrHUT
Ja foi mostrado em ii) que .

T D ker(A + BF,;)

v
iv) Para qualquer F,: XU, ker(I - BF,) < B.
Mas de (25) F,|(B N V¥ ) = 0. Entao de (24)

ker(I - BF2) = E'C Rb K

A partir da definicao de Fp & facil wve-
rificar que .

Im(I - BFy) = «® vt (33)

Alem disso-de (29)

2 (A+ BFI)R&,K =

I- BFZ)?-b,K

(Aﬁ-BFl)ﬁ£,K

- APQ,K = (

o que verifica iv) no Lema la.

Passo 4: Os zeros do pencil
s(I - BF2) - (A + BFj)

de =zeros
igual " a
a seguir

De (33) segue-se que o numero
do pencil s(I - BF,) - (A + BF,) &
+ dim V . 'Vamos verificar

a,kK

a estrutura de zeros infinitos desse pencil.

Mos tremos prlmelro que

-1 —
a+BF) 7 In(r - R =R+ VT @)
. . 3

isto e,
R C) V+ = {x|(a + BF;)x & AR + V+}
a,K : a’K )

Da deflnlgao de F,temos que R a .k C)l/-r c
(A + BF1) Im(I - BF,). ConSLdere agora a
decomp051gao (27) e seja x = T+ F + v, com
reR r € R ev.el ’ Entao se

b,K _, asK
X g(Af+BFQ - hﬂl - BF,) devemos _ ter
(A + BFy1)x = Ar; + v, para algum r; € R
P a,K

e algum v, € V|

Da defln{gio de, F; obtemos que
(A + BF{)T € AR K + V' ., Portanto, para al-
gum ry € R K © algum  v,€ Vf temos  que
(A + BF1) (r -1,) = v Mas de (32)
vz =T -1, =0, o que implica r ¢ Ra K e
portanto T =0 o que implica que (34) e ver-

dadeiro.



E facil agora verificar que

B N (A+ BF) 'Im(I - BFy) = R (NB

Portanto, das sequencias (4) e (12) te-
mos que W_ = ?; e se w;l 1= R;l 1. entao como

ker F1 O Ra,K

u _ ot _ -1 su-l
W, = V®R, 0 d-BFh) AR,
t ~7% —u-1, =
v @Ra’K) n (AR, "+ B)
5 FUu-l~my _pY
R, ¢ N GRITB) =R,

a,

=u u
Como Rza = wa , U € n, segue-se que O

pencil s(I = BF2) - (A + BF;) tem f zeros in

finitos de ordens mj, 1 € f.
Consequentemente, como esperado, o0s ze-

ros finitos de s(I - BFy) - (A + BF;) coin-

cidem com os autovalores do mapa

L: = (A + BFy)] vt que s3o dados por o(L) =
ArUAzUAC.

Seja J: = (A+BF1)?b,Kl(I—BF2)|'}Zb,K.

Entao o sistema me pode se decomposto como

X € V+
v

X & Rb,K

' - *
£ claro que para todo xv(O ) € VK resul-

x = 1Lx R
v v

Jx_ = x s
T T

*
ta em xv(t) EVgs t> 0. Do lema 2 temos que

para todo xr(O ) € Rb,K a distribuigao X,

resultante permanece em'P-a K* Portanto, para

- %* _ 2.
todo x(0 ) € VK(:XEE’K = Vb,K i resposta de
I, permanece em VK @’R’a’K = Va,K'

Observacao: De (26) e (30) obtemos
|s(I-BF,) - (A+BF1)|= |sT-Ay1||sE2z2 - Azz|

Como ‘o pencil s(I-BF2) - (A+BF;) e re-
gular e tem dim V' zeros finitos  segue-se
que |sE22— A22|#0, o que implica que o pen-
cil (sEz2-Az2) tem somente zergs infinitos e
portanto Ayp =Mat(A+BF;) || X/V' tem que ser
nao singular.

Corolario 1: Seja K um dado subespago e seja
ﬁa K © subespaco calculado pela sequencia
’

(12). Entao existe um mapa de realimentagao

da derivada F : XU tal que
- R C
a) (I - BF2) R ak AR K

AR

= KN (I - BF) " K

b) Ra,K

Prova: Note de (24) que

(1-BF)R, o (- BF,)R

b,K - a,K
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0 que mostra a). O item b) decorre a sequen-
(12) e da definigao de F, .

(@]

£ interessante notar que b) caracteriza

o subespago Ra K por uma realimentacao da
E

derivada do estado enquanto que a) estabele-
ce um tipo de invariancia para esse tipo de
subespago. Cabe ressaltar que esse subespago
n3o admite invaridncia sob realimentagao de
estado (veja (14)). O resultado do corolario
anterior pode ser interpretado da  seguinte
maneira: no subespacgo R, K as velocidades
3

das "trajetborias" geradas por controles im-
pulsivos sao infinitas. Portanto a entidade
importante a ser realimentada e a derivada e
ndo o estado.

4. REJEICAO DE PERTURBAGAO

Considere o sistema linear

%x = Ax + Bu + Gd (35)
z = Dx

x e Xt = B 5 wel: = B*

deD: =R ; zel: = Rl

0 vetor d em (35) representa  perturba-

coes desconhecidas e o vetor z representa as
variaveis a serem controladas.

0 problema de rejeigao de perturbacao
(RP) esta relacionado com a seguinte questao:
existe uma lei de controle u = Fyx tal que a
resposta do sistema em malha fechada

% = (A+ BF)x +Gd , x(0) =0 (36)

pertence a K: = kerD, t> 0, para qualquer ve
tor d de fungoes continuas por partes?

0 problema acima foi resolvido por Won-

ham (1979) que mostrou que o problema (RP)
tem solucao se e somente se
InG & Vg (37)

Uma variante do problema (RP) foi intro-
duzida por Bhattachrayya (1975) e e chamada
de rejeicao de perturbagao com "feedforward'".
Esse problema consiste em achar uma lei de
controle u = F;x +Fyd tal que a resposta do
sistema

% = (A+BF))x + (G+BFy)d , x(0) = 0

pertenca a K , t>0. Foi mostrado que tal
lei existe se e somente se
ImG © V3 + B (38)

K

Willems (1981) introduziu uma versao re-
laxada do problema (RP) no sentido de que as
variaveis z tenham norma L, arbitrariamente
pequena. Esse problema e cEamado de problema
de rejeicdo quase total de perturbagao (RQTP)
que tem a seguinte formulagao: existe F; tal
no sistema de malha fechada%leL < €||df|L s
P P

Ve>0,1<psg®?



Foi mostrado que esse problema tem solu-
¢ao se e somente se

*
c
ImG Vb,K (39)
e uma vez que a condigao e satisfeita entao
o mapa F que resolve o problema & tal que
Fq > ®, quando € > 0.
O problema (RQTP) tambem foi abordado

por Armentano (1986b) que mostrou que sob a
condlgao (39) existe uma lei PD, u F;x-*sz,
tal que no sistema de malha Hz|£ \ld”L s

p p
v €>0, l<pg<», Além disso os mapas F, e F,
permanecem finitos quando €+ 0.

E interessante notar tambem que a condi-
gao (39) corresponde a um tipo de lei de con

trole que resolve exatamente o problema(RP) .

Willems (1982) mostrou que a lei

u= Fx + g F, d(l) (40)
i
i=0
onde d(l) representa a derivada de ordem 1
de d, resolve o problema (RP) se e so-

mente se (39) & verdadeiro. E claro que a
lei (40) e aplicavel quando d € CN, onde N
representa a classe de fungoes com deriva-
das ate ordem N. Pode-se também mostrar que
N+1 e a maior ordem de um zero infinito de
D(sI-A)~"

Uma questao natural se apresenta agora :
o _que se pode conseguir em termos de rejei-
gao de perturbagao atraves de uma lei PD re-
gular como aquela obtlda no teorema 1? O ob-
jetivo desta segao e examinar alguns aspec—
tos desta questao quando d €. cN .

Considere a lei PD regular, u=F;x+ F,%
obtida no teorema 1 e aplique-a ao sistema
(35). Obtemos entao o seguinte 51stema line-
ar generalizado

(I - BF,)% = (A + BF,)x + Gd (41a)
(41b)

defina o ma

z = Dx

De maneira semelhante a (3),
pa inversivel M

M—lX _ (I -BFy)x = x , X € E+ (42)
(A+BF1)x , Rb,K
. + .~ +
Seja Q,: X+V " a projecao em V' ao longo
de Rb K © Q : X-+Rb K a prOJegao em Rb X

ao longo de Vﬁi Pre—multlpllcando (41a) por

QVM e QrM’ respectivamente, resulta na se~
guinte decomposicao

X1 = Lx] + Gid

Jiz = X, + G,d
onde

X, = va H X, = Q X

L:=Mat(A+BF1)|V+ ; J=Mat M(I-BF,)|R

G, = QMG

b K
= QMG
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Teorema 2: Seja d e CN.

Diremos que as perturbacoes em (41) sao
rejeitadas se com x(07) =0, obtemos z(t) =0

¥t 20, para todas as perturbacoes d € C

Uma condicao suficiente para isto

ocor-
rer & dada a seguir.

Suponha que ImGE V’? ®

. como mostra-

a,K
do em (12) e suponha que o par (A,B) & con-
trolavel. Existe uma lei PD regular u=F,x+

Aﬁ K para algum subespacgo R

F,% tal que a resposta do sistema de malha
fechada _
(I-BF,)% = (A+BF)x +Gd ; x(07) =

pertence a K, t 3 0, e tal que a estrutura
de zeros do pencil s(I-BF,) - (A+BF,) & da
da pelo Teorema 1.

Prova: Considere a lei PD regular dada pelo
Teorema 1 e seja ge€Im . Como ker F; > Ra K
b
e ker F; O V*, podemos escrever
g=v + Ar = (I - BFy)v + (A + BFl); .
v € VK’ Te RQ,K
Portanto, Mg = v + r , e como T € ?5 K
. ’
temos
*
ImG; = QVM ImGC VK (443a)
e
= MI [ R* 44b
ImGZ = Qr mG a.,K ( i )
Seja V c V+ o subespago influenciado

pelas perturbagoes em VT E facil wver que
Vd = <A+BF;|ImG> , que & claramente um sub

€ F(VK)

- % \
obtemos entao de (44a) que Vd c VK’ isto e,

espago (A-B) invariante. Como F,

a resposta do sub-sistema (43a) pertence a K.

Pelo Corolario la resulta que

M(I"BFz)Ra’K c M(A-rBFl)Ra’K e portanto
Ra k= Rak “
Considere agora o sub-sistema (43b).

Campbell (1980) mostrou que para_um dado
d € C corresponde uma unica solucao diferen
ciavel x, tal que

n-1
x,(t) = - ] ZO
1=

Jt e, a@® (o ,t >0

in-
N-1}

Cobb (1980) mostrou que o subespacgo
fluenciado por alt (t), iefo, 1,
€ dado por

oo vy

<J|ImGy> = ImGy + JImG, + ...+ J° 'ImG,

De (44b) e (45) segue—se que < JIImGz > C

?; g - Consequentemente, a resposta total
3 -_—
x; (t) + x,(t), t > 0, pertence a VE(D R =
. a,K
y*
a,K < K.



v L . . _
Comentario: A condigao ImGc VK + R K e
a’
dificil de ser verificada, pois existe wuma
infinidade de subespagos Na g de acordo com

RS .

o subespago B escolhido em (11).

0 teorema a seguir mostra que se adicio-
narmos uma componente "feedfoward" a lei
controle do Teorema 1, entao a condigao (39)

e equlvalente a solugao do problema de re-
jeigao de perturbagao. o
Teorema 3: Seja d,gC . ImGC:V:’K'e (A,B) con
trolavel. Existe uma lei _

= F1x + F2% + Fad (46)

tal que a resposta. do sistema de malha fecha
da -
(I- BF2)>'<= (A+ BFl)x+ (G+ BFa)d .

x(0) = (47)

pertence a K, t >0 e o pencil s(I - BF,) -
(A + BF,) e regular com estrutura de zeros
dada pelo Teorema 1.

e que existe u-
de

ii) Suponha agora que d € c"
ma lei do tipo (46) tal que a resposta
(47) pertenga a K, t >0, eopencil

s(I - BF,) - (A + BF))

- ~ %
e regular. Entao ImG =V .
. ' bsK

Prova:

i) Considere os mapas F1 e F2 do Teorema 1 e

seja {d, ...,dr dr+1’ Cae s ds} uma base de
D tal que ImG = span . {Gd }, ier. Como ImGc
v
= ?
b K VK ®A K@ B , segue-se que |
Edi=Vi+Ari+Bui , ler, para viel/K,ri €
u.
Ra K »YU; €
Deflna F3 D - U por
F3di =-u o, iex
Fadi =0,1i¢{r+1, ..., s}
Entao
(BF, + G)d, =v, +Ar, , ier
i i i =

o que iﬁplica

Im(B vy AR
+ .
m(BF 3 G) c K + a,K
0 resto da prova e identico a prova do
Teorema 2.

@]

‘Nota: Devido & limitagao de espago a prova
de ii) do teorema anterior sera omitida.

Comentarios

1) £ claro que a condigao (39) & mais facil-
mente satisfeita do que as condigses (37) e
(38). No entanto, o preg¢o pago para se obter
rejeicao de perturbagao sob (39) & a medida

de % que pode nao ser factivel em certas si- =

tuagoes.

2) Pode-se pensar que uma lei PD tal que o

de
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mapa (I-BF,) € nao singular pode introduzir
uma nova perspectiva em termos do problema
(RP). Isto nao e verdade. E facil ver que se
as perturbagoes no sistema
] - -1
%=(1-BF,) '(A+BF )x + (I-BF,)  Gd
z = Dx

$30 rejeitadas, entao

Vd:= <(1-BF;) '(A+BFy)|In(1-BF,) 6> c K
e um subespago (A-B) invariante e portanto
(/ CVK .

No entanto uma lei PD tal que (I-BF,) e
nao 31ngular tem 1mportanc1a no problema
(RQTP) (Armentano, 1986b).
Observagao uma versao resumida deste arti-
go apareceu em Armentano (1985).
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