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Resumo

Para um dado sistema linear invariante no tempo, este trabalho analisa
a relação entre uma lei de çontrole por realimentação proporcional-derivati
va do estado e subespaços quase (A - B) invariantes. Em seguida, mostra-se
que o critério de solvabilidade do problema de rejeição quase total de per­
turbação ê equivalente ã existência de uma lei de controle que utiliza rea­
limentação proporcional-derivativa doest~do e que resolve (> . prob~ema de
rejeição de perturbação.

DISTURBANCE DECOUPLING BY A PROPORTIONAL-DERIVATIVE FEEDBACK

Abstract

For a given time-invariant linear syst~m, this paper investigates the
relations"nip between a proportional-derivative state feedback law and al­
most (A - B) invariant subspaces .It is then shown that the solvability cri­
terion for the almost disturbance decoupling p+oblem is'equl.valent to the
existence of a contr.ol law which uses proportional-deriyative state feed­
back and which solves the disturbance decoupling problem.

1. INTRODUÇÃO

Um conceito fundamental dentro da abor­
dagem geométrica de problemas de controle em
sistemas lineares invariantes no tempo
(Wonham, 1979) ê o de subespaços (A - B) in­
variantes que possuem a seguinte proprieda­
de: para qualquer condição inicial num dado
subespaço quase (A"':' B) invariante existe um
controle tal que a trajetôria de estado re­
sultante permanece arbitrariamente proxima
desse subespaço.

Atraves do uso de subespaços quase (A - B)
invariantes Willems (1981) resolveu o pro~

blema de rejeição quase total de pertur~ação

(RQTP) que é descrito a següir de maneira
informal.

Considere o sistema linea~

Ax + Bu + Gd

z Dx

onde u, dez são vetores que representam,
respectivamente as variáveis de controle, as
perturbações desconhecidas e as variáveis a
serem controladas.

O problema (RQTP) está relacionado com a
existência de uma lei de controle por reali­
mentação de estado, u = Fx, tal que no' siste­
ma de malha fechada a influência de d em z e
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arbitrariamente pequena.

A condição de solvabilidade desse proble
ma e expressa em termos de um certo subespa=
ço quase (A - B) >invariante e uma vez que es­
sa condição ê sátisfeita então o mapa F en­
volvido na solução é tal que F -+ 00.

O objetivo maior deste artigo é mostrar
que para uma classe de funções de perturba­
ções que admitem derivadas de suficiente or­
dem, a condição de solvabilidade do problema
{RQTP} é equivalente ã existência de uma lei
de controle

tal que no sistema de malha fechada

z = Dx

a matriz de transferência de d para z e ze­
ro, isto ê, o problema de rejeição de pertuE
bação é resolvido.

Uma propriedade da lei de controle acima
êque o ntapa (I - BF 2 ) ê singular e a matriz
"pencil" (usaremos daqui por diante
simpIe s fie n t e a t e r fi i ·no 1 o g i a p e n c iI)
s (I - BF2) -' (A + BF1) é regular (Gantmacher,

1959).



Sob a hipótese de controlabilidade do
par (A,B) analisa-se tambem a configuração
de zeros finitos e infinitos que pode ser ob
tida para o peneil acima. são apresentadas
tambem algumas relações entr~ os subespaços
invariantes de s (I ;.. BF2') -' (A +, BF1) e subes..;
paços quase (A - B) invariantes.

Notação

Usaremos letra minúscula para vetores,
maiúscula para matrizes e mapas, e "script"
para subespaços e espaços vetorais.

1m e ker denotam imagem e kernel (espa..;
ço nulo) de um mapa.

Se X e um espaço vetorial de dimensão
finita, A:X ~X ê um mapa e L e um subespaço
A- invariante de X então AIL representa a
res trição de A a L .' Se' ALe K, então·K I A.:\ L
representa. a restrição de,:A.aL comcó'dõmÍ­
nio em K. 'Se Lc:KcX são ambos 'A:-:'invariantés,
então A II K 'j L repre~enta o mapa induzido no'
espaço quociente. KIL ~., '. ..... .,' ..."

Para A:X~X, dim X=n e LeX, < A I L>
denota o menor subespaço A- invariante que
contem L, isto ê, <A I L> = L + AL + ••• + A?-l L.

a(A) representa o canjunto de autovalo~

res de A e R representa a reta real.

Se n e um inteiro positivo, então g de­
nota o conjunto {I, 2~·. ':, .,' n}. "

Ao pencil regular (sE - T) associamos o
seguinte sistema linear generalizado (tambem
chamado na literatura de sistema singular ou
descriptor).

Ex = Tx (1)

cuja resposta a uma condição inicial x(O-) ê
uma distribuição que consiste de uma compo­
nente exponencial e uma componente impulsiva
(funcional delta e suas derivadas). Para mos
trar, isto', seja M um· mapa não. singular (veja
ii) ~p, Lema la) definido por·

M-1x Ex x E S*
= *Tx x E Wb

Pelo Lema 1 temos então

MTls* = L MT!Wb .I

ME Is'~ ;::;'1 .MEIW~ J

, ou seja~ S* e' W~ sao simultaneamente MT e
ME - invariantes.

Seja Qs: X~S* a Rrojeção em S~c ao longo
de W: .e seja Qw = X~ W~ a projeção em W~

. *. .
ao longo de S .

Pre-multiplicando (1) por QsM e QwM,
respectivamente, resulta na seguinte decom­
pos'íção' "

Verghese~ Levy e Kailath (1981) mostra­
ram que a resposta de (3) e dada por

q:"'l(í-I) .
'x~ L Ó J1 X

w
(0-) ,

i=l

onde. q e o indiGe de nilpotência de J (jq=O)
e ó(k) representa a derivada (no sentido de
distribuição) de àrdemk do funcional delta.

O lema a seguir identifica o subespaço
onde se situa a distribuição 'x.w.

* '
Lema 2: Para qualquer x.w(O-)sW b ,a resposta
Xw pertence. aW: onde

(3)

(2)x Q x
s . S

'x:' ~x'
W

x
w

Lx
sxs

Jx'
w

1c n
W : = Wa a

Lema 1 :' Para o penciL regular ,(sE :- T) :

a} Existem subes'paç'os' S* eW~ tais' que

i) S*0W~ X ii) Es*0 T W~ =X

iii) TS* e ES*, S*::J ker T

i v) E S * e .T W~ W~ :J ké r E

2. PRELIMINARES'

Nes ta seção ê apresent~do. o material há'
sico necessário para o desenvolvimento do ar
tigo.

2.1. O pencil regular (sE."": T)

Sej am E e T ,mapas Ae. X em X"dim X,, TI,

e seja s a variável complexa. O pencil (sE-T).
e, chamado regular (Gantmacher " ~ 959) se
det (sE - T) 1: o.

As principais propriedades de lim pencil,'
regular são descritas no prõxíIllo lema (ArmeE:.
tano, 1986a).

Foitambem mostrado em (Armentano, 1986a)
que as ordens nt, i E P dos zeros infinitos
podem ser calculadas, a-partir dos numeros

b) Existem dim S* zeros finitos que sao os
autovalores do mapa L: = E 5 * IT \5*.

c) O mapa J: = TW* IE I W* e nilpotente (is-b, b
to e"tem: autovalores nulos); eexis tem
p: = dim (ker EnT-l(ImE)) blocos de Jordan
de dimensão maior que um. Seja ni +1, i s p,
a dimensão de um bloco i .. Então existem p z~
rosinfinitos de ordens n:', i EP.·

1., -,

Sequências finitas de 8ubespaços que
.- S * *-conduzem ao calculo de.e Wb' sao apreseE:.

tadas em (Armentano, 1986a).

Alem disso

uEn (4)
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Portanto, o número total de zeros (finitos e
infinitos) do pencil regular (s~ - T) ê dado
por dim S* + dim W*.

a

cP = dim WU - dim Wu-
u a a

e que L:
i€p

*n.=dimW.
J. a

Em Armentano (1984) foi provado que
R ê um subespaço de quase controlabilida­a,K
de.

Lema 3:

2.2. Subespaços Quase (A - B) Invariantes

Nesta sub-seção são apresentados os ti­
pos de subespaços quase (A - B) invariantes,
as sequências que conduzem ao calculo desses
subespaços e algumas relações geométricas.
Para urna exposição detalhada no assunto veja
as referências ( Trentelman, 1983 ; Willems,
1980 ; Wonham, 1979).

Considere o sistema linear

Prova: As relações acima apareceram em Com­
mault e Dion (1981) e podem ser provadas fa­
cilmente por indução em u.

R·u -;:;UR RU
a) a = a +

b) RU n V* O
a K

o

(13)

então de (9) eCorno R~ c V~ ' obtemos
do lema 3.

V* *-
a,K VK ® Ra,K

(5)L::x = Ax + Bu

X nn
X € : ~,

Seja K um dado subespaço de X e
B: = 1mB. Então

Do lema 3b tambem ternos que

) R* - . . .2 K e o maJ.or subespaço de controlabJ.lJ.-
dade contido em K e ê dado pela sequência

* -1) VK e o maior subespaço (A - B) - invariante
contido em K e é dado pela sequência

(14)O

o que implica

ou seja, Ra,K e um subespaço de quase contr~

labilidade com a propriedade de que nesse
subespaço não existem trajetõrias geradas
por L: • Todas as "trajetõrias" nesse subes­
paço são geradas por controles impulsivos
(funcional delta e suas derivadas).

De (6) e (14) obtemos

(6)

(7)

K n A-I (VU-
1 + B)

u € n ; Vo = X

V~ n (AR
u

-
I

+ B)

Ro = Ou € ~ ;

R* -3) a K e o maior subespaço de quase contro-
labilldade contido em K e ê dado pela sequê~
cia

R* . = Rn
a,K' a

K n (ARu- I
+ B)

u € n . RO O
-' a

(8)

AR K n Ba,

e

o (15)

(16)Oker A n R
a,K

* *Do lema 3a e o fato de que R
K

c V
K ob-

temos então de (10) que

* = AR B + *
Vb,K + V

Ka,K

*Suponha agora que ARa,K n (B + VK) F O.

Então Ar = b + v, para algum r € Ra,K , b € B
* . ~ *e v € VK ' o que implica r€K n A-1(VK+B)=lk,

e portanto pelo Lema 3b ternos que r = O. De
(11) e (15) ternos então

(9)

* *
Vb K Rb K ® VK (17), ,

(11) onde

pela
Rb K: AR ®B, la,K

(10)

* R*VK + Ka,
V*
a,K

e considere o subespaço R definidoa,K
seguinte sequência

4) V* ê o maior subespaço quase (A - B) ina,K
variante contido em K e satisfaz

A seguir introduz-se urna sequência de
s';lb~spaços com*o objetivo * de obter decompo­
sJ.çoes para Va,K e Vb,K' Para tal seja

R c B qualquer subespaço tal que

*B = B n VK(f)15

*5) Vb K e o supremo subespaço Lp - quase,
(A - B) invariante e satisfaz

* * *Vb,K = ARa,K + B + VK

300

Note de (12) que

(18)



(22)

3. LEIS PD REGULARES E SUBESPAÇOS QUASE
(A - B) INVARIANTES

Nesta seção são estabelecidas algumas co
nexões interessantes entre uma lei proporcio
nal-derivativa (PD), u =FIX + F2X, aplicada
ao sistema linear L, e subespaços quase
(A - B) invariantes.

Definição: Uma lei PD, U=FIX+F2X , é a.ha­
mada regular se o mapa (I - BF2) é singular e
o pencil seI - BF2) - (A+ BFI) é regular.

a teorema a seguir apresenta caracterís­
ticas estruturais do sistema de malha fecha­
da

Existe uma lei PD regular tal que a resposta
Lmf permanece em V:,K ' Vx(O-) E V~ ,K. Além

disso o pencil s(I-BFd - (A+BF2) possui:

í) os conjuntos ~ U ~ U A' como seus ze-
ros finitos c r z

ii) f zeros infinitos de ordem m., i E f.
l -

Prova: A prova é organizada por passos.

Passo 1: Decomposição do espaço de estado

·De (17) e. (20)

X V
t 0 R

b K,
onde

Seja A um conjunto simetrico de
c

d · V* - 1 T 1n - lm b,K numeros comp exos. rente man

(1983,1985) mostrou que seo par (A,B) econ
trolavel então exis te um subespaço (A - B) in
variante e um mapa Fc: C+ U, Fc E F(C) tais

(25)

(24)

para algum U.E U.(23)
l

-
Ar.

l

F
r

Bu.
l

(I - BF ) Ar.
r l

F zlRb , K

F21vt = O

F b. u. iEq e F Ar. O , i E 1
r l l r l

Daí

(I - BF ) b. a
r l

Defina F2: X + U por

b.
l

Defina F : R + U por
r. b,K

e

De (16) , seja 1: dimAR K= dim Ra, a,K
Se f~i} , i.'E1:, é uma base de Ra,K' então

{Ar i} , i E1:, e uma bas e de AR Ka,

que consiste a decomposição desejada.

Passo 2: Definição dos mapas FI e F2 •

Sej a q: = dim B e {b"i} , i E'l ' uma base
de B. Então

(20)

(21)

(19)

fixo,é

A'z

x

a [(A + BF c) IC] = Ac

e

que

Então existe (Wonham, 1979) Fv
FvE F(VK) tal que

. a [ (A + BFv ) I V~ ] = Ar U

onde Az : = () [(A + BFv)11 V~ / R~ J
*V F EF(VK).

relativo a um dado subespaço quase (A - B) in
variante. Para enunciar o teorema precisamos
considerar os seguintes conjuntos de numeros
complexos.

*Seja Ar um conjunto simétrico de dim R K

*numeros complexos e seja F(V
K

) a família de

mapas F tais que (A + BF) V~ c V"K.-

FIC Fc; FIV~ = Fv ; F\1<b,K = O

. Passamos em seguida ã definição de Fi.
Para tal seja F um mapa especificado por

onde Fc e Fv são dados por (21) e (19) res­
pectivà.mente~

U$ando a decomposição (22) obtemos entao

Mat (A + Bt) ~ [~ll:::]Mat (I - BF,) ~ [~ ~2J
onde

A22 = Mat(A + BF)IIX/vt.

E22 = Mat(I - BF2 ) I~ K,

All =Mat (A + BF) Ivt

dim I = dim Vt

Considere também a matriz de transferên­
cia C(s) = C(sl - Afl B, onde C: X-+ Y é um ma­
pa sobrejetivo com ker C = K. A estrutura de
zeros infinitos de C(s) pode ser descrita em
termos de subespaços quase (A - B) invarian­
tes (Armentano, 1984; Commault e Dion, 1982).
Se f: = dim B n K , então C(s) tem f zeros
infinitos de_ordem mi + 1 ,mi ~ 1, i E É e
dim 1j - dim B n K zeros infinitos de ordem
unitaria. As ordens mi, i Ef são_ determina­
das a partir de dim RU - dim RU- 1

, u E n.
a. a . -

Pode-se mostrar tambem (Corfmat e Morse,
1976) que se o par (A,B) é controlavel e o
par (C,A) é observavel então o conjunto Az
definido acima coincide com o conjunto de
zeros finitos de C(s).

Teorema 1: Suponha que o par (A,B) é contro­
laveI e considere os subespaços V:,K e V~,K·
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Portanto na decomposição (22) o pencil
s (I - BF 2) - (A + BFl) é representado por

A representação (26) mostra que se A22
é não singular então o pencil ê regular (mos
traremos depois que a regularidade do penci!
também implica A22 não singular).

Nosso proximo passo consiste da defini­
ção de FI de forma que o mapa (A + BFl)IIX/vt
seja não singular. Para isto note que

(31)

pois A22 s :f O De (31) segue - se
ker (A + BF 1) c Vt . Portanto,

X =' vt 0 (A + BF 1 )R
b

K (32),
iii) De (25) e (29) segue-se que

(I - BF2) Vt = vt::J (A + BF 1) Vt

Ja foi mostrado em ii) que

Vt ::J ker (A + BF 1)

(26)- A12 ..]
sE22 - A22

onde Rb K é qualquer subespaço que
uma somI!. direta.

Considere as decomposições

fornece

iv) Para qualquer F2: X+U, ker(I-BF2)c B.
Mas de (25) Fzl(B n VK) = O. Então de (24)

ker(I - BFz) = B c R
b

K,
A partir da definição de F2 é ficil ve­

rificar que

Além disso ,de (29)

x

x

vt (~YRa K (+) Rb K, ,

Vt8Al<a,K8B

(27)

(28)

(33)

Defina então

e note que dim Rb K dim B. Seja U a matriz
formada pelos vetares ui, i t: q, em (23) e
seja P:X +B a projeção em B -ao longo de

Vt0AR K' Como PBTI é não singular, se-a, _

gue-se que o par (PA I~ K ' P BTI) é contro-, -
livel e portanto existe ~:~b,K+U tal que

P(ARb K+ BUF) é não singular.,

o que verifica iv) no Lema la.

(A+ BF 1)Rb ,K ::J (A + BF 1 ) Ra, K

= A1<a,K (I - BF2)Rb ,K

Passo 4: Os zeros do pencil

seI - BFz) ~ (A + BF1)

De (33) segue-se que o n~mero de zeros
d~ pencil s(~ - ~Fz) - (A + ~F~) é igual a
dlm I< K + dlm V . Vamos verlflcar a seguira,
'a estrutura de zeros infinitos desse pencil.

Mostremo~ primeito que
(29)

o

(30)

A partir das decomposições (27) e (28)
pode-se concluir então que (A + BFl) II X/V é
não singular.

Passo 3: Validação geométrica

Para que os subespaços Vt e Rb K sejam

*' *identificados com os subespaços S e Wb no
Lema la devemos ter

i) Vt ® Ti = X
"b,K

Ê verdadeiro por definição

ii) Note de (25) que (I-BF2)Vt = Vterepre­
sente (A + BF 1) na decomposição (22). Dai

Mat (A + BF , ) ~[~" ~::]
onde AlI = Mat(A+BFl)! vt

e A22 = Mat (A + BF}) II X/V t

que é não singular por definição.

Dai para O =1= s E Rb , K temos

(34)

is to e,

Da definição de Fitemos que R K ® Vt
C

-1 a,
(A + BF1) Im(I - BFz). Considere agora a
~eco~posiçã~ (2~) e seja x t r + r + v, com
r E Rb K ' r E R K e v t: V Então se

, -1 a,
x E (A + BF 1) Im(I - BF z ) devemos 'ter
(A + BF1)X A~l + VI, para algum ~1 E Tit . a,K
e aI gum v 1 E V •

Da definição de
t

FI obtemos que
(A + BF 1)r E ARa,K + V . Portanto, para al-

gum ~z E Ra,K ~ algum V2E V
t

temos que

(A + BF}) (r - r z) = V2. Mas_ d~ (32)
vz = r - r z = O , o que implica r E R K

a, e
portanto r = O o que implica que (34) é ver-
dadeiro.
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o

Ê facil agora verificar que

R nR
a,K

o que mostra a). O item b) decorre a sequen­
(12) e da definição de F2 •

Seja J: = (A + BFdR
b KI(I - BF2) \Rb K·, ,

Então o sistema Lmf pode se decomposto como

4. REJEIÇÃO DE PERTURBAÇÃO

Considere o sistema linear

x Ax + Bu + Gd (35)

z = Dx

x E: X: R
n uE: U: R

m

d E: V: RS z s Z: RI

É intere~sante notar que b) caracteriza
o subespaço R por uma realimentação da

a,K
derivada do estado enquanto que a) estabele­
ce um tipo de invariância para esse tipo de
subespaço. Cabe ressaltar que esse subespaço
não admite invariância sob realimentação de
estado (veja (14)). O resultado do corolário
anterior pode ser interpretado da seguinte
maneira: no subespaço R as velocidadesa,K
das "trajetôrias" geradas por controles im­
pulsivos são infinitas. Portanto a entidade
importante a ser realimentada é a derivada e
não o estado.

te­
como

que o

zeros in

Portanto, das sequências (4) e (12)
que W1 =1<1 e se WU

- 1 =R u- 1 então
a a a a'

FI :J R Ka,

WU (V
t ®R K) (I -

-1 -u- I
n BF2) AR

a a, a

(V
t 0 R K) n (AR u- I + 13)

a, a

= R K n (ARu-GB) -u= R
a, a a

mos

Como R U = WU , u E: :g, segue-se
a a

pencil seI ~ BF2) - (A + BFI) tem f
finitos de ordens mi, i E: !.

Consequentemente, como esperado, os ze­
ros finitos de seI - BF2) - (A + BF.I) coin­
cidem com os autovalores do mapa
L: = (A + BFl) I vt que são dados por cr(L) =
A U A U A

r z c

ker

Prova: Note de (24) que

Observação: De (26) e (30) obtemos

Is (I - BF 2) - (A + BF I) I = IsI - All II S E2 2 - A2 21

(38)

que talpertença a K , t ~ O. Foi mos trado
lei existe se e somente se

ImG c V~ + B

Uma variante do problema (RP) foi intro­
duzida por Bhattachrayya (1975) e ê chamada
de rejeição de perturbação com "feedforward".
Esse problema consiste em achar uma lei de
controle u = F1x + F3 d tal que a resposta do
sistema

O vetor d em (35) representa perturba­
ções desconhecidas e o vetor z representa as
variáveis a serem controladas.

O problema de rejeição de perturbação
(RP) esta.relacionado com a seguinte questão:
existe uma lei de controle u = FIx tal que a
resposta do sistema em malha fechada

x = (A + BF 1)x + Gd , x(O) = O (36)

pertence a K: = kerD, t ~ O, para qualquer ve
tor d de funções contínuas por partes? -

O problema acima foi resolvido por Won­
ham (1979) que mostrou que o problema (RP)
tem solução se e somente se

*ImG c V
K

(37)

-Willems (1981) introduziu uma versao re-
laxada do problema (RP) no sentido de que as
variaveis z tenham norma L arbitrariamente
pequena. Esse problema é chamado de problema
de rejeição quase total de perturbação (RQTP)
que tem a seguinte formula~ão: existe FI tal
no sistema de malha fechada 1\ z IIL < E: II d II L '

p . p

x
v

x
r

Lx
v

x
v

Jx
r

Coroo'O pencil s (I - BF2) - (A + BFd é re­
gular e tem dim Vt zeros finitos segue - se
que \sE22- A22\fO, o que implica que o pen­
cil (sE22-A22) tem somente zer~s infinitos e
portanto A22 =Mat (A + BF I) II X/V tem que ser
não singular.

Corolário 1: Seja K um dado subespaço e seja
R K o subespaço calculado pela sequência
a,

(12). Então existe um mapa de realimentação
da derivada F : X-+ U tal que

a) (I - BF 2) R c Ai<a,K a,K
_ -1 -

b) R K = K n (I - BF2) AR Ka, a,

*~ claro que para todo x (0-) E: VK resul-
* v

ta em Xv (t) E: V K' t ~ O • Do lema 2 temos que

para todo xr(O-) E: Rb,K a distribuição xr
resultante permanece em i< K. Portanto, para* a,
todo x(O-) E: VK~)"j(b K = V~ K a resposta de

* ' '*L f permanece em VKÔ 1< K = V K·m a, a,

AR Ka, \1S>O, l~p~oo?
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_ Foi mostrado que esse problema tem solu­
çao se e somente se

*1m G e Vb K (39),

Prova: Considere a lei PD regular dada pelo
Teorema 1 e sej a g E 1m . Como ker FI ::J Ra,K
e ker F2 ::J Vt , podemos escrever

Diremos que as perturbações em (41) são
rejeitadas se com x(O-) = O, obtemos z(t) = O,
vt >,. O, para todas as perturbações d E CN.

Uma condição suficiente pará isto ocor­
rer e dada a seguir.

Teorema 2: Sej a d E C
N

• Sup~nha que. lroGe V: ®

AR K para algum subespaço R . como mostra-
a, . a,K

do em (12) e suponha que o par (A,B) é con­
trolável. Existe uma lei PD' regular u = FI X+
F2x tal que a resposta do sistema de malha
fechada

(I - BF 2)x = (A+ BF1)x + Gd ; x(O-) = O

pertenc~ a K, t ~ O, e tal que a estrutura
de zeros do penci 1 s (I - BF 2) - (A + BF 1) é da
da pelo Teorema 1.

(40)

então
que

d
ei)F.

~

N
Fx + I

i=O

u =

e uma vez que a condição e satisfeita
o mapa F que res""olve o problema e tal
F1 -+ 00, quando E -+ O.

O problema (RQTP) tambem foi abordado
por Armentano (1986b) que mostrou que sob a
condição (39) existe uma lei PD, u = FIX + F2X,
tal que no sistema de malha I[zll.~ E IldllL '

p p
V E> O, 1 ~ p ~oo. Alem disso os mapas FI e F2
permanecem finitos quando E -+ O.

E interessante notar tambem que a condi­
ção (39) corresponde a um tipo de lei de con
trole que resolve exatamente o problema(RP)~

Willems (1982) mostrou que a lei

De maneira semelhante a (3), defina o ma
pa inversível M

onde dei) representa a derivada de ordem i
de d, resolve o problema (RP) se e so­
mente se (39) e verdadeiro. E claro que a
lei (40) ê aplicável quando d E CN,onde CN

representa a classe de funções com deriva­
das ate ordem N. Pode-se também mostrar que
N+ 1 e a maior ordem de um zero infinito de
D(sI - A)-l B.

(45)

(44a)

JR K e R Ka, a,

g = v + Ar (I - BF2)V + (A + BFl)~

* r E 1( Kv E V
K

,
.a,

Portanto, Mg v + r , e como r E 1'<b,K

e

temos,

ImG1

*ImG2 = Q MIm G e R K (44.b)r a,

Seja V
d

e Vt o subespaço influenciado

- Vt É -.pelas perturbaçoes em . fac~l ver . que
Vd = <A + BF 1 IImGl > , que é claramente um suE..

espaço (A - B) invariante. Como FI. E F ( V~()
- *-obtemos entao de (44a) que Vd e VK, isto e,

a resposta do sub-sistema (43a) pertence a K.
Pelo Corolário la resulta que

M(I - BF 2 )R K e M(A + BF1)R K e portanto
a, a,

(41a)

(41b)

(A + BF 1 ) X + Gd

z = Dx

Uma questão natural se apresenta agora :
o que se pode conseguir em termos de rejei­
ção de perturbação através de uma lei PD re­
gular como aquela obtida no teorema I? O ob­
jetivo desta seção é examinar alguns· aspec­
tos desta questão quando d E CN •

Cons idere a lei PD regular, u= FI X + F2*.
obtida no teorema 1 e aplique-a ao sistema
(35). Obtemos então o seguinte sistema line­
ar generalizado

o

Considere agora o sub-s is terna (43 b) .
Campbell (1980) mostrou que para um dado
d E CN corresponde uma única solução diferen
ciáve1 x 2 tal que

Cobb (1980) mostrou que o subespaço in­
fluenciado por d(i)(t), iE{O, 1, •.. , N-l}
é dado por

<J IImG2 >= ImG2 + JlmG2 + .•. + JN- 1lmG2

n - 1

I Ji G2 d (i) (t) , t >,. O
i=O

De (44b) e (45) segue-se que < J IImG2 > c
R K. Consequentemente, a resposta total

a, * ~
X1(t) + x2 (t), t >,. O, pertence a VK ® Ra,K
V* K

K c •
a,

(42)= x

J =Mat M(I -BF2) IRb,K

G2 = QrMG

1
(I - BF2)X

(A + BFl)X

-1
M x

x E Rb,K

Seja Q : X -+ V t a projeção em Vt ao longo
v

de Rb , K e Qr: X -+ Rb , K a proj eção em Rb , K

ao longo de vt. Pré-multiplicando (41a) por
Q M e Q M, respectivamente, resulta na se-v r
guinte decomposição

X
1

JX
2

onde

Xl = Qvx

L: = Mat (A + BF 1) IVt

G1 = QvMG
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*Comentario: A condição ImG c V
K

+ R e
a,K

difícil de ser verificada, pois existe uma
infinidade de subespaços R K de acordo com

a,
o subespaço B escolhido em (11).

O teorema a seguir mostr~ que se adicio­
narmos uma componente "feedfoward" ã lei de
controle do Teorema 1, ~ntão a condição (39)
ê equivalente ã solução do pr-ob lema de re­
jeição de perturbação.

N*·
Teorema 3: Seja d s C, ImGcVb K e (A,B) con,
trolavel. Existe uma lei

(46)

tal que a resposta do sistema de malha fecha
da

mapa (I - BF2) é não singular pode introduzir
uma nova perspectiva em termos do problema
(RP). Isto não ê verdade. E facil ver que se
as perturbaç~es no sistema

-1 -1
x = (I - BF 2) (A + BF 1) X + (I - BF 2) ·Gd

z = Dx

são rejeitadas, entao

Vd: = <(I - BF 2 ) - 1 (A + BF 12 I1m (I - BF 2) - IG> c K

é um subespaço (A - B) invariante e portanto
Vd c V~ •

No entanto uma lei PD tal que (I - BF2 ) é
não singular tem importância no problema
(RQTP) (Armentano, 1986b).

(I-BF
2
)x= (A+BF

1
)x+ (G+BF

3
)d ,

x(O-) = O (47)
Observação: uma versão resumida deste arti­
go apareceu em Armentano (1985).

pertence a K, t >,. O e o pencil s (I - BF 2)
(A + BF 1 ) ê regular com estrutura de zeros
dada pelo Teorema 1.

. n .
ii) Suponha agora que d sC e que eX1S te u-
ma lei do tipri (46) tal que a resposta de
(47) pertença a K, t>,.O, eopencil

seI - BF 2 ) - (A + BF 1 )

*e regular. Então ImG c Vb K •,

Prova:

i) Considere os mapas FI e F2 do Teorema 1 e
se j a {dI' ••. , d ,d ,. .. , d } uma bas e der r+I s
V tal que ImG =~pan ,{Gd.}, i s r . Como ImG c
* * 1Vb , K= VK ®ARa , K® "E , segue-se que

- * -Gd. = v. + Ar. + Bu. , i sr, para v. S VK ' r. S1 1 1 1 -. 1 1
R K' u. E U.a, 1

Defina F 3 : V ~ U por

- u. , i E r
1 -
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