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Resumo

As cordlgoes
trada zero,,

flow nos sistemas discretos no tempo,
efetuar na pratlca a ellmlnagao das osc11agoes nao’ lineares,
formas de quantizacao dos sinais e mod i

Abstract

suf1c1entes para p0551ve1 ellmlnagao de ciclo limite a en-
ciclo limite a entrada constante, e as osc1lagoes devido o over-—
sao mostrados neste trabalho.

Para

sa0 sugeridas

ficagoes na realizacao original.

Elimination of Nonlinear Oscilations in Discrete-Time Systems.

Sufficient conditions for elimination of zero- input,
overflow limit cycles are shown in this paper. In order to effect the
nation of the nonlinear oscillationms, suitable signal quantization

structural modifications are suggested.

1. INTRODUCAO

Um serio problema pratico relacionado com
a 1mplementagao dos sistemas discretos no tem
po recursivos e a possibilidade de ocorrencia
de osc11agoes parasitas. As oscilagoes parasi
tas dos sistemas discretos de acordo com a o-
rlgem podem ser classificadas como ciclo 11m1

e granular e ciclo limite devido a overflow.

Todo o sistema discreto estavel, se for im-—
plementado com aritmética de precisao infini
ta, devera apresentar uma resposta asslntotl
camente decrescente quando a entrada se torna
nula a partir de um instante ngT. Porem, se ©
referido 31stema e implementado com aritmeti-
ca de precisao finita, quando a entrada se
torna nula, os sinais de ruido gerados pelos
quantlzadores inerentes a aritmetica de preci
sao finita, se tornam altamente correlaciona-
dos de amostra a amostra e de fonte para fon-
te de ruido. Esta correlagao gera oscilagoes
autonomas denominadas ciclos limite granula-
res.

Cabe observar que o ciclo limite granular
e proveniente da quantlzagao nos bits  menos
significativos dos sinais, e sua amplitude
pode ser razoavelmente grande em alguns ca-
sos. Em muitas apllcagoes a presenga de ciclo
limite pode ser um problema serio, consequen—
temente e desejavel elimina-lo ou manter sua
amplitude a menor possivel.

0 ciclo-limite devido a overflow pode ocor
rer em sistemas discretos recursivos, quando
os modulos dos sinais internos excedem a fai-
xa dindmica dos registros disponiveis. Para

" prevenir o aumento no comprimento de palavra
dos sistemas recursivos com 1ntu1to de ev1tar
overflow, deve-se introduzir operacgoes nao
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and
elimi
and

constant-input,

lineares nos sinais denominados nao lineari-
dades de overflow. As nao linearidades de
overflow influenciam os bits mais 51gn1f1ca
tivos causando desta forma severas dlstorgoes
no sinal. A ocorréencia de overflow pode ini-
ciar oscilagoes auto-sustentadas de grande am
plitude denominadas ciclos limite devido a
overflow.

Um sistema discreto e considerado livre de
ciclo limite devido a overflow, ou dito ter
resposta forgada estavel se o erro que e in-
troduzido no sistema apos a ocorrencia de um
overflow decresce com O tempo, | de uma tal ma-
neira que a saida do sistema nao linear real
converge para a saida do sistema linear ideal

[i].

Overflow pode ocorrer em qualquer sistema
na presenga de sinal na entrada, por essa ra-
zao o escalamento dos S1nals internos ao sis-
tema e geralmente necessario para reduzir a
probabilidade de overflow a um nivel aceita-
vel.

Neste artigo, serdo estudadas condigoes su
ficientes para eliminagao de ciclo-limite gra
nular e devido a overflow, na realizacao dos
sistemas discretos no tempo.

2. PROCEDIMENTO GERAL PARA ELIMINAQAO DO CI-
CLO LIMITE GRANULAR

Um sistema discreto recursivo generico
ideal e representado conforme mostrado na Fi-
gura 1, onde a rede linear n portas consiste
de multlpllcadores e somadores. Se assumlrmos
que os sinais internos do sistema. sao quanti-
zados nas variaveis de estado,o sistema real
pode ser represPntado conforme mostrado na Fl
gura 2.
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Fig. 1: Rede generica ideal.
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Fig,_Z:wRede generica ‘real

0 51stema da Flgura 2 pode ser descrito
atraves da formulagao de variaveis de _estado
da segulnte forma s

X(k+l) = [AX(k) + Bu(k)]Q R

) S e
y(k) = CX(k) + du(k) ‘

onde [']Q indica o valor quantizado de [.].

Para estudarmos o ciclo limite ‘a entrada
zero e suficiente considerarmos somente a par
te recursiva da equagao de estado
por

X (k+1) [Ax(k)]Q [x (k+1)]Q (2)

ondé a quantiza¢ao Q efetuada no sistema con-
siste deoperagoes variantes no tempo, tais
como truncamento ou arredondamento e tratamen
to de overflow.

Teorema 1

Dado um sistema discreto recursivo ‘que pos
sua uma matriz de estado A com autovalores no
interior do circuito unltarlo que sathfaga a
seguinte condlgao

T

(G - A" GA)X >0 (3)

onde G e uma matrlz nxn dlagonal definida
positiva, e X e um vetor n x 1 qualquer no
R™. 0 ciclo limite granular para entrada zero
pode ser eliminado caso‘a quantlzagao seja

feita atraves de truncamento em magnitude.
Prova:

Considere uma fungao energia quadratlca de
finida positiva dada por

descrita
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T
p(X(k)) = X" (k) G X(k)
que serviré como uma fungao. Lyapunov.

0} acresc1mo na fungao energla num perlodo
de T & dado por

Bp(k+1) = p(X(k+1)) - p(X(K)) . .
*T (k+1) 6X (1) ~XT (k) 6X (k)
(%" T(k+1) Jq 6 [X' (k+1)]qmXT (k)GX (k)
[Ax(9)]F 6[ax ()] g-xT (e X(k)

L}
n

[Ax(k)]TG [AX ()] -X" (k) GX (k)

- Z [x'z(k+1)—x (k+l)2]g =
i=1 o

X AT 6 A - ¢] x) -

=]

'Z [xiz(kfl) - x;(k+1)].gi .(45

1=]

onde g. sao os elementos da diagonal princi-
pal de G. Assuma agora que os erros dev1do a

quantlzagao e a .overflow nos sinais ;(k+1)

sejam tais que :
x.(k+l) = x!(k+1) . .

ou . “(5)
|x (L+l)] [x} (k+1)! :

para i = 1, 2, ., 0 Wk.'

Se a equacao 3 for verdadeira temos que
Ap(k+1) < 0.

‘Sendo o sistema dlscreto 1mp1ementado com
aritmetica de prec1sao finita, um nUmero f1n1
to de perlodos apos a entrada se ‘tornar zero
o sistema ira oscilar perlodlcamente ou fica-
ra relaxado em zero. A sustentagao de uma os-
cilacao de amplitude nao nula nao e possivel
caso as equagoes 3 e 5 seJam verdadelras Con
sequentemente, ‘as condlgoes 3 e5 sao  sufi-
cientes para garantlr a eliminacao do ciclo
limite granular cdom entrada zero em um siste-
ma discreto.

No caso da ocorrencia de um overflow num
1nstante qualquer, a quantizacao nao llnear ‘te
ra necessariamente que obedecer % equagao 5,
consequentemente se a entrada se torna zero
nenhuma oscilacao podera ser sustentada.

c.q.d.

A quantizagao granular obedecendo a equacao
5 que gera menor erro e denominada truncamen
to em magnitude.

Note que a condigao da equagao 3 e equiva-
lente a exigir que F seja semi-definida posi-
tiva onde

F=G-aATGga . (6)

Cabe observar que para qualquer matriz de
estado A com auto-valores no interior do cir—
culo wunitario sempre ‘existe um G sime
trico definido positivo tal que F & simétri-
ca e semi-definida positiva. Ou seja, & sem-
pre possivel gerar uma fungao Lyapunov para
qualquer sistema linear estavel, porem se G
nao for diagonal o processo de quantlzagao se
torna extremamente complicado [2]



Teorema 2 -

Seja A uma matriz de. estado 2x2 de um sis-
tema c¢om polos no interior do. c1rculo

unita-

rio. Existe uma matriz dlagonal ‘G definida po'

sitiva tal que F seja semi- deflnxda_'p051t1va
'se e somente se [3];" ‘ : '
a1 89120
ou se
21 39 < 0
e . ‘ :
1a11 - a22] + dgt(A?vi_l_,_ (7).
Prova

Se ¢ - AT G A & semi-definida positiva pa-

rz G diagonal’ deflnlda positiva ‘temos que
Fa1lol o Trloly

onde G = (T'l)2 e T @ diagonal e nao singular.

Logo ‘T FT = 1T T-1 T=1T - TT AT 7-1 T-1 AT =

1 - (11 an)T (171 AT) = I-ME

da positiva sendo que TT = T,

Basta entao demonstrar que I - M & semi-
definida p051t1va A matrlz I ~ M sera semi-
definida positiva, se' e somente se seus auto-

valores sao p051t1vos ou zero, ja que I - M e
simetrica [4].

Alternatlvamente a matriz I - M sera semi-
' definida positiva s.s. s. o trago de (I-M) e
det(I~M) sao positivos ou zero (soma e produ-
to dos autovalores)

Teremos entao- que

det(I-M) deg(zl-m)l

1 - tr() + det(M) =

1= e () + [deL(A)J2

tr(I-M) =2-tr(® > 1 +[det(AiF -
- tr(M) = det (I-M)

. uma vez que [det(Aﬂ2 <1 para filtros
veis. :

#

esta-

Em termos'dqs'elementos de T temos que

- [det(a)]?
2

a1 )
12 % *ag)
[0}

det(I-M) = (a2 +

+ a? a?

onde o = E%%' Calculando o maximo em

a q temes que
det (I-M) i_i:-lfaet(Aﬂz - [ail +
+ 2lag agy] + aj,] =
= [1 + det(a)]? -‘[tr(A)]z
+<2[312 a1 - lagy a,]
onde a?, Ia /él . Para que o lado direi-

to da 1gua1dade acima seJa positivo basta que

ajz ap 3.0

- semi-defini

ou seja

det(I—M) < (1+u1+a2)(1—u1+a2) >0

onde o e sao 0s coeficientes do denomlna-

dor do sistema . de 2a ordem dado por D(z) z +
. CtlZ"'GZ A
Se a12 ay1 < 0, teremo$ que .
_‘det(I-M) <1+ [det(a)]? - [al) - 2a;5ay+
V . 2 . N 12 ' Ty e2
+ay) = [1- det)]*-(ay;7ay5).

"entrada zero -estao bem estabelecidas,

relagao
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i A ultlma equagao acima sera maior ou 1gual
a zero se . .
|a1]_ - a22| + det(A) i 1
" Conclui-se entid‘gueB T diagonal tal due
det(I-M) e tr(I-M) sao positivos ou nulos.

c.q.d.

Conforme foi v1sto acima as condlgoes su-
ficientes para e11m1nagao do ciclo limite 3
porem
se ao inves da entrada do sistema se
lizar em zero um sinal constante . permanecer .
aplicado ao sistema, ciclos limite devido a
entrada constante poderao -ocorrer. Cabe obser
var que resposta de um sistema llnear estavel
a um .sinal constante deve ser um 31nal .cons-

‘tante.

Um teorema que estabeélece as condigoes su-
ficientes que asseguram a eliminagao do ciclo
limite 2 entrada constante em um sistema qual
quer no qual o c1clo limite a2 entrada zero po
de ser eliminado e apresentado a seguir - [5].

Teorema 3

Assuma que o sistema discreto da Figura

2
nao sustenta ciclo limite a entrada zero e
que
X(k+1) = [aX(k) + Bu(k)]q
(8)
y(k+1) = CX(k) + du(k)
onde [.]q & o valor quantizado de [.].
. 0 ciclo limite a entrada constante pode

ser eliminado modificando a estrutura da Figu

ra 2 conforme mostrado na Figura 3, onde P e
dado por

: T -1

P [pl Py Py - pn] = (I-A) B (9)
e P uy deve ser representavel no comprimento
de pa?avra da maquina,
Prova

Sendo a estrutura da Figura 2 livre de ci-
clo limite a entrada zero, a equagao

X(k+1) = [A x(k)]Q (10)
descreve um sistema estavel, ou seja
lm X = [0 0 ... o]T .
-»00

Se a entrada & constante, ou seja uk)=u_,
a estrutura modificada da Flgura 3 & caracte-
rlzada por

X(k+1) -[ A X(k) - Puo + Buo]Q + Pug

(11)

estabi- -




LINEAR N - PORTA

U(k) o—

Fig. 3 - Rede de ordem n modificada para
eliminacao de ciclo limite a en-
trada constante.

e se a equagao 9 e verdadeira;‘temos que

X(k+1) = [A X(k) - 1(1=8)71 By, +

' -1
+ (I-A) (I-A)™" B uO] + P‘uo =
= [A{x(k) Pu }]Q + P ug
ou ééja » o -

Re1) = [a X)), (12)

onde )

X(k) = X(k) - P ug.

Evidentemente 12 & o mesmo que 10, exceto

pela transformagao nas variaveis de estado, e
consequentemente representa um sistema esta-
vel A estabilidade esta garantida se na equa

gao 9 P. ug_ puder ser calculado exataménte ou
seja P.. ug e representavel no Comprlmento de
palavra da maquina. a

c.q.d.

Finalmente, cabe mencionar que muitos tra-
balhos foram publicados com o objetivo de ge-
rar algoritmos livres de ciclo limite a entra
da zero [6]—[8] e algoritmos livres de ciclo
limite a entrada constante [9]—[12], porem os
procedlmentos de analise e geragao das redes
foram os mais variados possiveis. O princi-
pal objetivo aqui foi formalizar um procedi-
mento para o estudo da eliminagao do ciclo 1i
mite granular que fosse geral e aplicavel em
todos os casos.,

3. ESTABILIDADE DA RESPOSTA FORCADA DE SISTE-

MAS DISCRETOS COM NAO LINEARIDADES DEVIDO

AO "OVERFLOW"

O estudo da estabilidade da resposta _forga
da dos sistemas discretos que possuem nao li-
nearidades para controle de overflow deve
ser feito.considerando sinais de entrada pa-
ra o qual,no sistema ideal (sem nao lineari

dades de oVerflow), o nivel de overflow nunca

€ alcangado apos um dado instante: kpT. Desta
forma, podemos verificar se a saida do siste-
ma real ira se recuperar apos um overflow
ocorrido antes de kgT sem perturbagoes causa-

B R )

Fik) 7 x?(lf) Fz(k)
1

ulk) o—o| LINEAR N -PORTA- ) S

‘Fig. 4: Rede ideal.
(k) o——— LINEAR = N -PORTA J——o0v(k)

Fig. 5: Rede real.
Comparando 0§ dois sistémas,'a‘ ~diferenga
entre os sinails de saida pode ser interpreta
da como um $inal de erro que deve convergir

das pelo sinal de entrada.-Embora o sinal
entrada acima seja uma idealizagao se_o sis~-
tema se recuperar para.este tipo-de - sinal,

tambem ira . se recuperar apos. cada overflow se -

o tempo de recuperagao & menor que o .tempo de. ..

ocorrencia entre dois overflows [1J.

Denominando os sinais de saida do sistema
nao linear real por F'(k) e os do sistema 1li-

near ideal por F(k), a resposta’ forgada do
sistema real sera estavel se e somente se

lim (F'(k) - F(k)) = [0 .... 0]T

Koo
desde que os sinais de entrada em ambos os
sistemas sejam iguals e obedegam a, .condigao
discutida acima.

Considerando as equagSes que descrevem 0

sistema linear e nao linear mostrados nas Fi-
guras 4 e 5 dadas por:

F'(k) A X'(k) +'B U (k)

F(k) A X(k) + B U, (k)
assumimos que a sa]da do 51stema n_z'_io_
linear esta devidamente escalada, e portanto

nenhuma'oséilagio,devido a overflow pode ocor
rer sem que esta ocorra nos estados.
goes dos ramos externos sao dadas por

X' (k F'(k-t
®) = [F'¢ )]QO |
X(k) = F(k-1), ) . o
onde [']Q e a quantizagao de f ] no caso de-
ocorrer overflow. Sendo os dois . sistemas

excitados pelo mesimo 51na1 temos que

Up (k) = Uy (k) -

310.

As equa=.



para zero se a resposta do sistema nao linear
e estavel Porem se. os sinais de erro nas va-
riaveis de estado comvergirem para zero, = as
saidas dos dois sistemas tenderao-a se igua-
lar. _Os vetores ‘representando os sinais . de er
ro sao dados por

e(k) = F'(k) - F(k) < A[K' GO - X(0)]

=Ae'(k) (13)
Das equagdes . doo ramos temos que
e'(k) = [F (k—l)]Q - F(k-1) =

= [e(k-1) + F(k D]qg - F(k-1) (14)

Definindo ovvetorvvarlante no tempo V(e(k) ,

k) por :

V(e(k),k) = [ek) + F(k)]qy - F(Kk),  (15)
a equéggo 14 pode ser reescrita da seguin-
te forma ' ' '

e () = V(e(k-1), k- . (16)

Das equagoes 13 14 15, os vetores e(n) e
e'(n) sao os sinais de saida e entrada de um
sistema N portas descrlto ‘pela matriz A. Note
que a matriz A e a matriz de. tran51gao do 513
tema original.

A resposta forgada do sistema
da Figura 5 @ estavel se e somente se

ﬁlm e(k) = [0 e O]T
que € equivalente a ex1g1r que:

"A establlldade da resposta forcada do 515
tema da Figura 5 & completamente equivalente
a estabilidade dev1do a entrada zero do mesmo

sistema quando a nao linearidade nos estados
¢ dada pela equagao 15".
Note que a. equlvalenc1a dos dois sistemas

ocorre 1ndependente' das caracteristicas da
quantlzagao [.]QO; Con51deremos agora os sis-
temas no qual a quantizacao era feita atraves
do truncamento. em magnitude para garantir a
eliminagao do ciclo limite a entrada zero.
Neste caso, para garantirmos a estabilidade da
resposta forgada quando ocorre overflow para

redes que obedecam ao Teorema 1, e que
Fi(k)| <1 para k> ko,basta que

}V(ei(k), k)|»< Iei(k)| para 1=1,2,.. '
que @ equivalente a executar a quantizagao

Qp conforme mostrado na Figura 6.

Concluindo, a condigio suficiente para ga-
rantir a estabilidade a resposta forgada quan
. do ocorre overflow, em sistemas livres de ci-
clo limite 2 entrada zero com quantizacao gra
nular aplicada as variaveis de estado e basea
da no truncamento em magnitude, e executar a
quantizagao quando ocorrer overflow conforme
ilustrado na Figura 6.

Finalmente, cabe observar que neste artigo
fol dada énfase a procedimentos para elimina
cao de ciclo ‘limite granular e devido a over-
flow. Porem cabe mencionar que muitos traba-
lhos foram publicados, voltados para analise
dos varios tipos de ciclo limite, com determi
nagao de suas amplitudes, e periodos. A énfa-
se escolhida neste artigo nos paréce mais im-

nao- 11near-
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nos sistemas discretos foram

portante do ponto de vista do projetista de

sistemas discretos no tempo,

Qf Xi(k))

1 2‘(< ?2 z :/:j ,"fi(k)

-1

Z/; Za D2
A

-1

6 - Regioes da nao~linearidade de’
overflow que garantem a estabili-
dade da resposta forgada em redes
que obedegam ao Teorema 1.

Fig.

4. CONCLUSOES

As condigoes suficientes para eliminagao
do ciclo-limite granular e devido a overflow
estabelecidas.
Como consequenc1a,foram sugeridas as formas
de quantizagao que devem ser efetuadas nos si
na1s, _para garantlr que nenhum tipo de osc11a
gao nao-linear seja sustentada.
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