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s~ficien~ei p~ra possível eliminação de ciclo limite a en­
trada zero, ciclo limite à~ntrada cons tánte "eas oscilações devidó o óver:­
flow nos si'stemas discretos no tempo, são mostradoE?'

and
structural modifications are suggested.

1. INTRODUÇÃO

Um serio problema prat~co relacionado com
a implementação dos sistemas discretos no tem
po recursivos e a possibilidade de ocorrência
de oscilações parasitas. As oscilações parasi
tas dos sistemas discretos de acordo com a o~

rigem podem ser classificadas como ciclo limi
te granular e ciclo limi te devido a overf lO'iv.

Todo o sistema discreto estável, se for im­
plementado com aritmetica de precisão infini
ta, deverá apresentar uma resposta assintoti
camente decrescente quando a entrada se torna
nula a partir de um instante noTo Porem, se o
referido sistema e implementado com aritmeti­
ca de precisão finita, quando a entrada se
torna nula, os sinais de ruído gerados pelos
quantizadores inerentes à aritmética de preci
são finita, se tornam altamente correlaciona-=­
dos de amostra à amostra e de fonte para fon­
te de ruído. Esta correlação gera oscilações
autônomas denominadas ciclos limite granula-
res.

Cabe observar que o ciclo limite granular
e proveniente da quantização nos bits menos
significativos dos sinais, e sua amplitude
pode ser razoavelmente grande em alguns ca­
sos. Em muitas aplicações a presença de ciclo
limite pode ser um problema sério, consequen­
temente e

e considerado livre de
ciclo limite devido a overflow, ou dito ter
resposta forçada estável, se o erro que e in­
troduzido no sistema após a ocorrência de um
overflow decresce com o tempo, de uma tal ma­
neira que a saída do sistema não linear real
converge para a saída do sistema linear ideal

[1J.
Overflow pode ocorrer em qualquer sistema

na presença de sinal na entrada, por essa ra­
zão o escalamento dos sinais internos ao sis­
tema é geralmente necessário para reduzir a
probabilidade de overflow a um nível aceitá­
vel.

Neste artigo, serão estudadas condições su
ficientes para eliminação de ciclo-limite gra
nular e devido a overflow, na realização dos
sistemas discretos no tempo.

2. PROCEDIMENTO GERAL PARA ELIMINAÇÃO DO CI­
CLO LIMITE GRANULAR

Um sistema discreto recursivo genérico
ideal é representado conforme mostrado na Fi­
gura 1, onde a rede linear n portas consiste
de multiplicadores e somadores. Se assumirmos
que os sinais internos do sistema. são quanti­
zados nas variáveis de estado,o sistema real
pode ser representado conforme mostrado na Fi
gura 2.
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p(X(k» = XT(k) C X(k)

por

o sistema da Figura 2 po~e ser descrito
atrav~s da formulação de variáveis de ,estado
da seguinte forma

(5)

(6)

x! (k+l)
1

6p(k+l)

x. (k+1)
1

F = C - AT C A .

p(X(k+l» - p(X(k»

XT(k+l)GX(k+l)-XT(k)GX(k)

[X' T(k+l) JQ C [X' (k+1)JQ-xT (k)GX (k) =

[AX (k)J~ C [AX(k) ] Q-XT (k)G X(~)

[AX(k)] TC [AX(k) ] _XT (k) CX(k) -
n .
L [x! 2(k+1) -x. (k+1) 2Jg .

i=l 1 1 1

X
T

(k) [AT G A - CJ X(k) -
n

L [x!2Ck+1)'-" x~d<+l)J g. (4)
i=l 1. 1 ',1

onde g. são os elementos da diagonal princi­
pal de

1
C. ,Assuma agora que os erros devido ã

quantização e a ,overflow nos sinaisx!(k+l)
1sejam tais que

,Ixi (k+1) I < Ix i (k+1) I
para i = 1, 2, ... , n Vk.'

Se a equação 3 for verdadeira ternos que

6p(k+l) < O.

ou

que servirá corno urna função Lyapunov.

O acrescimo na função energia num período
de T e dado por

Sendo o sistema discreto implementado com
aritmet1ca de precisão finita, um numero fini
to de períodos apôs a entrada se 'tornar zero
o sistema irá oscilar periodicamente ou .fica­
rá relaxado em zero. A sustentação de uma os­
cilação de amplitude não nula não e possível
caso as equações 3 e 5 sejam'verdadeiras. Con
sequentemente, as condições 3 e 5 são sufi=
cientes para garantir a eliminação do ciclo
limite granular ~om entrada zero em um sist~­
ma discreto.

No caso da ocorrência de um overflow num
instante qualquer, a quantização n~o linear te
rá necessariamente que obedecer à equação 5-;
consequentemente se a entrada se torna zero
nenhuma oscilação poderá ser sustentada.,

c.q.d.

A quantização granular obedecendo a equação
5 que gera menor erro e denominada truncamen
to em magnitude.

Note que a condiç~o da equação 3 e equiva­
lente a exigir que F seja semi-definida posi­
tiva onde

Cabe observar que para qualquer matriz de
estado A com auto-valores no interior do cir­
culo unitário sempre existe um G sime
trico definido positivo tal que F e s1rnetri­
ca e semi-definida positiva. Ou seja, ~ sem­
pre possível gerar urna função Lyapunov para
qualquer sistema linear est~vel, porem se C
não for diagonal o processo de quantização se
torna extremamente complicado [2J.

Y(k)

Y(k)

(1)

.(3)

2

Fig. 1: Rede generica ideal.

Fig.2: "Rede generica 'real

u(k) LINEAR N -PORTA

. xT
(C - AT C A) x > O

X(k+l) [AX(k) + Bu (k) ] Q

y(k) = CX(k) + du(k)

onde [.] Q indica o valor quantizéldo de [.].'

Para estudarmos o ciclo limiteã entrada
zero e suficiente considerarmos somente a par
te recursiva da equação de estado descrita

Dado um sistema discreto recursivo que pos
sua urna matriz de estado A com autovalores no
interior do circuito unitário que satisfaça a
seguinte condição:

X(k+l) = [AX(k)]Q = [X' (k+1)J
Q

(2)

onde a quantização Q efetuada no sistema con­
sis te de operaçõésvariantes no' tempo, tais
corno truncamento ou arredondamento e tratamen
to de overflow.

Teorema 1

onde C e urna matriz n x n diagonal definida
positiva, e x e um vetor n x 1 qualquer no
Rn . O ciclo limite granular para entrada zero
pode ser eliminado caso'a quantização seja
feita atraves de truncamento em magnitude.

Prova:

Considere urna função energia quadrática de
finida positiva dada por
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Teorema 2

Seja A uma matriz de. estado 2x2 de um sis­
tema com polos no' int~rior d'ocírculo unI ta­
rio . Existe urri~ matriz 'diagonàlG definida po
sitiva tal que F ,eja sêmi-defin~da positivi
se e somente se [3J.'

a12a21~0

ou se

(7)

ou seja

detCI-M) .::. (1+al+a2) (l-al+aZ) > O

ondeaI ~aZ são os coeficientes do denomi~a~
dor do SIstema de 2a ordem dado por D(z)=z +

alz+D:Z'

Se alZ a21, < O, teremos que

det (I-M) < 1 + [det(A) ] 2 - [a~l - 2a12a 21 +

+ a~2J= [1- de t(A) ] 2-{all -a2Z) ~

A última equação acima sera maior ou igual
a zero se

esta-

semi­
semi­
auto­
-M ê

o ciclo limite a entrada constante pode
ser eliminado modificando a estrutura da Figu
ra 2 conforme mostrado na Figura 3, onde P e
dado por

[ ]
T -1

P = Pl Pz P3 ... Pn = (I-A) B (9)

e P uo deve ser_re~resentavel no comprimento
de palavra da maquIna.

Prova

Sendo a estrutura da Figura Z livre de ci­
clo limite ã en~rada zero, a equação

X(\<+l) = [A X(k)J Q (10)

descreve um sistema estável, ou seja

~~t1Jx, X(k) = [O O OJ T •

Se a entrada ê constante, ou seja u(k)=uO'
a estrutura modificada da Figura 3 é caracte­
rizada por

X(k+l) = [ A X(k{ - Puo + BuoJQ + Pua (11)

2
e

(8)
[AX(k) + Bu (k) JQX(k+l)

Assuma que o sistema discreto da Figura
não sustenta ciclo limite ã entrada zero
que

y(k+~) CX(k) + du(k)

onde [.JQ ê o valor quantizado de [.].

lall - a221 + det(A) .::. 1

Conclui-se entãO que 3 T diag.onal tal que
det(I-M) e tr(I-M) são positivos ou nulos.

c.q.d.
Conforme toi visto acima as condições su­

ficientes paraeliminaçãó do ciclo limite i
entrada zero estão bem estabelecidas, por~m
se ao invés da entrada do sistema se, estabi­
lizarem zero um sinal constante perman.ecer
aplicado ao sistema, ciclos limite devido i
entrada constante poderãoocorrer~ Cabe obser
var que resposta de um sistema linear estavel
a um sinal cohstante deve ser um sinal c.ons­
tante~

Um teorema que estabelece as condições su­
ficientes que asseguram a. eliminação do ciclo
limite ã entrada constante em um sistema qual
quer no qual o ciclo limitê ãentrada zero po
de ser eliminado ê apresentado a seguir' [5J .-
Teorema 3

Teremos então que

det(I-M) det(zI-M)!
, z=l

1 - treM) + deteM)

... 1 - treM) + [det(A)] 2

tr (I-M) = 2- tr (M) > I + [det(A)}2

- treM) = det(I-M)

uma vez que[det(A~2 < 1 para filtros
veis.

Em termos dos elementos de T temos que

t22
onde a = ---o Calculando o maximo em relação

tll
a a t e mo s que

det(I-M) < 1 - [det(A~2 - [qfl +

+ 21 a 12 a211 + a~2J =

'[1 + det(A)] 2 - [tr(A) ] 2 +

+ 2 [a12 a21 - 1a21 a121J

onde a~ax = la21/a~2'1. Para que o lado direi­
to da 19ualdade aClma seja positivo basta que

a12 aZ1 ~ O

Prova'

Se G - AI G A é,semi-detinida posltlva pa­
re G diagonal definida positiva temos que

F = T~l T~l - ATT-1 T-1 A

onde G = ('1'-1)2 e T ,~. diagonal e não singular.
Logo 'TT FT = TI T~l T-Ir ~ TT Ar T-Ir-1 AT =
I - (T-1 AT) T (T-:-l AT): ~ I -M é . semi-defini
da positiva sendoqueTT = T.

Basta então demonstrar que I - M ê
definida positiva. A'matriz I M sera
definida positiva, se' e somente se seus
valores ~io p6sitivos ou zero, ja que I
simétrica [4J.

Alternativamente a matriz I - M sera semi­
'definida positiva s.s.s. o traço de (I-:M) e

det(I-M) são positivos ou zero (soma e produ­
to dos autovaloies)~
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LI NEAR N: PORTA

Pn

n

y(k)

das,pelo sinal de entrada.' Embora o sinal de
entrada acima seja uma idealização, se osls~

tema"se recuperar para. este tipo.de, ,sinal,
tambem irá, se reéuperar apâs. cada overf low se
o tempo de recuperaç~o ~ menor que Q tempo de~

ocorrência entre dois overflows [lJ. .'. '

Denominando os sinais de saída do sistema
não linear real por F'(k) e os ?O sistema li­
near ideal por F(k), a resposta' fbrçad~ do
sistema real será estável se e somente, se

lim (F' (k) - F(k)) = [O
k-7CQ

desde que os sinais'de entrada 'em ambos os
sistemas sejam iguais e obedeçam 'a, condiç~o

discutida acima.

c.q.d.

ou seja

e se a equaçã,o 9 ~ verdadeira, temos que

2

U1 (k) = U2 (k) '.

x' (k) = [F' (k:-l) ]Qo

X(k) = F(k-l),

onde [.JQ e a quantização de [.J no caso de·,
ocorrer O overflow. Sendo os dois sistemas
excitados pelo m~stnosinal temos que

Considerando as equa,ções que descreyemo
sistema linear e não linear mostrados nas Fi­
guras 4-e 5 dada~ por:

F'(k) = A X'(k) + B Ul(k)

F(k) = A X(k) + B U2!k)

assumimos que a ,saída do sistema. nao
I inear está devidamente ,escalada, e por tanto
nenhuma oscilação devido a. overflow poçle, ,ocor
rer sem que esta ocorra nos estados. As equa~.

ções dos ramos externos são dadas ~or

( 12)

X(k+l) [A X(k) - I(I""A)-l B Uo +

(I-A) -1 J + P+ (I-A) B Uo Q Uo

[A{X(k) - P uO}] Q + P uO

Fig. 3 - Rede de ordem n modificada para
eliminação de ciclo limite à en­
trada constante.

j{(k+l) =, [A :X(k)J
Q

onde

X(k) = X(k) - P uO'

Evidentemente 12 ~ o mesmo que 10, exceto
pela transformação nas variáveis de estado, e
corisequentemente representa um sistema' está­
vel. A estabilidade está garantida se {la equa
ção 9P.uO p.uder ser calculado exatamente ou
sejaP.,uO e ::ep:esentável no comprimento de
palavra da maqulna. '

Y(-k)

Y(k)

, diferença
interpret~

convergir

2

LI NEAR N - PORTA

Fig. 4: Rede ideal.

Fig. 5: Rede real.

Comparando os doi~ sistemas, a
entre os sinais de saída pode ser
da como um siÍl~l'de erro que deve

Finalmente, cabe mencionar que muitos tra­
balhos foram publicados ,com o objetivo de ge­
rar algoritmos livres de ciclo limite à entra
da zero [6J-[8J, e algoritmos livres de cicl~
limite à entrada constante [9J-[12J, porem os
procedimentos deanâlise e geração das redes
foram os mais variados possíveis. O princi­
pal objetiyo aqui foi formalizar um procedi­
mento para o estudo da eliminação do ciclo li
mite granular que fosse geral e aplicáv.el em
todos os casos.

3. ESTABILIDADE DA RESPOSTA FORÇADA DE SISTE­
~~S DISCRETOS COM NAü LINEARIDADES DEVIDO
AO "ü VERFLOW"

ú(k) LI NEAR N - PORTA
,O estudo, da estabilidade da resposta forç~ 1

da dos sistemas discretos qU,e possuem não li­
nearidades p~ra c06trole deoverflow deve
ser' feito, considerando sinais de entrada pa-
ra o qual,no sistema ideal (sem não lineari
dades de overf10w),onível de overflow nunca
~ alcançado ap5s um dado instantekOT. Desta
forma, pod,emos verificar se a saída do siste­
ma real., irá se .recuperar ap5s um overf low
ocorrido antes de kOT sem perturbações causa-
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para zero se a resposta do sistema não linear
e estável. Porem se os sinais de erro nas va­
riáveis de estado corwergirem para zero, as
saídas dos doissis temas tenderão .a se igua­
lar. Os v·etoresrepr,esentando os sinais de er
ro são dados por

e (k) F I (k) ~F(k) =A [X I (k)- X(k) ]

= A e'(k) (13)

Das equações .dos ramos temos que

e'(k) = [FI (k-l)J
QO

- F(k-1) =

= [e(k-:1)+ F(k-1)]QO ... F(k-1) (14)

Definindo o vetor variante no tempo V(e (k) ,
k) por

V(e(k),k) = [e(k) + F(k)J QO - F(k), (15)

a equaçao 14 pode ser reescrita da seguin­
te forma

portante do ponto de vista do projetista
sistemas discretos no tempo.

de

e'(k) = V(e(k-l}, k~l). (16)

Das equaçõ~s 13, 14, 15, os vetores e(n) e
e'(n) são os sinaiS de· saída e entrada de um
sistema N portas descrito pela matriz A. Note
que a matriz Aé a matriz de transição do sis
tema original. -

A resposta forçada do sistema não-linear
da Figura 5 é estável se e somente se

que ê equivalente a exigir que:

'~ estabilidade da resposta forçada do sis
tema da Figura sé compl~tamente equivalente
ãestabilidade devido ã entrada zero do mesmo
sistema quando a não linearidade nos estados
~ dada pela equação 15".

Note queaequivalêncía dos dois sistemas
ocorre independente das características da
quantização [.JQO' Consideremos agora os sis­
temas no qual a quantização era feita através
do truncamento em magnitude para garantir a
eliminação dq ciclo limite ã entrada zero.
Nestecaso,paragarantir~osa estabilidade da
resposta forçadpquando ocorre overflow para
redes que obedeçam ao Teorema 1, e que
/Fi(k) I ~ 1 parak> ko,basta que

IV(ei(k), k)1 < lei(k)! para i=1,2, ... ,N

que ê equivalente a executar a quantização
QO conforme mostrado na Figura 6.

Concluindo, a condição suficiente para ga­
rantir a estabilidade ã resposta forçada quan
do ocorre overflow, em sistemas livres de ci~

cIo limiteã entrada zero com quantização gra
nular aplicadaãs variáveis de estado e basea
da no trunc~men~o em magnitude, ê executar a
quantização quando ocorrer overflow conforme
ilustrado na Figura 6.

Finalmente, cabe observar que neste artigo
foi dada infase a procedimentos para elimina
ção de cic lo limi te granular e devido a over­
flow. Porem cabe mencionar que muitos traba­
lhos foram pub11cados, voltados para analise
dos varios tipos de ciclo limite~ com determi
nação de suas amplitudes, e períodos. A ênfa-=
se escolhida neste artigo nos parece mais im-

Fig. 6 - Regiões da não-linearidade de
overflo\<] que garantem aestabili­
dade da resposta forçada em redes
que obedeçam ao Teorema 1.

4. CONCLUSÕES

As condições suficientes para eliminação
do ciclo-limite granular e devido a overflow
nos sistemas discretos foram estabelecidas.
Corno consequência,foram sugeridas as formas
de quantização que devem ser efetuadas nos si
na~s, para garantir que nenhum tipo de oscila
ção não-linear seja sustentada.
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