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Resumo

Este trabalho apresenta as principais ferramentas e resultados disponí­
veis em modelamento de robôs rígidos com o objetivo da sua utilização em co~

trole de posição de robôs. A apresentação é de caráter introdutorio' visando
o leitor não especialista na área. são apresentados exemplos e resultados de
simulação para apoiar a compreensão dos conceitos. O problema de controle de
posição é analisado partindo dos esquemas utilizados na prática e passando
ao estudo de técnicas que utilizam mais intensivamente o modelo matemático.
Esta abordagem é exemplificada através da técnica do torque calculado.

Robot Modelling and Position Control

Abstract

This work contains a description of the main tools and results in robot
modelling withimpact in the position control problem. Contexts has an in­
troductory goalfor no specialized readers. Examples and simulation results
are utilized forbetter understanding. Position control problem 'is analyzed
staiting from the industrial schemes utilized in practice followed by the
study of model based techniques, this is exemplified by the computed torque
technique.

As áreas de modelagem e controle de robôs
são bastante abrangentes e a quantidade de
trabalhos publicados nestes últimos anos é
grande. O trabalho não é um "survey" geral da
literatura recente limitando-se aos trabalhos
mais significativos.

1. INTRODUÇÃO

Este trabalho tem corno objetivo introdu­
zir o leitor não especialista em ;obótica na
área de modelagem e controle de posição de
robôs. O enfoque é o de analisar as ferramen­
tas e resultados disponíveis em modelagem com
o objetivo da sua utilização no controle. Em
termos de controle estuda-se o problema de
controle de posição, discutindo-se as técni­
cas utilizadas na prática e introduzindo téc­
nicas baseadas na utilização do modelo "dini­
mico.
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seção 2 contém um resumo das caracterís
mais importantes do problema de contro=
posição de robôs. O objetivo é caracte-

o problema dentro do contexto de con­
de processos.

existentes sao analisadas na seção 3: modelo
cinemático direto e inverso, Jacobiano, mode­
lo dinimico e modelo das juntas. Para ilus­
trar aS características destes modelos uti­
liza-se o robô planar proposto em [Craig,
1986a]. Nesta seção são analisados dois assun
tos· colaterais importantes no controle de ro=
bôs: a necessidade de um elemento gerador de
trajetórias de referência e a frequência de
discretização requerida pela aplicação.

Na seção 4 estuda-se o problema de contr~

le de posição partindo dos esquemas de contro
le utilizados na prática. As características
do processo analisadas nas seções 2 e 3 justi
ficam o estudo de esquemas de controle mais
sofisticados baseados numa maior utilização
dos modelos matemáticos existentes. Trata-se
de urna área de pesquisa e desenvolvimento re­
cente e em grande expansão que é exemplifica­
da neste trabalho através da técnica do tor­
que calculado ("computed torque control").
Finalmente são feitos alguns comentários
sopre o problema de controle de esforço.

2. CARACTER!STICASDO PROCESSO A SER CONTROLADO

As principais ferramentas de modelagem
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Vendo o controle de posição e esforço do



robô como uma aplicação particular das técni­
cas de controle de processos cabe destacar
algumas características que têm importância
no projeto do controlador.

A. A medida direta das variáveis de saída que
devem ser controladas é difícil e cara.
Controlam-se de fato variáveis intermediá­
rias

o objetivo é o de controlar a posição e
orientação da garra (controle de posição) e os
esforços/torques na garra (controle de esfor­
ço). No primeiro caso a medida não é realiza­
da através de sensores internos tipo codifica
dores de posição por razões tecnológicas (pe=
so, sensibilidade, ••. ) e quando é imprescin­
dível dispor desta medida utilizam-se senso­
res externos (ex.: visão). No caso de contro­
le de esforço existem a nível de protótipos
robôs dotados de sensores entre a garra e a jun
ta anterior que fornecem os três componentes
de esforço e os três de torque [Scheinman,
1969], mas a utilização deste tipo de dispo­
sitivos ainda é pequena. O robô industrial tí
pico hoje em dia contém sensores internos t~=

po codificadores que fornecem as posições/ve
locidades das juntas. As variáveis de contro=
le são os torques aplicados nas juntas, con­
trolando-se assim, de fato, variáveis interme
diárias.

O controle de variáveis intermediárias é
frequente no controle de processos indus­
triais, mas via de regra ele é complementado
pela medida das variáveis de saída e a malha
externa correspondente. A ausência desta. ma­
lha, na maior parte das aplicações atuais de
robótica, implica na disponibilidade de mode­
los suficientemente precisos que relacionem a
evolução das variáveis de juntas com adas va
riáveis da garra. Este modelo existe para a si
tuação de regime: modelo cinemático." A evolu=
ção durante os transitôrios ê bem mais comple
xa: o modelo dinâmico relaciona torques for=
necidos pelas juntas com a posição e deriva­
das das juntas ou da garra e'introduz diversos
componentes não lineares, a histerese em re­
dutores e o atrito seco introduzem outras não
linearidades e a elasticidade no sistema de
transmissão de torque introduz modos pouco
amortecidos. Tudo isto contribui para que os
esquemas de controle simples de variáveis in­
termediárias utilizados hoje em dia sejam vá­
lidos apenas para movimentos da garra em peque
nos volumes de trabalho e a velocidades rela=
tivamentereduzidas.

B. A geração dos sinais de referência quando
a garra deve seguir uma traj etória específi
ca pode ser um problema complexo que re=
quer um nível adicional de planejámento/ge
ração de trajetórias -

Em controle de processos frequentemente a
definição dos sinais de referência ("set­
points") para as malhas de controle resulta
diretamente das especificações do processo,
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sem requerer um nivel de processamento adici~

nal. Existem algumas situações onde aqueles
valores são o resultado de um nível de otimi­
zação do desempenho da planta (estrutura hié­
rárquica), de cálculos intermediários (contr~

le em cascata) ou onde o problema é o de se­
guimento de um sinal de referência dado (ser­
vomecanismo). Em controle de robôs sempre ap!
rece, com maior ou menor complexidade, o pro­
blema de determinar trajetórias para a garra
(e juntas): a aplicação pode especificar o s!
guimento de trajetórias definidas a-priori
(pintu~a, solda, ••• ) ou durante a operação
(solda, montagem, ••• ) ou simplesmente o mov!
mento do robô no espaço de trabalho é restri­
to e deve ser feito evitando determinadas re­
giões.

Um problema adicional resulta do fato de
que as variáveis controladas são as variáveis
de juntas mas as especificações sobre a traj!
tória fornecidas pelo usuário o serão sobre
os movimentos realizados no espaço cartesiano
dagarra. Novamente será necessária a utiliza­
cão do modelo cinemático para obter as traje­
tórias/restrições para cada uma das variáveis
de juntas.

C. O processo a ser controlado é complexo,
correspondendo a um modelo dinâmico não li
near com equaçõesacopladas. Porém a estrü
tura e parâmetros são relativamente bem·cõ
nhecidos quando se compara com a situaçãõ
encontrada normalmente em controle de pro­
cessos industriais

Esta situação leva à possibilidade real de
utilizar este conhecimento no projeto dos ~on

troladores. Se bem esta é a razão que leva ã
estudar o modelo matemático quando se trata
de controlar um determinado processo, frequen
temente o resultado da análise teórica do prõ
cesso fornece apenas um conhecimento parcial
da estrutura do modelo e ainda mais reduzido
das expressões dos parâmetros que aparecem no
modelo. O modelo dinâmico de um robô rígido re
lacionando os torques aplicados pelas juntas
e as posições dos elementos e suas derivadas
é bem conhecido e introduz parâmetros que são
funções conhecidas das características geomé­
tricas e de distribuição de massa nos elemen­
tos. Se bem os torques assim calculados não re
presentam a totalidade do torque a ser forne=
cido, devido a fenômenos de atrito não modela
dos, etc., tem-se uma situação em que se dis=
põe de modelos matemáticos bastante mais pre­
cisos do que costuma ser o caso em processos
industriais.

D. A frequência de amostragem nas malhas de
controle das juntas é frequentemente bem
mais alta que a utilizada no controle de
processos industriais

Enquanto a maioria de controladores indus
triais de uso geral trabalham com intervalos
de discretização da ordem de centenas de mseg. ,



o controle de robôs exige intervalos menores,
na faixa de dezenas ou alguns mseg. A razão
principal é a de ter-se condições de diminuir
suficientemente as oscilações devido ~ resso­
nância. As frequências de ressonância da es­
trutura mecânica são altas devido à rigidez
do robô.

(1)

MODELO CINEMÁTICO/Anexo 1

3. RESULTADOS PRINCIPAIS DA ANÁLISE DO PRO­
CESSO. MODELAGEM

A. Modelo cinemático direto e inverso

B. Jacobiano

C. Modelo dinâmico

D. Modelo dinâmico do sistema de acionamento
de juntas

E. Geração de trajetórias

F. Frequências de discretização requeridas

°2 arctg(S2/e2) ;

C2
2 2 2 2 J(X + Y - LI - L2) 2Ll L2

S2 I 2'± 1- C2 (2)

°1 arctg(Y/X) -y ;

y arctg(L2S2/ (LI + L2C2»

°3 ~ - 01 - 02

Dados X, Y (coordenadas da origem do
s.c. da garra) e ~(ângulo do s.c. da
garra em relação ao s.c. de referência)
tem-se:

MODELO INVERSO/Anexo 1

onde a representação da posição da ori­
gem do s. c. da garra em relação ao s. c.

de referência (~P) é dada pelas suas c~

ordenadas e a representação da orienta­

ção (~O) é dada pela matriz contendo co

mo vetores coluna as representações dos
vetores unitários do s.c. da garra no
s.c. de referência.

Duas soluções para cada ângulo de junta.

O modelo cinemático permite obter a situa
cão da garra dado um conjunto de valores para
as variáveis de juntas (problema direto). Do
ponto de vista da operação e controle de um
robô o que interessa é a situação inversa, ou
seja obter os valores que devem ser colocados
nas juntas para que a garra atinja uma situa­
ção especificada (modelo inverso). A solução
em geral não é única e pode nâo existir solu­
ção quando a situação especificada não é atin
gível pela garra, ou seja,está fora do espaçõ
de trabalho do robô. A existência de diversas
soluções implica na definição de um critério
para a escolha da solução mais adequada (pro­
ximidade da situação em que já se encontra o
robô, evitar obstáculos, .•• ). Dado que o pro
blema a resolver é um sistema de equações al=
gébricas não lirteares,·não existe solução ge­
ral em forma analítica. Tem-se soluções analI
ticas caso a caso que fornecem todas as solu=
ções possíveis ao problema inverso e algo­
rItmos iterativos que convergem para soluções
particulares. O Anexo 1 contém a solução para
o robô planar já utilizado anteriormente.

LICl + L2C12]

LISI + L2Sl2

1

Nesta seção são descritos em forma resumi
da os resultados principais relevantes para õ
problema de controle que resultam da análise
do processo. A apresentação é sucinta e são
indicadas referências para um estudo mais pro
fundo. Para ilustrar de uma forma concreta
estes resultados utiliza-se como exemplo o ro
bô planar proposto em [Craig, 1986~] que esta
descrito no Anexo 1. Trata-se de um robô mui­
to simples que permite ilustrar a maior parte
dos conceitos e resultados apresentados sem
exigir um tratamento matemático pesado.

Os pontos abordados nesta seção são os se
guintes:

A. Modelo cinemático direto e inverso: rela­
çao entre variâveis de juntas e situaçao da
garra

A representação matemática da posição e
orientação da garra em relação a um sistema de
coordenadas (s.c.) de referência é obtida
através de: i) definição de um conjunto de
s.c. associados a cada um dos elementos do ro
bô, e ii) estabelecimento da relação entre
dois s.c. consecutivos como uma transformação
homogênea envolvendo translações e rotações.
A definição do s.c. de cada elemento deve ser
criteriosa para reduzir o esforço computaéi6­
nalnecessário [Paul, 1981], [Craig, 1986a].
O modelo matemático obtido desta forma denomi
na-se modelo cinemático e fornece a posição e
orientaçâo do s. c. da garra em função dos valo
res das variáveis de juntas
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Normalmente os modelos cinemáticos direto
e inverso são utilizados apenas "off-line",
por exemplo no planejamento de trajetórias.
Existem situações em que o modelo direto é uti
lizado na malha de controle, são os chamados
esquemas de controle cartesiano [Craig, 1986a],
onde os controladores de juntas trabalham
sobre os erros nas variáveis de garra em coor
denadas cartesianas. A eficiência na progra=
mação do modelo cinemático é crítica neste ca
so, e importante em qualquer situação; em
[Craig,'1986a] discutem-se os principais as­
pectos envolvidos: eliminação de redundâncias,
cálculo de funções trigonométricas e utiliza­
ção de operações entre inteiros.

[0 0 ê] ,:
1 2 3"

o oV =, J(0)· n

velocidades da garra em relação a~

s.c. de referência, descritas nes­
te s.c.

(4)

A obtenção do modelo cinemático é tipica­
mente um processo adequado para ser automati­
zado através de técnicas de projeto assistido
por computador e cálculo simbólico [Ferreira,
1988].

Existem 'na literatura diversas técnicas
para o cá1~u10 do Jacobiano: através da pro­
pagação de velocidades entre os elementos do
'robô [Craig, 1986a], utilizando transforma­
ções diferenciais [Paul, 1981], etc.

Tem-se então y J x

supondo que todas as n juntas sejam rotacio­
nais.

ÂX vetor. de translações e rotações diferen-
ciais na garra

Â0 vetor de movimentos diferenciais nas ju.!!.
tas

FT = [fx.fy f~ nx ~y nz] vetor de esforços e
torques na garra

C. Modelo dinâmico: relação entre movimentos
na garra e torques/esforços aplicados nas
juntas

Dado que Âx = J • Â0 tem-se finalmente:

onde:

TT = [TI T2 ••••• Tn] vetor de esforços ou

torques nas juntas

O Jacobiano inverso permitirá determinar
as velocidades necessárias nas juntas de for­
ma a que agarra apresente determinadas velo­
cidades linear e angular. As configurações do
robô para as quais o determinante do Jacobia­
no é nulo são denominadas singularidades do
robô: nestas configurações será impossível
controlar as velocidades da garra.

A relação entre torques/esforços nas jun­
tas e na garra numa situação estática é tam­
bém dada pelo Jacobiano: aplicando o princí­
pio do trabalho virtual tem-se:

(3)

f(x)y

v = J (0) • n

onde

VT [vx vy Vz Wx wy Wz]

nT [el
. en]O2

T
[01 02 ••••• 0n]0

Em robótica o Jacobiano que interessa é a
matriz que relaciona velocidades nas juntas
com velocidades linear e angular na garra.

B. Jacobiano: relação entre velocidades da
garra e das juntas. Relaçao entre torques/
esforços na garra e nas juntas

Define-se a matriz Jacobiana (Jacobiano)
de uma função vetorial como a matriz consti­
tuída pelas derivadas parciais de primeira or
dem:

o Jacobiano será geralmente função da
configuração do robô, ou seja, do conjunto de
valores das variáveis de juntas 0, dado que a
dependência entre variáveis de juntas e posi­
ção e orientação da garra é não linear. Por
outro lado os seus termos dependerão do s.c.
no qual se representam as velocidades linear
e angular da garra.

JACOBIANO/Anexo 1
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O objetivo da modelagem dinâmica de um
robô é o de obter uma solução simbólica que
represente os movimentos da garra em função
dos torques aplicados pelas juntas.



(7)

o modelo cinemático inverso fornece as po
sições, requeridas nas juntas 'para que a gar=
ra atinja a situação especificada, ou seja,
descreve a situação em regime. Os valores cal
culados para .asvariâveis de juntas serão va=
lores de referência. O modelo cinemático não
dá nenhuma informação sobre os totques a serem
fornecidos para implementar uma mudança de po
sição nas juntas {e consequentemente na gar=
ra), sobre o tipo de transitório e sobre os
eventuais erros em regime. Estas informações
que podem ser utilizadas no projeto e na ope~

ração do sistema de controle são obtidas atra·
vés da análise do modelo dinâmico do robô. -

No que segue exclui-se a análise do siste
ma de acionamento e consideram-se como variá=
veis de entrada no modelo os torques/esforços
aplicados pelas juntas.

As duas técnicas mais utilizadas na lite­
ratura para a obtenção do modelo dinâmico são
a equação de Lagrange e o método de Newton­
Euler. Esta segunda técnica está baseada na
propagação de velocidades e acelerações desde
a base até a garra seguida da propagação de
esforços/torques desde a garra até a base. Não
é o objetivo deste trabalho a descrição deta­
lhada destas técnicas que pode ser encontrada
na literatura [Craig, 1986a], [Paul, 1981],
[Snyder, 1985]. Não serão também discutidos
os aspectos computacionais da obtenção do mo­
delo dinâmico, que abrangem desde aspectos
de eficiência computacional na programação
[Hollerbach,.1982],· até a utilização de téc­
nicas de cálculo simbólico para a geração do
modelo dinâmico [Izaguirre, 1986], [Siqueira
Neto, 1986], .[Ferreira, 1988].

O modelo dinâmico obtido pode ser escrito
na forma da eq. 6

i=l•••• N (6)

onde:

: esforço/torque na junta i

: número de juntas

variável da junta j (posição ou ângulo)

mentos massa concentrada nos extremos
mais afastados e para o terceiro elemen
to supondo coincidência do c.d.g. com ã
origem do s.c.3,com o tensor de inércia
indicado obtém-se

'f3 - Ou 81 + °32 82 + ° 33 83

ou- 032 - 033 - .0.1

'f2 - 02l 8 + ° 22 82 + ° 23 83 + 0211 áf + 02

02l - 0.1 + Ja2LIL2C2 + 1112L~

022 - 0.1 + IIIZL~

023 - 0.1

0211 • 1112Ll L2S2

02 - 1112L2 8 Ç12

'f1 - °1181 +012ã2 +°1393 +OI11êf +0122é~ + (D1l2 +D121)élê2 + 01

2 . 2
011 - 0.1+ (1111 + 1112 + 1113)L1 + 1112L2 + (21112 + 1113)L1L2C2

012 - 0.1 + 1112L~ + (1112 + III3)L1L2C2

013 - 0.1

0111 • -m3Li L2S2

0122 - -(1112 + 1113)L1L2S2

0112 • 0121 • -(1112 + 1113)L1L2S2

01 • 1112L2 8 C12 + (1111 + 1112 + IIIJ)L1 8 C1

As principais características do mod~lo dinâ­
mico geral (eq. 6), exemplificadas no robô
planar (eqs. 7) são as seguintes: i) as equa­
ções estão interligadas, refletindo o fato de
que existem acoplamentos entre os elementos
do robô, ii) o modelo. é não linear, devido aos
termos de força centrífuga e Coriolis, os ter
mos de gravidade que introduzem funções trigõ
nométricas das variáveis de juntas edevidõ
e~ geral aos parâm~tros Dij, ...Dijk que são fu,!!
çoes da configuraçao do robo, ou sej a, das va
riaveis de juntas. -

O modelo dinâmico incluindo as N juntas
pode ser escrito em forma compacta como indi­
cado na eq. 8

parâmetros de inércia
i = j inércia efetiva da junta i
i =/= j inércia de acoplamento entre

as juntas i e j

parâmetros de força centrífuga (i e j ,
i =k ou j;: k·)
parâmetros devidos a termos de Cot'ialis.
(i" j =/= k)

T = M(0) • (;) + V(0,E» + (;(0)

onde:

T vetor de esforços/torques nas N juntas

(8)

termo de gravidade.8tuando na junta 1

MODELO DINÂMICO

Supondo para os dois primeiros ele-
7

M

v

G

matriz de inércia do robô (contendo os
elementos Dij) (N x N)

vetor contendo os termos de força centrí­
fuga e Co,riolis(Dij k)

vetor contendo os termos de gravidade (Di)



onde Mx , Vx e Gx são obtidas a partir de
M, V, G e do Jacobiano.

A figura 1 mostra três situações interme­
diârias na configuração do robô e na figura 2
estão representadas as variações dos ângulos
de juntas.

o.

2.
I

o

("_ _ - -..

I,
:,,

Ângulos das juntas.

f

Trajetória da garra e configurações
do robô.

Fig. 2
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A importância relativa dos diferentes ter
mos do modelo dinâmico i variável, dependendo
das condições em que opera o robô: velocida­
des e acelerações e das trajetórias que efe­
tuam a garra e as juntas. Geralmente para bai
xas velocidades os termos de força centrífugã
e de Coriolis são desprezados, mas existem si
tuações [Hollerbach, 1982] onde esta hipótes;
não i válida. A análise da importância relati
va em função da trajetória i complexa e recor
re-se a simulações para determinar quais são
os termos preponderantes. O torqué total re­
sultante a ser fornecido pela junta pode então
apresentar variações grandes ao longo das tra
jetória, o que justifica a utilização de me=
canismos de controle que introduzam componen­
tes adicionais de torque calculadas a partir
do modelo. A seguir apresentam-se alguns re­
sultados de simulação obtidos com o robô pla­
nar que ilustram as variações em torque cita­
das. A garra do robô segue a reta AB indicada
na figura 1 num plano vertical. As posições
inisial e final são dadas respectivamente por
A(-0.966, -0.5) e B(0.6, 0.866), a orienta­
ção inicial i ~ = 180 e a final ~ = O. O tem­
po de percurso i fixado em 3 sego Definem-se
vinte pontos intermediários atravis de inter­
polação linear com trechos parabólicos no in!
cio e fim para a abcissa, a ordenada e o ân=
guIo.

De um ponto de vista de controle um fato
importante que mostra o modelo dinâmico e que
o torque a ser fornecido a uma junta i pelo
motor correspondente i o resultado de uma so­
ma de componentes onde apenas um dos elemen­
tos Dii 0i corresponde ao torque de inircia da
própria junta. Os .outros termos representam
consumo de torque na junta i devido a acopla­
mentos, força centrífuga e gravidade. Dépen­
dendo da sua importância relativamente à inir
cia efetiva na junta (importância que variã
com a configuração), será conveniente adicio­
nar ao sinal de controle, calculado a partir
dos erros de posição e velocidade na junta,
um termo que corresponda ao torque adicional
necessário para compensar aquelas perturba­
ções. Calcular estas componentes adicionais im
plica numa utilização mais ou menos intensivã
do modelo dinâmico.

A equaçao 8 pode ser escrita [Khatib,
1980] em função do vetor de esforços/torques
na garra F e de um vetor X contendo as seis v~

riáveis que definem a posição e orientação da
garra. Obtim-se o resultado indicado na equa­
ção 9

Os torques calculados a partir do modelo
çiinâmico descrito na seção 3C estão .represen­
taçlos na fig~ra 3.
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Fig. 3 Torques nas juntas.



Observa-se claramente uma mudança grande
no torque da junta 1 (base) quando o primeiro
elemento do manipulador passa pela vertical.
Nesta simulação a componente de torque domi­
nante é devida à gravidade, à exceção da re­
gião próxima a aI = 900 (elemento 1 na verti­
cal), quando o termo preponderante é o de inér
cia da própria junta. Os termósde força cen=
trífuga e Coriolis não têm, neste exemplo, uma
contribuição significativa.

n relação de redução n« 1

inércias de motor e carga

coeficientes de atrito viscoso de mo­
tor r carga

constante de f.c.e.m

torque de perturbação

O exemplo mostra o interesse em utilizar
mecanismos que adicionem torques calculados a
partir do modelo, para evitar que as varia­
ções grandes de torque tenham que ser unica­
mente de responsabilidade do controlador de po
sição (trabalhando sobre o erro de posição):
Isto levariaa um aumento grande do ganho do
controlador para obter uma resposta rápida, o
que pode instabilizar o sistema.

O modelo anterior é obtido sem considerar
folgas nas engrenagens e a t rito seco, supõe um
modelo linear para o atrito viscoso e não con
sidera nenhum efeito de torção na transmissão
de torque. Considerando-se o efeito de torção
através do modelo dado pela eq. 11:

(11)

onde:

D. Modelo dinâmico do sistema de acionamento
das juntas.

Ks constante de mola

TR, torque no eixo da carga

obtém-se:Supondo que cada junta seja acionada atra
vés de um redutor por um motor DC a imã permã
nente, o modelo matemático entre a tensão de
entrada e a posição dos eixos motor e carga e
apresenta~a em [Luh, 1983a] como segue:

0m(s) (KI/R) • Num(s) ames)

V(s) Den*(s) T(s)

aR,(s) n

ames) Num(s)

onde:

Num(s)
JR,

s2
BR,

s + 1+-
Ks Ks

n

Den*(s)

(12)

KI constante de torque

R resistência

Sistema de acionamento da juntª,

aR, (e)- n· 0m(s) (10)

que coincide com o modelo dado pelas eqs. 10
quando Ks + ~. Nas duas situações a função de
transferênc·ia aR, (s) /V(s) apresenta um polo na
origem e um polo real, no segundo caso tem-se
dois polos complexos conjugados adicionais pró
ximos ao eixo imaginário. -

O modelo da junta mostra um fato importan
te: a inércia da carga vista do lado do ele=
mento de controle, ou seja, o motor, é multi­
plicada por n2 (n« 1). A sua importância será
então menor e eventualmente algumas das suas
variações com a configuração do robô poderão
ser desprezadas. As engrenagens, por outro la
do, introduzem sempre histerese devido às foI
gas, o que originará oscilações na garra:
Existem já robôs dotados de motores de disco
eliminando o uso de engrenagens ("direct­
drive-arm").

n

Den(s)
.. ---~ameS)

;~

, T(s)
= kI/R

Den{s)

ameS)

V(s)

Fig. 4

onde:



E. Geração de trajetórias: sinais de referên­
cia para os servomecanismos que controlam
as juntas

Na situa~ão mais simples o problema pode
ser colocado como segue: a partir da especifi
cação pelo usuário da situação inicial e fi=
nal da garra, possivelmente de alguns pontos
intermediários e de condições sobre velocida­
de e aceleração em alguns pontos ou regiões,
gerar uma sequência de valores de referência
para os servomecanismos das juntas a serem
fornecidos com certos intervalos de tempo.
Seria, por exemplo, a situação numa tarefa de
posicionamentÇ) de objetos ("pick and place").
No outro extr~mo pode-se pensar em situações
onde a garra tem que seguir uma trajetória de
finida durante a operação, com especificações
estritas em erro de posição, velocidade,
etc. como pode ser o caso em sold~ contI­
nua.

A solução do problema implica geralmente
na utilização de algum mecanismo de interpo~

lação para obter expressões analIticas que des
crevam a trajetória por trechos. O interesse
desta representação analItica ~ o de poder ge
rar rapidamente durante a operação a sequên=
cia de valores de referência. Tipicamente
[Craig, 1986a], tem-se as malhas de controle
atuando na faixa de 100-500 Hz e a comunica­
ção de valores de referência ~ feita com fre­
quências da ordem de 20-200 Hz. Normalmente
utilizam-se para a interpolação polinômios
cúbicos que permitem especificar posição e ve
locidade nos extremos de cada trecho [Paul~
1981].

F. Frequências de discretização requeridas
[Craig, 1986a], [Franklin, 1980]

A limitação principal na escolha da fre­
quência para as malhas de controle são as fre
quências de ressonância do manipulador wR .1\
possibilidade de reduzir as vibrações implica
numa frequência de discretização que seja no
mInimo o dobro de wR. Em [Craig, 1986a] e
[Paul, 1980] são sugeridos valores entre 10 wR
e 15 wR. Por outro lado, as frequências de res
sonância são altas dada a rigidez dos manipu=
ladores. Em [Luh, 1983a] tem-se dados sobre o
manipulador de Stanford onde as frequências de
ressonância das juntas estão na faixa de
25 rad/seg a 125 rad/seg. O resultado ~ a ne
cessidade de intervalos de discretização da
ordem de alguns msec, o que leva a exigências
fortes sobre o hardware de controle.

4. CONTROLE DE POSIÇÃO

A maioria dos robôs industriais existen­
tes no mercado utilizam controladores para ca
da junta baseados no controle em cascata da
posição e velocidade. Frequentemente o contro
le de velocidade e de corrente ~ feito em for
ma analógica e uma malha de controle digital
externa ~ responsável pelo controle de posi­
ção. Considerando uma junta isolada, o esque­
ma de blocos correspondente, utilizando as
eqs. 10, ~ o indicado na figura 5 [Luh, 1983a].

A especificação pelo usuário das caracte­
rIsticas e restrições da trajetória ~ feita
normalmente no espaço cartesiano da garra. A
obtenção das referências para as variáveis de
juntas implica na utilização do modelo inver­
so e do Jacobiano inverso. Aparecem assim dois
esquemas de interpolação: no espaço cartesia­
no da garra ou no espaço de juntas. No primei
ro caso, o usuário projeta a interpolação n~
espaço em que está definindo o problema mas im
plica na utilização do modelo inverso para õ
envio de cada um dos valores de referência du
rante a operação. Na segunda situação, o mode=
lo inverso é utilizado apenas para transfor­
mar os pontos da trajetória especificados pe­
lo usuário seguindo-se da interpolação já no
espaço de juntas. Neste caso, é necessário ve­
rificar posteriormente se a trajetória resul­
tante para a garra é aceitável, mas durante a
operação utilizam-se diretamente os polinô­
mios interpoladores.

Fig. 5 Controle de posição com realimen
tação de velocidade.

A interpolação no espaço cartesiano da gar
r~ pode ainda gerar posições intermediárias
nas juntas que estejam fora do espaço de tra­
bal~o d~s mesmas ou que resultem em configu­
raçoes singulares para o robô. Todas estas ra
zões fa?emçom que normalmente seja utilizada
a interpolaçao no espaço das juntas, empregan
do-se a interpolação no espaço cartesiano da
gar.ra apenas quando ~ aplicação assim o exi­
ge.
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onde:

Kl : ganho na realimentação de velocidade

G(s) função de transferência do controlador
de posição

J Jm + n2 J R,

B Bm + n 2 BR,



Utilizando um controle proporcional de po
sição tem-se dois parâmetros para o ajuste d;
frequência ~atural e o amortecimento em malha
fech~da. Em [Luh, 1983a] e [Paul, 1981] discu
te-se o ajuste dos parâmetros em função da fre
quência de ressonância e a especificação de
( ~ 1 para o coeficiente de amortecimento.

A introdução de ação integral no contro­
lador permitirá anular assintoticamente erros
em regime. Em [Ferreira, 1984J são apresenta­
dos resultados utilizando estruturas PI e PII
para o controlador de posição em função do
grau do polinômio que constitui o sinal de re
ferência (resultado da interpolação na defini
ção da trajetória). -

A estrutu~a de controle indicada na figu­
ra é simples, permitindo um ajuste experimen­
tal dos parâmetros de controle sem um conhe­
cimento detalhado do modelo do robô. O seu de
sempenho porém será limitado dado que nao se
consideram uma série de aspectos tais como:

através da sua deformação, introduz uma fre­
quência de ressonância adicional, o dispositi
vo de medida deve então ser projetado conjun=
tamente com a malha de controle 'de posição
[Asada, 1987].

O efeito de torção na transmissão de tor­
que pode introduzir frequências de ressonân­
cia na faixa de.frequências de trabalho da ma
lha dê controle de posição. Em [Good, 1985]
comparam-se resultados experimentais da res­
posta em frequência com os valores obtidos a
partir da função de transferência' 0m(s)/V(s)
dada em 12 obtendo-se uma boa aproximação.
Esta função de transferência apresenta um par
de polos e um par de zeros complexos conjuga­
dos proximos do eixo imaginário. que originam
o efeito anti-ressonância/ressonância descri­
to em [Good, 1985]. Como é colocado nesta re­
ferência qualquer estrutura de controle (por.
desacoplamento, adaptativa, etc.) deverá le­
var·em consideração este comportamento dinâmi
co para garantir a estabilidade e robustez d~
sistema em malha fechada.

- atrito seco;

- histerese nas engrenagens;

- variação dos parâmetros (J) com a carga e
·a configuração;

- efeito de torção na transmissão do tor­
que;

(15)
.. .
E + KVE + KpE = O

A técnica do torque calculado [Craig,
1986a, 1986b], [Freund, 1982] utiliza o mo­
delo dinâmico do robô na estrutura de contro­
le de forma a conseguir um sistema desacopla­
do e linear. Supondo conhecido o modelo dinâ­
mico dado pela eq. 13 (corresponde ao modelo
obtido na eq. 7 com o termo F(0, é) represen­
tando os termos de atrito)

T = M(0)a + V(0, é) + G(0) + F(0, é) (13)

O desenvolvimento de técnicas de controle
que levem em consideração as perturbações de­
vidas a torques de acoplamento, gravidade, for
ça centrífuga e Coriolis, modelados através d~
modelo dinâmico, é o aspecto mais discutido na
literatura. Em [Kuntze, 1984] é apresentado um
"survey" das técnicas e tendências em contro­
le . de robôs industriais e as conferências
anuais do IEEE em "Robotics and Automation"
apresentam as contribuições mais recentes. A
apresentação aqui limita-se ã técnica do tor­
que calculado ("computed torque control") e ã
aplicação de técnicas de controle adaptativo
conjuntamente com o torque calculado. Deve-se
salientar que existem situações em que os as­
pectos discutidos anteriormente têm maior in­
fluência sobre o desempenho do sistema que
os efeitos considerados pelo modelo dinâmico
[Good, 1985J.

a estrutura de controle é a indicada na figu-
ra 6 [Craig, 1986a].

Tem-se então em malha fechada

T = M(0) . [aref + KVE + KpE] + V(0, é) +

+ G(0) + F(0, é) = (14)

M(0) . a + V(0, é) + G(0) + F(e, é)

Sendo o modelo exato obtém-se finalmente
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a torques de aco­
força centrífuga e

- perturbações devidas
plamento, gravidade,
Coriolis.

- limitação na corrente;

A variação de parâmetros com o ponto de
operação do robô e as vezes corrigida em ro­
bôs industriais através da mudança dos parâ­
metros do controlador de posição de uma forma
pré-programada. ·A compensação dos outros efei
tos não é comum em robôs industriais, send~
que os resultados apresentados na literatura
são obtidos geralmente sobre simulações ou
protótipos.

o efeito das não-linearidades/originadas
pelo atrito seco, histerese nas engrenagens e
limitação na corrente depende do robô parti­
cular, do seu sistema de acionamento e do re­
dutor. .A sua importância deve ser analisada
porque podem originar erros de regime e ci­
elos limites. Em [Good, 1985] e [Lim, 1987]
são apresentadas situações onde estas não li­
nearidades são preponderantes sobre os efei­
tos de força centrífuga e Coriolis considera­
dos no modelo dinâmico. O controle de torque,
a partir da medida do torque de carga por
"strain gauges" no eixo da carga, [Luh, 1983b],
[Paul, 1981], permite diminuir o efeito das
não linearidades no redutor e na carga: cor­
responde a implementar uma malha de controle
"mais externa" a malha de controle de posi­
ção, que mede a posição no eixo motor. Porem,
a colocação no eixo de um elemento menos rígi
do, que permita uma medida precisa de torque



Fig. 6 Esquema do controlador na técnica de
torque calculado.

V G F = O e M diagonal com elementos que
dependem da configuraçio e "inertial decou.,.
pling" onde V = G = F = O e.M modela M. Em
[Khosla, 1986] propõe-se a técnica denominada
"computed-torque control with reduced dynamies"
onde V = O e o controle utiliza M, F ~ G. Ob­
viamente em todas estas situações existe um
maior ou menor grau de acoplamento que deverá
ser analisado caso a caso e que dependerá da
trajet5ria que segue o robô, dadas as varia­
ções grandes que podem ocorrer na contribui­
çio de cada um dos termos do modelo dinâmico.

As técnicas de. torque calculado implicam
na utilizaçio em maior ou menor grau do mode­
lo dinâmico durante a operaçio do robô o que
supõe uma maior potência de cálculo na estru­
tura de controle. Em [Craig, 1986a] propõe­
se que a atualizaçio dos componentes de tor­
que (fig. 6) originados pelo modelo seja fei­
ta a uma taxa inferior à frequência de execu­
çio da malha que processa os erros de posiçio
e velocidade.

A equaçio 15 mostra que escolhendo as matri­
zes KV e Kp em forma diagonal tem-se em malha
fechada um sistema desacoplado onde o compor­
tamento do erro de cada junta obedecerá a uma
equaçio diferencial de segunda ordem na qual
podemos fixar a frequência natural e o coefi­
ciente de amortecimento. O comportamento em ma
lha fechada -seria independente da configura=
çio (0) do robô e da velocidade (é) dado que
estas informações sio incluídas no cálculo das
variáveis de controle.

Qualquer técnica de torque calculado será
s:nsível a erros no modelo utilizado. A ques­
tao da aplicabilidade de um determinado algo­
ritmo para um problema específico num robô
real deve ser analisada caso a caso. Em
[Fournier, 1984], por exemplo, sio apresenta­
dos resultados experimentais considerando vá
rios tipos de perturbações, que levam os au=
tores a concluir que a técnica de torque cal­
culado permitiu um desacoplamento significa­
tivo com um comportamento robusto adequado.

A situaçio descrita anteriormente nio é
real dado que sempre existirio perturbações e
erros no modelo. O efeito de um torque de per
turba~io Tp ' originado por exemplo por atri=
tos nao considerados no modelo, leva em malha
fechada à equaçió 16.

(16)

O conhecimento limitado de alguns dos pa­
râmetros do modelo dinâmico que origina os er
ros citados acima pode ser corrigido através
da utilizaçio de técnicas de controle adapta­
tivo. Em [Craig, 1986b] é apresentado um es­
quema de controle adaptativo globalmente está
vel onde o mecanismo de adaptaçio é adiciona=
do ao controlador de torque calculado sem ne­
nhuma alteraçio na sua estrutura. Escrevendo
o modelo dinâmico na forma dada pela eq. 18

Utiliza-se a lei de controle do torque

Uj Vj

L mji fji(0, 0) + I qji gji(0, é)
i=l i=l (19)

onde o termo Q inclui as componentes de gravi
dade, força centrífuga, Coriolis e atrito, utI
liza-se a seguinte parametrizaçio para cadã
componente de T:

Nesta equaçao mj i e qj i sio parâmetros
constituídos por proautos de parâmetros do mo
delo dinâ~ico dos quais_rj ~ Uj eSj ~_Vj siõ
d:sconhec1dos: As funç~es fjie gji sao fun­
çoes em 0 e 0 de funçoes conhecidas obtidas
do modelo dinâmico~ Em suma supõe-se conheci­
da a estrutura do modelo dinâmico e parcial ou
totalmente desconhecidos os seus parâmetros.

(18)T = M(0)0 + Q(0, é)

E+ KVE + KpE =o

M-l [(M-Ml0+ (V-V) + (F-F) + (G-G) +TpJ

(17)

A existência de erros -no modelo dinâmico
leva também a um acoplamento entre as equa­
ções. êe~, y, G_e F correspondem ao sistema
real e M, V, G e F ao modelo tem-se em malha
fechada:

Dado que em geral a matriz M(0) nao é dia
gonal, as equações serio acopladas, isto e, o
comportamento de cada junta influirá nas
outras.

.A figura 6 podª ser utilizada para visua­
lizar outr'ªs. téçp.j.ça$ de controle com menor ou
maior utilizªºª9 gq m9delo dinâmico. O contro
le de posiC~q-ª vel.,c-etdade descrito iniciai:
mente correspQ~dª ªQ çª~o M-I, V= G= F = O.
E~ fÇraig~ 1986a] são propostas duas técnicas
:f.:~~_~_rmediariaE!:' l'ªff~çti.ve j ointinertia" com
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calculado (eq. 13) com os valores estimados

obtendo-se para o erro em malha fechada a ex­
pressão dada pela eq. 21

M(0)e* + Q(0, E))
(20)

lizados na prática. Estas técnicas de contro­
le certamente estarão baseadas numa maior uti
lização dos modelos matemáticos que descrevem
o comportamento do robô e do seu sistema de
acionamento. O objetivo será o de eliminar
comportamentos não satisfatórios como oscila­
ções devidas a não-linearidades e polos pouco
amortecidos e conseguir características na res
posta suficientemente independentes da confi=
guração ou do meio externo.

Franklin, G.,
Control
Wesley.

(21)

Nesta equação $ é o vetor de ·erros nos parâme
tros e a matriz W contém funções conhecidas~
A lei de adaptação tipo gradiente proposta é
dada por

onde P e o vetor de parâmetros estimados:
4> = P - P e T é uma matriz diagonal defini­
da positiva.

Na literatura existem diversas abordagens
ao controle adaptativo de robôs. Em [Hsia,
1986] apresenta-se um "survey" recente.

5. CARACTERtSTICAS DO PROBLEMA DE CONTROLE DE
ESFORÇO

O problema real de controle é t"requente­
mente o controle conjunto de posição e esfor­
ço na garra. Esta é, por exemplo, a situação
em tarefas de montagem. Os trabalhos sobre con
trole de esforço são bem menos frequentes nã
literatura ainda que as primeiras implementa­
ções datem de 1940/1950 [Whitney, 1985]. Como
é colocado nesta referência o problema é mais
vasto que o controle de posição dado que exi­
ge a integração de: i) planejamento da tarefa
em termos de definição dos graus ;de liberdade
da garra que serão controlados em posição ou
esforço [Mason, 1981], ii) geração da traje­
tória, iii) realimentação e controle da po­
sição e do esforço e iv) modificação da tra­
jetória em função das medidas. Em [Whitney,
1985] são apresentados diferentes esquemas de
controle e discute-se o problema de estabili­
dade que surge quando se tentam obter respos­
tas rápidas no controle do esforço aplicado
pela garra sobre elementos rígidos. A inclu­
são da possibilidade de movimentos de acomoda
ção na garra é, para este autor, a única sol~

ção compatível com resposta rápida e esforços
de contato pequenos entre a garra e o ambien­
te.

6. CONCLUSÕES

A utilização de robôs em tarefas comple­
xas como montagem, e o aumento da velócidade,
implicará na utilização de mecanismos de con­
trole mais complexos do que os atualmente uti-
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A área de controle de robôs se configura
assim como uma área extremamente adequada pa­
ra a utilização de técnicas de controle moder
nas e para a aplicação de metodologias de con
trole recentes. Trata-se de uma situação em
que o processo é bem mais conhecido do que é
o usual na área de controle de processos, pos
sibilitando que o sistema de controle leve ã
uma melhoria grande no desempenho do sistema.
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.Fig ... AI, : ~ Sistemas, de: coordenadas.'

O· rob~ dispõe' de" três juntas róta:éiol1ai'~l'
t tabalhan:do num. plano ~

A desctici6 de cada:s~c;'i+l em relabi~'
ao s.c~ i ànteri~r ~ttT é dada por: .~

., i ,:

[Cl '-SI

~]
, ,

aT Rot(Z, 01) SI Cl1
a a

[C2 '-S2 nlT Trans (X, LI) . Rot (l~, 02) S2 C22
a a

[C3 -S3

~2]2T r= Trans(X, L2) • Rot(Z, 03) S3 C33
o a

(AI)

--- ------------------------------------------'



sen(8i)

cos(8i)

cos(8i + 8j)

8i +l velocidade angular da junta i+l

i+lZi+l vetor unitário na direção Z do s.c.
do elemento i+l.

A velocidade linear da origem do s.c. i+l
em relação ao sistema de referência, represe!!
tada no s.c. i+l é dada por:

o modelo cinemático: ~T é dado por:

(A2)

i+lvi+l i+liF(iVi + i i p )wi x i+l. (A6)

Modelo Inverso

Da equação A2, com X, Y e ~ indicados na
figura A.l, obtém-se:

vetor unindo a origem do s.c. i
com a origem do s.c. i+lrepre­
sentado no s.c. i.

C~ C123

8~ 8123 (A3)
X LlCl + L 2C12
Y L18l + L25l2

Para o robô planar com os s.c. indicados
na figura AI tem-se:

Evitando operacõ~s mal condicionadas como
a divisão pelas funções seno ou coseno obtém­
se:

I 2'82 .. ± 1- C2

82 arctg(82/C2) C2 =
x2 + y2 - Li - L~

, 2Ll L2

(A4)

arctg(Y/X) _ y; y

Nota-se que existem duas soluções para ca
da uma das variáveis de juntas.

As velocidades angular e linear em rela­
ção ao s.c. de referência, descritas no s.c.
de referência obtém-se como:

Jacobiano

Considerando dois elementos i e i+l sepa­
rados por uma junta rotacional i+l tem-se os
seguintes resultados:

i+lwi+l (AS) o Jacobiano pode então ser escrito elimi­
nando as componentes nulas como:

onde:

i+~R ( iR)-l = iRT. iR· matriz de~ota
1 i+l i+l' i+l . _ _

çao corres:e0!l
dente a i+tr.

0VT • rov 0v 011I ]- l 3x 3y 3z

velocidade angular da origem do s. c.
i+l em relação ao sistema de refe
rência, representada no s.c. i+l.-

i+l
wi+l
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