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Resumo

Este trabalho apresenta um algoritmo geral, baseado na teoria de contro-
le, para achar solugoes simultaneas de duas equagoes polinomiais em duas va-
riaveis. Uma simples mudanga de variaveis nos permite considerar os . dois
polinomios como o numerador e o denominador de uma fungao de tramsferencia
(S1S0) parametrizada por uma variavel a. Mostra-se que a observabilidade da
realizagao desta fungao de transferéncia, na forma companhelra conttciavel s
depende das raizes de um determlnado pollnomlo em o. Estas ralzes sao usadas
para_ determlnar, a priori, o numero de solugoes e depois, via o calculo de
um maximo divisor comum, as proprias solugoes do sistema pollnomlal Compara
se o algorltmo com o metodo da contlnuagao—homotoplca e o método clissico da
eliminacao. Sao apresentados apllcagoes e varios exemplos ilustrativos,

Palavras—chaves:0 teorema de Bézout, observabilidade/controlabilidade, forma

canonica controlavel, coprimo.
Abstract

This paper presents a general control-theoretic eliminatien method to
find simultaneous solutions of two polynomial equations in two unkmewns. A
simple change of variables allows us to consider the two polynomials as

numerator and denominator of a SISO transfer-function parametrized by a vari

able a. The observability of the control can
this transfer—function is shown to be determined by the roots of a
polynomial in o. These roots are then used to determine,
number of solutions to the polynomial equatiens and then, via the

onical form of the realizationof
certain
a prﬁorz, ' the
galcula-

tion of a highest common factor, the solutions themselves. The algarlthm is
compared with the continuation~homotopy method and the classieal elimination
method. Applications and several illustrative examples are presented.

Keywords:
cal form, coprime.

1. INTRODUGAQO

A obtengao de solugoes simultaneas de um
51stema de equagoes polinomiais € uma tarefa
necessaria para diversos problemas de enge -
nharia: na area de computagao graflca, mode -
lagem geometrica, modelagem de cinetica qui -
mica, sistemas multidimensionais (2-D, n-D) ,
robotica, etc. :

Entre os metodos mais populares para re-
solver sistemas polinomiais, podemos citar o
de continuagEo homotopica (Allgower e Georg ,
1980; Li, 1987). Este método, de larga utili-
zagao, e geralmente rapido, mas se mostra len
to para sistemas que possuem solugoes no infi
nito. Para tais sistemas, chamados deficien =
tes (v. seg. 2 embaixo), o algoritmo pode se-
guir trajetorias que divergem para solugoes
infinitas e, portanto, torna-se dificil achar
0s ramos que convergem para as solugoes fini-
tas e distinguir entre uma convergéncia lenta
e uma divergencia. Existem algoritmos modifi-
cados que resolvem este problema para uma
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Beézout's theorem, observability/eontrolability, centroller canoni-

classe restrita de gistemas (Li et al., 1987
ou sogb hipoteses adigionais sobre o conjunto
das selugoes infinitas (Morgan, 1986).

X 1uz disso, prgcyrou-se desenvolver um

método que fosse cgncgitualmente simples e

geral, que desse o numero exato de solugSes
finitas e qué nao preclsasse de nenhuma hlpo
tese sgbre o conjgngg de solugoes. A solugao,
para o caso de sistemas de dois polinomios em
duas variaveis, foi ebtida atraves da teoria
de controle, sende utilizadas as segulntes i
déias basicas: uma mudanga de variaveis, rea
l;zagao de um sistema centrolavel, a observa
billdade deste sistema & a teoria de polina:
mios Coprlmos. Um gnfgque parecxdo para o i-
solamento de raizesg mgit;p}as de um poling -
mio se deve a Zeni, 1984,

2. DEFINICOES E REULTADOS UTEIS
Sejam Pl(lexz), pz(xl;xz) dois polino -

mios com coeficientes reais em duas wvariz -
veis x,,x,. Escreyeremos p , P, € R[xl,le s



X =(x s X)), P(x) =

achar todos os zeros isolados do szstema poli
nomial P(x)=0, i.e. achar (xl,x Ye €% tal que

(Pl(X), P, (x))e gueremos

Py (xp5%)) = By xp,%)) =
Na linguagem de geometria algebrica, que-
remos achar as intersegoes (finitas) das vari

edades p; = 0, p2=0. 0 resultado classico da

geometria algebrica &:

0 teorema de Bézout (van der Waerden, 1953 ;
Kendig, 1977)

Para o sistema polinomial P(x) =
pn(x)) onde x = (xl,...,xn), p;

(P (X)9"- >
€ R

12000

= ' a
xn], grau (pi)_ di’ e os p,'s nao possuem fa

tores comuns, o numero de zeros de P(x) = 0 &
superiormente limitado por d, dy...d = :d" ,
onde d & denominado o nimero de BéZout do
sistema P(x).

Observagao: Embora um sistema 'genérico' P(x)
tenha o numero de Beézout de solugoes (por e -

xemplo, xi + x; -4 =0, xl-xz—l = 0 tem 2xl=

2 solugoes), a grande maioria dos 51stemas po

linomiais nas apllcagoes possui um numero de
solugcoes menor - e, as vezes, muito menor -
do que o numero de Bezout (Li et al., 1987).

L@fintgao. Um sistema polinomial que possu1
um numero de solugoes menor do- que seu namero
de Bézout & chamado deficiente.

= X, +Xx

Exemplos: 1. p;(x,,x,) 1%%2 Py

x2-1

0 nimero de Bézout & 1lx1=1. E evidente que ge
ometricamente p1 e p representam duas retas
paralelas que se 1nterceptam somente no

"infinito" (x1 =t x, =+ ®) .,

- .3
| 2. (Marcus; 1978) pl(xl,xz) le +
1 2+ 2x (x -2)x1+x2 -4, pz(xl,x2)= x1 +
2xlx2 + 2x2 5x2+2.
O numero de Beézout & 3 x 2 =6. No entanto, o
sistema possui apenas 3 solugoes finitas. ( v.
seg. 5, Ex. 2  abaixo).
2

3. (Morgan, 1986) Pt x2 + x2 - a’=

1 2
(xl—b)2 +x2 =¢c2=0,0pP X,~d = O.

o, Py: 2 > Pat 3
0 numero de Bézout & 2x2xl = 4, porem o siste
ma tem somente duas solugoes finitas. Prec1sa

(xl,x2)=x1+

2x%x

mos dos segulntes resultados da teoria de con,

trole e da teoria de polinomios coprimos:

Teorema 1 (v. por exemplo, Kailath, 1980, p.
108) ~
A realizagao {A, b,c} em forma - companheira

-controlavel da fungao de transferencia f(s) =

n(s)
d(s) ?

te se n(s) e d(s) forem coprimos.

d(s) monico, € observavel se e somen-

Observagao 1: Por negagao do Teor. l, podemos
concluir que se a realizagao em forma compa -

nheira controlavel for inobservavel, entao
n(s) e d(s) terao divisores comuns, e, em par
ticular, um maximo divisor comum (mdc). E, de

fato, temos:
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Teorema 2 (Barnett, 1971, 1973 p.3,Thm . 1 ,
1983)
Sejam o n-1
d(s): =s+a S T+ ...+ta e R[s];
[0 1 o ... o]
0 0 1 ces 0
A= 1 . Dofe ™,
. . © 1
L T8, ] -1
a matriz companheira associada ao polinomio
d(s); 7 v
om—1
n(s):=c ;8" + ... +c_eR[s]
c = [c s C ] € Rlxm
~ o] m-1
Entao, c
grau (mdc(n(s), d(s)) = m-posto CA
ca™ !

3. 0 ALGORITMO

Dados dois polinomios pl(xl?XZ)’ pz(x1 s
xz) € R[xl,xz], queremos achar o par (a,b)
p,(a,b)

car o algoritmo suporemos que Py e

tal que pl(a,b) = = 0. Para simplifi

Py nao
possuem nenhum fator comum (v., porém, Seg .
5 abaixo)

19 passo Mudanga de variaveis:
X, ¥ s
1
X, € + Q
g €8

Apos estas substituigoes, os polinomios
pl(s, s .+ ), Py (s,s+0) podem ser considera-

dos elementos de R[oc] [s] (1sto e, polinomios
em s cujos coeficientes sao pollnomlos em Q).
0 grau em s de um dos polinOmios sera maior
ou igual ao grau do outro’achamaremos o pr1—
meiro de n (s) e o outro d (s), de maneira
que:

grau (Ea(s)) > grau (&a(s))

20 passo Montagem de uma funcao de transfe -
réncia e sua realizacao:
Dividindo n (s) por da(s), obtémse o
n (s), onde
o ~0
grau (n (s)) < grau (d (s)).

Acha-se h e B {0} tal que ha® (s) seja monico

resto

e deflne-se d%(s) := hd®(s). Entao, a fungao
de transferencia e K
i
‘ a iZo "y (Ws
o _n(s) ._
£f7(s):= i= y = s
a%(s) y; ! j
s + Z d.(a)s
=0 j

onde grau-kna(s)) =k < { = grau (d (s)) e

n; (@), d, (o) e R[0].

Sejam



0 1 0 ... 0
0 0 1 0
Alw):= | ¢ . .
: .1
-d (o) -d, () _dﬂ—l(a)
c(@:= [n (@) n (@)...n () 0 ...0] com

A(Q) € R[a]fxe e C(a) € R[oc]lxz as matrizes
da rgalizagao na forma caaanica controlavel da
fungao de transferencia f (s).

30 passo. Monta-se a matriz de observabilida-
de da realizagao:
c(a)
c(a)A(a)

LxL

0(c(o), Ala)):= e R[o]

cloya(mtt

49 passo. Calcula-se o determinante de ((c(a),

A(Q))
q(a) := det [0(c(a),A(x))] € R[o]

- m P
e acha-se as raizes {ai}i_ do polinomio q(a)

1
59 passo. Para cada a, €C distinto, acha -se

o maximo divisor comun (mdc) de nai(s) s
dai(s). Seja ‘
rai(s):= mdc(nai(s), dui(s)), grau(rui(s))
0
=:gl

S e ag g™t .
69 passo. Acha-se as railzes {Sjl}j=l do poli-
nomio rai(s).
79 passo. As solugoes finitas do sistema poli
nomial pl(xl,x2)=p2(x1,x2)=0 sao:

. os
x,(3) = st )
1 J j=1,...,ga1;i eI
3 = u‘i
XZ(J) Sj + ai

onde IT< {1,2,...,m} & um conjunto de indices

. J
0 nimero tgotal de solugoes finitas €,evidente

ente X L,
men iaIg

tal que para i, j € I, 1 # j~> oy + a

Comentarios:

19 0 algoritmo &, evidentemente, teorico. No
entanto, os programas de manipulagao de simbo
los (por exemplo, MACSYMA e UMATH) s3o cada
vez mais poderosos e viaveis para uso pratico
Sugerimos, entao, o uso de um tal programanos
primeiros quatro passos (com & excegao da ul-
tima parte do 49 passo, que se refere ao cal-
culo de raizes).

29 Existem algoritmos eficientes para o calcu
lo de mde's (59 passo) - v., por exemplo, A .
V. Aho et al., 1974, Sec. 8.4, e Barnmett,1971,
1983. Por outro lado, ao invés de achar um
mdc de dois polinOmios temos a seguinte alter

nativa: 59 passo (alternativo). Para cada a,
distinto , acha-se as raizes do polinomid
ca

n i(s) e verifica-se, por substituigdo, se ca
da uma delas também & uma rafzaQe d71(s). As-

: . o 2
sim acha-se o conjunto {s%i}¥§

i Ti=l
mitir o 69 passo. Esta alternativa, embora se
] - . - —
ja sensivel do ponto de vista de calculo nume

e pode-se o-
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rico, pode ser implementada por computacao
paralela ja que os célculag de raizes para
cada a; e para n 1(s) e a"1(s) sao problemas

independentes (desacoplados).

39 0 algoritmo & equivalente, por um lado,ao
calculo da resultante de Sylvester, a qual
€ uma ferramenta classica da teoria de elimi
nacao (veja, por exemplo, Jacobson, 1974

. Mostowski e Stark, 1964 ou Marcus, 1978).Por

outro lado, ele fornece mais informagoes (nu
mero de solugSes, etc.) do que o simples cal
culo de uma resultante. Para uma comparaggg
concreta, veja Secgao 5.

49 Na linguagem de sistemas multidimensionais
(v. Bose, 1982), o algoritmo e um teste para
decidir se dois 2-D polinomios (i.e. polino -
mios em 2 variaveis) que sao fator-ccprimos
(i.e., nenhum fator comum) também sao zero —
coprimos (i.e., nenhum zero comum) (v.Ex.3 ,
Sec.5). Se estes polinOmios forem o numera -
dor e o denominador de uma 2-D-fungao de
transferencia, entao temos um algoritmo para
calcular as chamadas singularidades nao-es -
senciais do segundo tipo (SNST)-i.e. os ze -
ros comuns - e dal uma maneira de testar a
condigao suficiente para BIBO - estabilidade
da 2-D fungao de transferencia em questao(ne
nhuma SNST deve estar sobre a fronteira des—
tacada do bidisco unitario, {(z,,z,) € €*
|zl\=lzz| =1 1) (v. Bose, 1982, para as de-

finigoes e os resultados acima usados).

50 Como nao fazemos nenhuma transformagao pro
jetiva ou homotOpica nao precisamos nos preo-
cupar com "solugoes infinitas" (Morgan,1986 ,
Li et al, 1987).

Finalmente, uma consequencia imediata do
Teor. 2 &:

Teorema 3: O numero total de solugoes fini -

tas do sistema P(x) = 0, Z g1, & dado por
iel
'X‘(K - posto[O(c(ui), A(ai)]) onde I & o

1€l
conjunto definido no 79 passo do algoritmo.

Comentario: Depois do 49 passo do algoritmo,
conhecemos {ui,ial} e podemos usar o Teor. 3

acima para achar o numero total de ‘solugoes
finitas sem ter que calcula-las.Alias, pelo
Teor. 2, sabemos que g 1l:= grau (r 1(s)) (v.
59 passo) & dado por £—posto[0(c(ai),A(ai)].

Este resultado & teorico porque o calculo do
posto de uma matriz & geralmente dificil (nu
mericamente) . Novamente o uso de um programa
de manipulagao simbolica pode contornar este
problema da seguinte maneira: Acha-se a for-
ma canonica de Smith (v. Kailath, 1980), cha
mada S(a), da matriz polinomial O(c(a),A(x)).
0 calculo do posto da matriz numerica e dia-
gonal S(o,), para cada o, € simples e, in -

clusive, pode ser feito em paralelo.
4. JUSTIFICATIVA DO ALGORITMO

A mudanga de variaveis do 19 passo & um
artificio para fazer com que o problema re -
caia num problema cenhecido da teoria de con
trole. E evidente, pela simples forma da mu-—
danca, que & sempre possivel faze-la. O in -



tuito dos primeiros dois passos & montar uma
funcdo de transferéncia cuja realizacao € da
menor ordem possivel, de modo que a matriz de
observabilidade 0(c(a), A(a)) (39 passo) tam-
bém seja da menor ordem possivel, simplifican
do assim o calculo de qfa):= dettO(c(oc) ,A(O)SJ
no 49 passo. Como a realizagao se torna inob=
servavel para cada o., sabemos — pela observa
gao 1, aggio 2 - que existe um mdc nao-trivi-
al de n t(s), d 1(s), o qual chamamos de

o . .
r 1(s) no 59 passo. Obviamente, as raizes do
maximo divisor comum sagltodas as solugoes co
muns (simultaneas) de n"1(s), d 1(s). Como

ﬁa(a) =h 1da(s). (qggcienta}+na(s),heIR‘\{O}
(v. 29 passo), n i(sjl) =d 1(sj1)=0 se e soO
se ﬁa(s?i) = 3 . Consequentemente, as solu-
goes simultaneds de n"1(s) e d 1(s) dao, atra
vés da mudanga de variaveis, as solugoes si -
multaneas de pl(xl’XZ) e pz(xl,xz) assim ex -

plicando o 62 e o 79 passos.

5. EXEMPLOS

N
»
w
I
O
]

1. pl(xl’XZ) =x + 2 0, x1=s
pZ(Xl’XZ) =% + x2—3 =0, X,= s+0
fu(s) - na(s) - 2s + o -3

b
a%(s)  s3+(30+1)s2+302s+a’-9

realizagao c(a),A(a)

q*(s)=det [0(c(a),A(0))]= =(6-1) (0+3) (a#9) .

Para o= 1,-3 e -9, queda de posto de
O(c(a), A(a)) =1, portanto, o numero de solu
coes = I (quedas de posto) = 3.
o=1 + mde(n®,d%)= s-1 » x,=1, x

-3 -+ mdc(na,da)= s=3 ~» Xy 2=O
-9 -+ mdc(na,da)= s=6 - x1=6, X,= -3
Comentario: Neste exemplo, o numero de Bézout
do sistema PysPys 3.1=3, coincide com o name
ro de solugoés %initas. Portanto, nao ha so-
lugoes infinitas.

2. pl(xl,x2)= xi+2xix2

22

=3, %

(o}

o}

— 2 -

+ sz(x2 2)x1+x2 4
_ .2 2
Pz(xl,xz)— x1+2x1x2 + 2x2
3as + al+100~24

- 5x2 +2

£2%(s)=

2

5

2 6 - 2 2_
s +(—§— a~-1)s+( = O o+

q(a) =det [0(c(a) ,A(®))]=(0-2) (0-6) * (a-8)

Para a=2, 6, 8, queda de posto de O(c(a) ,
A(a)=1, portanto temos 3 solugoes correspon -
dendo aos mdc's s, s+4 e s+5. As solugoes sao
entao, (0,2), (-4,2), (=5,3).

Comentario: Marcus, 1978, p241-242 usa o meto
do da resultante para achar as solugoes do
sistema polinomial acima. Comparando este mé-
todo com o nosso nota-se que a resultante na
variavel x, & o dﬁ%grminante de uma matriz po
linomial em R[x ] , 40 passo que O NosSso po
linomio q(o) (que e a resultantezgg o) e o de
terminante de 0(¢(a),A(0))e R[Of.] . Além dis
so, nosso algoritmo & capaz de dar, a priori,
o numero de solugoes deste sistema polinomial
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deficiente, cujo nimero de Bézout & 6. As
tres solugoes que estao faltando encontram -
se num'higerplano no infinito no espago pro-
jetivo CP“ e podem ser calculadas pela homo-
genizacao (Morgan, 1986). Nota-se tambem que
0=6 & uma raiz dupla de q(a), porém a solu -
gao correspondente (-4,2) do sistema origi -
nal tem multiplicidade 1.

Finalmente, apresentamos tres exemplos de
caso limite do algoritmo.

3. pl(xl,x2)= X,"%, s x,=s

pé.(x]:sxz) = xlxz’l L ax2=S+a

n*(s) = s+o~s=a , d (s)=s’+as-1

q(o) = a?.
Para 0=0, na(s)=0 - mdc(na,da) =d%e  como
para a=0, d (s) = sz-l, tem-se as solugaes

(1,1), (~1,-1) (facilmente verificadas) e o
numero de Bézout & 2 tambem.

Comentario: O algoritmo continua valido nes-
te caso limite mas & preciso interpretar ca-
da passo cuidadosamente. Nota-se que o exem-
plo 3 & um caso de dois polinomios fator-co-
primos mas nao zero-coprimos. ‘

4, pl(Xl’XZ) = xi + x; -2 X =s
pz(xl’xz) = Xi + X; -1 X, = s+a
ﬁa(s) = s?+s?+20s+a?-1,

%) = 52+ 8% + 208 + o? - 2
Bs) = 3%s) + 1,£%(s)=1/(s24as+ 3— a?-1)
OCe(a), A(0)) = - +qa) =1 -

0 1

Como q(a) @ uma constante nao-nula, nao exis
te o tal que q(a) = 0. Em outras palavras,nao
ha solugoes finitas.

Comentario: O nimero de Bézout e 4, portanto
o sistema e deficiente. Geometricamente P, e

p, sao dois cIrculos concentricos e na teoria

classica de equagoes um tal sistema se chama
inconsistente. De fato, q(a) = constante nao-

nula se e sO se o sistema & inconsistente
(Mostowski e Stark, 1964).
_ .2,.2 -
5. Pl(xl’XZ) = x1+x1+2x1x2+x1x2 , X, =s
_ 2,2 _ -
pz(xl,xz) = x1+x2+2x1x2 1 » X,= sta

ax(s) = 4s?+(4o+2) s+al+o; 3%(s)= 452+

+ has+a’-1

1%(s) = &%)+ 2s+(o+l), £3(s) =
_ (2s +a + 1)
(s2+ os + —%— (a2-1)
a+1 2
0(c(a), A(0)) = 1 +q () =0
- —2—(0(.2-'1) -0+l



Como q(o) e identicamente nulo, pode-se dedu

. a .
zir que o numerador de (5)5 2s+a+l, divide
o denominador, s’+as+ —— (a°-1), para todo
o. Em outras palavras, Zs+0+l & um fator co-
mum de n (s) e d (s), e mudando-se as varia-
veis, tem-se que X, +x,+l € um fator comum de
Py © Py Extraindo-se o mdc de n (s), gbtém—
s¢ a mova funga? de transferencia,
f7(s) = 1/(s+ (0-1)) a qual possui, para
todo o, uma rea%izaggo minima. Consequente -
mente q(a)=1 e, portanto (v.Exemplo 4),0 sis
tema reduzido @ inconsistente. De fato,
pl(xl,x2)=(x1+x9(x1+x2+1)ve pz(xl,xz) =

=(x,+x.-1) (x +x2+1) reduzem-se aos polino -
mios dG Ex. "1, Se¢.2 quando suprime-se o
fator comum x,+x,+1. Néste caso, o sistema
possul um con}un o infinito de solugoes numa
variedade linear e uma solugao no infinito .
Mais geralmente, quando q(a)=0 faz-se a se -
guinte modificagao no algoritmo: extrai-se o
fator comum, obtendo-se uma nova foks) e re-
torna-se ao 29 passo.

6. CONCLUSOES

Apresentou-se um algoritmo, baseado na
teoria de controle, para achar solugoes de
sistemas polinomiais em duas varidveis. O me
todo & essencialmente equivalente ao calculo

da resultante, porem mais intuitivo e capaz
de fornmecer informagoes que mesmo métodos
mais sofisticados (como o da continuagao) nem
sempre fornecerao. Por outro lado, o presente
método & tedrico e nao pretende competir com
os metodos numéricos existentes.

Nao abordamos aqui as questoes relativas
a generalizagao para o caso de varias (> 2)va
riaveis, a extensao aos sistemas de equagoes
gerais (n3o necessariamente polinomiais), ao
esforgo computacional envolvido em problemas
mais complexos, que constituem algumas das 1li
nhas de pesquisa para continuidade deste tra-
balho.
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