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RESUMO Este trabalho apresenta um controlador subétimo
dual para a classe de sistemas lineares com variagdes para-
métricas ndo-lineares. A fungdo perda a ser minimizada
consiste na soma das variincias da saida em torno de um valor
de referéncia em dois passos futuros no tempo. So utilizados
preditores Gtimos para a estimagdo da saida futura necessaria
ao cdlculo do sinal de controle a cada passo. O desempenho do
controlador de dois estdgios é mostrado por intermédio de um
exemplo.

ABSTRACT A suboptimal dual controlller is presented for a
class of linear systems with nonlinear parameter variations. The
loss function to be minimized consists of the sum of outputs
variances two steps ahead in time. An optimal predictor is used
to estimate the future outputs which are required to compute
the control signal in each step. The behavior of the two-stage
controller is illustrated by one example.

1 - INTRODUCAO

Muitos controladores duais subétimos tem sido desenvolvidos
para sistemas lineares com pardmetros estocdsticos lineares ou
com pardmetros contendo componentes ruidosos (Wittenmark
1975; Witteenmark & Elevitch 1985; Milito et alii 1982,
Ishihara et alii (1988); Tse et alii 1973). Este trabalho mostra
um controlador para sistemas lineares com pardmetros estocds-
ticos ndo-lineares, frequentemente encontrado em situacdes
praticas.
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Usando o principio de separagdo mostrado em Bar-Shalom e
Tse (1974), o problema de controle pode ser dividido em duas
partes: estimagdo dos pardmetros e controle do sistema. No
caso, a estimagcio é feita através do filtro estendido de Kalman,
usando uma linearizagdo em torno da estimativa atual dos
parimetros.

O controlador proposto tem caracteristica dual, ou seja, se
preocupa em realizar duas tarefas conflitantes. Primeiro, a a¢ao
de controle é escolhida para minimizar o desvio da saida de um
valor de referéncia. Segundo, o sinal de controle ajuda a obter
mais e melhor informago sobre os parimetros desconhecidos
do sistema. Assim, o sinal de controle é calculado para
minimizar o desvio da saida nos dois passos seguidos a sua
aplicagdo no sistema.

A maior dificuldade para o calculo do sinal de controle é a
necessidade da avaliagdo da saida futura a aplicacdo do mesmo,
introduzida quando tenta-se melhor a saida dois passos adiante.
Para solucionar isto, a saida futura é substituida pelo seu valor
6timo predito.

2 - FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere um modelo ARX, uma entrada e uma saida, com
parametros estocdsticos, descrito por

y(+a (k)y(k-1)+ .. +a _(k)y(k-m)= 2.1
b,(Ku(k-1)+ ... +b (Kyuk-n)+e(k)

onde y(k) é a saida, u(k) é a entrada ou sinal de controle e { e
k), k=0,1,..} é uma sequéncia de varidveis Gaussianas,
independentes e identicamente distribuidas com média zero e
desvio padrao o.

Introduzindo o vetor coluna



x(k)=[ a,(k) a,(k) ... a_(k)[b,(k) by(k) ... b (W]

¢ assumindo que os pardmetros sio representados como um
processo estocistico nio-linear

x(k+1) =(x(k), k, v(K)) 2.2)

onde {v(k), k=0,1,..} é uma sequéncia de varidveis aleato-
rias Gaussianas, independentes e identicamente distribuidas com
média zero e matriz de covaridncia R1. Os processos e(k) €
v(k) sao considerados independentes. A distribui¢io de x(0) é
gaussiana com média £(0) e matriz de covaridncia P(0), que
sdo conhecidas a priori e independentes dos ruidos.
Definindo o vetor linha

8(k) = [-y(k-1) -y(k-2) .. -y(k-m)|
uk-1) u(k-2) .. u(k—n)]

a equagdo (2.1) pode ser escrita como

y(k)=0(k)x(k) +e(k) 2.3)

O propésito do controle € minimizar a varifncia da saida em
torno de um valor de referéncia constante, y,, em M passos de
controle,

- 1y N -y 2 2.4
\Y E{Mizzl:((kﬂ) y,)}

A minimizagdo de (2.4) é feita com respeito a u(k), ...,
u(k+M-1) e a solugdo pode ser determinada, em principio, pelo
algoritmo de programacio dinidmica. Como o mesmo requer
um grande esfor¢o computacional em termos de memdria e
tempo requeridos, sua aplicacdo em tempo real € impossibili-
tada. Por isso, diversos controladores subdtimos baseados em
uma simplificagdo do funcional V da equagdo (2.4) foram
desenvolvidos (Wittenmark 1975; Ishihara et alii 1988; Milito
et alii 1982; Wittenmark & Elevitch 1985).

O controlador de dois estidgios proposto usa a seguinte funcdo
custo

Vi Bl -y f o2 v Y} @9

onde

Y= {y®,y(k-1), .. yO)uk-1),u(k-2), .., u(0)}

3 - IDENTIFICACAO EM TEMPO REAL

Para fazer o controle do sistema (2.1), é necessirio. realizar
uma estimag@o em tempo real dos parametros do sistema, que
s3o desconhecidos e varidveis com o tempo. O filtro de Kalman
nos da uma solugio simples para o problema de estimagio de
parametros em sistemas com variacdes paramétricas lineares.
Para problemas nio-lineares o filtro de Kalman ndo ¢ estrita-
mente aplicdvel. O filtro estendido de Kalman supera esta
dificuldade usando uma linearizagio aproximada, feita em torno
do vetor de pardmetros estimados atual.

Seja x(k) a estimativa do vetor de parimetros x(k) no instante
k. Linearizando a equagdo de variagdo paramétrica nao-linear
(2.2) em torno de x(k)=X(k)and v(k)=0, temos a equagio
aproximada de x(k+1)

x(k+1) = f(i(k), k, 0) +
+ FR)x(k) - £(k)] + 3.1
G(k)v(k)

onde

Fk) = Ifx(k), k, v(k))
ox(k)

x (k) = &(k), (k) =0

Gk = Ifix(k), k, v(k))
ov(k)

x () =20, (k) =0

Podemos escrever as equagbes do filtro de Kalman para a
equacdo linearizada (3.1). O vetor de parimetros estimados
X(k+1) e a matriz de covariincia P(k+1) sdo obtidas através
das equagdes do filtro estendido de Kalman

#(k+1) = fix(k), k, 0) +K (&) [yk) - 6()zk)] 3-2)
K(k) = [FRPHK)BT(R)] [0()PR)OT(R) + 021 B-3)

P(k+1) = [F() - k(DOK)] POF'(R) + (3 4)
, G(K)R,G"(¥)

4 - CALCULO DO SINAL DE CONTROLE

Nesta secdo serd apresentada a expressao do sinal de controle
u(k), que € a solu¢do do problema de minimizagdo da fungdo
custo (2.5).

A equagio (2.5) pode ser escrita como

1
V, = = E{(ytk+1) - y?|Y,} +
175 f(y Y)| k} @.1)
* E { (y(k+2)—yr)2|Yk}

A equacdo (2.3) fornece
y(k+1)=0(k+1)x(k+1) + e(k+1) 4.2)

y(k+2)=0(k+2)x(k+2) + e(k+2) “.3)
pnde
B(k+1) = [-y(k) -y(k-1)..-y(k+1-m)  (4.4)
u(k) u(k-1)..uk+1-n)]
6(k+2) = [-y(k+1) -y(k)... - ylk+2-m)| 4.5)
uk+1) u(k) ... uk+2-n)]

O primeiro termo de (4.1) pode ser calculado através do uso de
formulas estatisticas padroes e das equagtes (4.2) e (4.4)

E{ Gk+D-y)? |Y,} = @*k+DEK+D-y Y+ (4.6)
+ B(k+1)P(k+1)87(k+1) + o?

O vetor de informagdo 8(k+2) em (4.3) contém a saida futura
y(k+1), que serd substituida pela sua predi¢io 6tima yP(k+1).
Entao,

0(k+2) = [~y (k+D)-y(®) .. -y(k+2-m) | (@4.7)
u(k+1) u(k) ... u(k+2-n)]

onde

yPk+1) = Ely(k+1) | Y} = 0(k+1) 2(k+1) 4.8)
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A equagdo (4.3) pode ser escrita como
E{(Y(k+2) Y, 2|Yk} =E {)’2(k+2)|Yk} - 4.9)
2 E{y(k+2)|Yk } y, * yr2
A partir da equagdo aproximada (3.1), temos

x(k+2) = Fe+Dx(e+1) +GR+Dvk+ D+ (4.10)
f(&(k+1), k+1, 0)-F(k+1)X(k+1) :

Substituindo (4.10) em (4.3) segue que

y(k+2) = 0(k+2)[F(k+1)x(k+1) + G(k+1) v(k+1) +@-11)
+f(&(k+1),k+1,0) -F(k+1)&(k+1)] +e(k+2)

onde 6(k+2) é dado por (4.7)
Por outro lado, tem-se que

E{y(k+2)lYk} = O(k+2) flx(k+1), k+1,0) (4.12)

E{yz(k+2) | Yk} - e(k+2)F(k+1)P(k+1)FT(k+1)eT(k+2) +0? *(4.13)
+O(k+2)fx(k+1),k+1,0)fT(&(k+1),k+1,0) +
+0(k+2)G(k+1)R,GT(k+1)0"(k+2)

Usando (4.13) e (4.12), a equacdo (4.9) nos da

E{(y(k+2) -y, P | Yy} =(BR+2&(k+ 1) k+1,0) -y +
+ 02 +B(k+2)F(k+ P+ DFTk+1)0T(k+2) » (4-14)
+0(k+2)G(k+1)R,GT(k+1)8T(k+2)

Finalmente, usando (4.6) e (4.14) a expressdo de V, é

Vi %{(6(k+1);‘((k+1) -y, +8(k+ PG+ 1)BT(k+1) +

+207+((k+2)fik(k+1),k+1,0)-y P+ (4.15)
+B(k+2)F(k+1)P(k+1)F T(k+1)0T(k+2) +
+0(k+2)G(k+1DR,G T(k+1)87(k+2)}

Definindo os vetores

m-ésima posicao

!
L=[100 0000 . 0] (4.16)
12=[000 0[100 . 0]
I,=[000 .0 | 010 . 0]
€
Bk+1)=[-y(k) -ylk-1) .. -y(k+1-m) | O u(k-1) .. u(k+1-n)]
6(k+2)=[0 -y(k) .. -y(k+2-m) |0 O .. u(k+2-n))

podemos escrever (4.4) e (4.7) como, respectivamente

0(k+1) = B(k+1) + Lu(k)
0(k+2) = 6(k+2) - 16(k+1) k(k+1) +
+ [l = LLxGK+D) Ju@) + 1 uk+1)

4.17)

Definindo

2(k+1) = fR(k+1), k+1,0)
Q(k+1) = F(k+1)P(k+DF T(k+1) + G(k+1)R,G"(k+1)

ky = [Bk+2) - 1B(k+1) £(k+D)] 2Gk+1) -y,
k, = I, 2(k+1) - I LR(k+1) Z(k+1)
k, = L2(k+1)
= B(k+2) - [,8(k+1) £(k+1)
W, = I - LL&(k+1)

1]
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A equagdo da fungio custo V, (4.1) torna-se

Vi = dau® b e + e ututerd) 1)

+d v’(k) + e ul(k+1) |+
+ termos independentes

onde os coeficientes a,b,c,d, e sdo dados por

a=2[K1K2 + WlQ(ki-l)Wz'r + B+ )R(k+1) Ry k1) -
- £y (k+1) y, + L Plk+1) 87(k+1) |

b=2[KK, + W,Qk+1) 1 |

c=2[KK; + I, Qk+1) W

d=K; + W,QU+D)W; + x5, (k+1) + P, o (k+1)

e=Kj + LQk+1L

As derivadas parciais de V| com relagdo a u(k) e u(k+1) so

M 1t cuen) +2du® |
= —[a + culk+]l) + u
651‘(/16) 2 4.19)
1 1
== + + +1
@D 2 [b+cuk +2euk+)]
e o gradiente de V| é
v o |V 5 (4.20)
V' [ouk) duk+1)

A minimizacdo de (4.18) é o ponto (u(k), u(k+1)) onde o
gradiente ¢ igual a [ 0 0]T. Entdo

wk) = 2ea-be @.21)
¢2-4ed ‘

uk+1y=2bd -ac 4.22)
c*-4ed

Porém, somente o sinal de controle u(k) dado por (4.21) sera
aplicado ao sistema no instante k. O valor de u(k+1) somente
sera necessario no instante K+ 1, quando sera calculado através
da equacdo (4.21), usando informagdes adicionais resultantes
da aplicagdo de u(k) no instante k.

O algoritmo ¢ de facil implementacdo em um computador € o
esforco computational é bastante modesto.

5 - SIMULACAO

O desempenho do controlador subétimo dual de dois estigios
proposto sera ilustrado através de um exemplo. Serdo feitas
comparagdes com controlador de um estagio (cauteloso).
Considere o sistema de primeira ordem

yik) + ak) y(k-1) = bluk-1) + ey -1
onde

ak+1) = -09
bk+1) = sen(b(k)) + v(k)

Os ruidos e(k) e v(k) tem média zero e desvio padrdo 0.5. O
valor de referéncia é igual a 1.0. As condic6es iniciais sao:




y(©0) = 0 .
x(0) = [a0) bO)]" = [-0.9 0]"
%(0) = [a0) b)) = [0 0"
P = p,(0)=30 ; p,©0)=p,0)=0

Os resultados de 50 simulagdes sio mostrados na tabela 1.
Pode-se verificar que o controlador proposto ¢ melhor que o
controlador de um estdgio, que consiste na minimizacdo da
seguinte funcdo perda

Vv, = E(gk+1) - y)*| Y, } 5-2)

ou seja, considera a saida somente um estagio adiante.

A expressdo do sinal de controle que minimiza (5.2) contém -

em seu denominador somente a covaridncia do pardmetro b,
(Pp1p1), mostrando que o mesmo € o mais critico, ou seja, deve
ter uma precisdao melhor. Por isso, neste exemplo usa-se o
valor médio da covaridncia de b (py,) como medida da
qualidade da estimagdo dos pardmetros. Para avaliar o desem-
penho dos controladores sdo feitas NS simulagdes, cada uma
consistindo de NP passos. Assim, o valor médio de py;, € dado

por
5, =L {yL (5.3)
® NS |5 NP

A perda média por passo, que mede a qualidade do controle é
dada por

NP
2 Py

i=1

%":( o - yr)z]} (5.4)

i=1

_ 1 NP 1
Vo= . 2
NS gNP

Tabela 1 - Resultados da simulagio de Monte Carlo do
sistema (5.1). Foram feitas 50 simulagées, cada uma
consistindo de 400 passos para cada lei de controle.

VALOR MEDIO DE
Pbb

LE! DE CONTROLE PERDA MEDIA POR PASSO

Um-estagio 1.640 ) 3.954
Dois-estagios com 1.329 1.861
predigéo

As figuras 1 e 2 mostram o resultado de uma simula¢io do
sistema (5.1) utilizando a mesma sequéncia de ruido, com o
controlador de um e de dois estagios, respectivamente. Pode-se
verificar a melhora da estimagdo do parametro varidvel b(k)
quando se usa o controlador de dois estdgios, levando a um
controle global melhor do sistema.

6 - CONCLUSOES

O controlador de dois estdgios para sistemas com pardmetros
estocasticos ndo-lineares € discutido no presente trabalho. O
mesmo apresenta caracteristica dual, ou seja, se preocupa nio
sé com o controle imediato, mas também com a estimagio
futura dos parimetros do sistema, produzindo um controle
melhor.

A estimagdo é feita através do filtro estendido de Kalman,
usando uma linearizacio em torno da estimativa corrente.

Devido a aproximacdo linear feita, o filtro pode divergir.

Virias solugbes para isto tem sido propostas, incluindo
refinamento iterativo da linearizagdo.

O controlador ndo requer o ajuste de parametros, tais como

fator de peso da estimagio em Wittenmark (1975) e em Witten-
mark & Elevitch (1985), 0 que se constitui em uma vantagem,

pois este ajuste pode ser crucial em alguns casos.

Outra vantagem é a solugio analitica para o sinal de controle,

dispensando algoritmos de minimizagdo, que normalmente re-

querem um grande esfor¢o computacional, limitando aplicagio

em tempo real.
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Figura 1 - Simulagido do sistema (5.1) com o controlador de um estagio. Ocorre o desligamento do sinal de controle (Turn-off),
fazendo com que ndo haja identificagdo durante o mesmo.
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Figura 2 - Simulagdo do sistema (5.1) com o controlador de dois estagios utilizando predicdo e a mesma sequéncia da figura 1.
O desligamento prolongado do sinal de controle nio ocorre, melhorando a estimagio.
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