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RESUMO - Este artigo descreve um método de contro-
le Hoo para a sintese de controladores estaticos de reali-
mentagao de estado, aplicado a sistemas lineares continuos.
Usando um espago paramétrico apropriado, define-se um
conjunto convexo ao qual se associa de maneira biunivoca
o conjunto dos ganhos estabilizantes com nivel prescrito da
norma H.,. A versatilidade da formulagao leva a solucionar
também o problema 6timo H,. Além disso, sua convexida-
de permite incorporar facilmente exigéncias adicionais, seja
sobre o controlador, seja sobre o préprio modelo. Deste mo-
do, restri¢des como incertezas paramétricas pertencentes a
dominios convexos, falhas de atuadores ou imposi¢do de
estrutura como ganho descentralizado podem ser facilmen-
te tratadas. Os métodos classicos existentes na literatura,
baseados na solu¢do de equagbes do tipo Riccati, ndo se
adequam ao tratamento de situa¢des como as acima. E-
xemplos sdo apresentados de modo a ilustrar os resultados
‘tedricos.
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Heo CONTROL OF DYNAMIC SYSTEMS WITH
STRUCTURAL CONSTRAINTS

ABSTRACT - This paper describes a method for Ho,
control synthesis by state feedback applied to continuous-
time linear systems. Using an appropriate parameter spa-
ce, a convex set can be defined to which, in an one-to-one
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relationship, all stabilizing state feedback gains with a pres-
pecified H,-norm disturbance attenuation are associated.
The versatility of the adopted formulation allows to solve
the optimal H, control also. Furthermore, thanks to con-
vexity, additional constraints can be easily incorporated,
as parameter uncertainty belonging to convex polyhedral
domains, actuator failures or decentralized control. The
existing methods in the literature, usually based on Ric--
cati like inequalities, are not adequate in these situations.
Examples illustrate the theoretical results. '

Keywords: H Control, Robust Decentralized Control,
Actuators Failure, Convex Programming, Quadratic Stabi-
lizability :

1 - INTRODUCAO

Um dos principais temas tratados nos 1iltimos anos em Teo-
ria de Controle tem sido o chamado problema de otimizacio
Hoo (para uma lista bibliografica abrangente, veja Dorato,
1987; Dorato et. al., 1993 e Kwakernaak, 1993). Sua pro-
posi¢ao inicial data de 1981, por G. Zames, como parte
do processo de revisao critica dos caminhos tomados pela
Teoria de Controle nos anos 60 e 70 (Zames, 1981). Du-
rante este periodo, o Problema Linear Quadratico (PLQ)
foi sem divida a principal ferramenta no projeto de contro-
ladores para sistemas MIMO. Apesar de suas intrinsecas
caracteristicas de robustez, como margem de fase de 60° e
margem de ganho infinita, o PLQ néao permite ou perde tais
caracteriticas ao considerarmos variag¢des de parametros do
sistema ou restri¢des como estrutura descentralizada do ga-
nho e falhas de atuadores. Em todos estes casos, o ganho
obtido a partir da solu¢do da equagdo algébrica de Ricca-
ti para o sistema nominal ndo garante a estabiliza¢do do
sistema em andlise.
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A formulagéo inicial do problema Ho, por outro lado, bus-
cava, no dizer de Zames, estabelecer uma metodologia de
projeto de controladores no dominio da freqiiéncia como um
problema de otimiza¢ao, deixando de lado o empirismo que
caracterizava até entdo tais projetos. Como apontado em
Kwakernaak (1993), hd mesmo uma certa confusdo ao se
adotar o nome “projeto Hoo”. O chamado Ho, nada mais
é que um elemento da familia de espagos Hp, p=1,- -, 00,
introduzida pelo matematico inglés G. Hardy, sendo o es-
pago das fung¢Ges de varidveis compléxas que si6 analiticas
e limitadas no semiplano direito do plano complexo.

Desse modo, a primeira gera¢do de solugdes do problema
Hoo (periodo 1981-84) buscou resolvé-lo entdo exatamen-
te no dominio da freqiiéncia, utilizando métodos de ope-
radores em varidveis complexas. Dificuldades de imple-
mentagao computacional e uso de ferramentas matematicas
pouco conhecidas para a maior parte dos engenheiros de
controle levaram ao desenvolvimento da segunda gera¢ao
de resultados (periodo 1984-87), baseada agora na fung¢do
de transferéncia de malha fechada obtida utilizando a para-
metriza¢do de Youla (Francis, 1987; Francis e Doyle, 1987).
Estes resultados estdo caracterizados em Francis e Doyle
(1987) e no livro de B. Francis (Francis, 1987), o primeiro a
ser publicado sobre o problema H,. As dificuldades deste
procedimento residem na alta complexidade computacional
necessaria para a implementagdo numeérica e, principalmen-
te, na incerteza quanto & ordem do controlador a ser obtido,
podendo mesmo ser maior que a da planta.

A partir de 1987, porém, com a publicagdo de Petersen
(1987b) e a versdo preliminar de Doyle et. al. (1989),
mostrou-se que o problema H, também poderia ser soluci-
onado em uma abordagem de espago de estados. Em Peter-
sen (1987b), soluciona-se o problema de estabiliza¢do com
atenuagdo de disturbios prescrita (ou melhor, com norma
He da fungdo de transferéncia de malha fechada abaixo
de um valor pré-especificado) por realimentacdo de esta-
dos e mostra-se que basta solucionar uma tnica equagdo
algébrica tipo Riccati para resolvé-lo. Em Doyle et. al.
(1989), seguramente a mais importante referéncia sobre o
problema Ho,, este é completamente analisado, solucionado
e suas relag¢des com o problema Hq sao discutidas. Mostra-
se que basta um par de equagdes algébricas de Riccati para
a solugdo do problema geral Hoo via realimentagao de saida
com controlador de mesma ordem do sistema em questao.
Também mostra-se que este controlador possui uma es-
trutura de observador de estado, semelhante & verificada
no problema K. Outra semelhanga entre os dois proble-
mas ¢ apresentada em Zhou e Khargonekar (1988), onde
apresenta-se que, no caso do problema 6timo Hy, via rea-
limentagdo de estados, o melhor resultado passivel de ser
obtido utilizando controlador dinamico pode também ser
obtido através de um ganho estdtico de realimentacao de
estados. ‘

O problema M., tornou-se, assim, um dos temas classicos
em Teoria de Controle. Entretanto, quando restri¢des adi-
cionais sdo incorporadas ao problema, a extensdo dos re-
sultados acima nem sempre é imediata. Assim como no
problema H2, o ganho de realimentacao de estados obti-
do depende explicitamente dos paradmetros do modelo. O
espago paramétrico dos elementos deste ganho possui em
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geral uma geometria complicada, dificultando o tratamen-
to de restrigoes como descentraliza¢do, presen¢a de incer-
tezas no modelo, falhas de atuadores ou acesso incompleto
aos estados. Alguns autores tém-se dedicado & tarefa de
solucionar o problema H., dentro desta perspectiva. Em
Veillette et. al. (1989), incertezas com relagdo somente
a matriz dindmica sdo consideradas, em uma abordagem
baseada na equagao algébrica de Riccati. Ja Xie e de Sou-
za (1991) apresenta condigGes necessérias e suficientes para
estabilidade quadritica com atenuagdo He, prescrita, no
caso de incertezas do tipo norma limitada atuando sobre
as matrizes dindmica e de entrada, utilizando também u-
ma abordagem baseada em equagdo algébrica de Riccati,
mas neste caso dependente de um parametro de projeto.
Finalmente, em Khargonekar et. al. (1990), estabilidade
quadratica, Teorema do Menor Ganho e problema H, sao
relacionados, no caso de incertezas do tipo norma, limitada.

Este artigo apresenta um método alternativo, via progra-
magao convexa, para a solugdo do problema H., com res-
trigdes adicionais que supera as dificuldades dos resultados
até entao existentes, permitindo tratar restri¢gées como as
citadas ou outras quaisquer que ndo alterem a convexida-
de da formula¢io adotada. Por exemplo, incertezas pa-
ramétricas serdo consideradas se pertencentes a dominios
poliedrais convexos. Também os problemas de descentra-
lizagdo e falha de atuadores serdo abordados. Procedi-
mentos padrdo de programacdo matematica de comprova-
da eficicia, como o método de planos de corte, podem ser,
entao, utilizados para a solugdo do problema proposto. A
metodologia apresentada neste artigo € fruto de uma série
de trabalhos desenvolvidos pelos autores nos ltimos anos
e, desta forma, este artigo pode ser visto como um tutorial
de controle Ho, de sistemas dindmicos continuos no tempo
via analise convexa.

Este artigo é organizado da seguinte maneira: a proxima
secdo descreve os problemas a serem solucionados e as de-
fini¢Oes pertinentes. A se¢do 3 apresenta a formulagdo via
programagao convexa e os principais resultados. A seguin-
te estende-os, mostrando sua versatilidade para o trata-
mento de uma série de situagbes ndo previstas em solugdes
clissicas. A tltima contém exemplos que apontam a vali-
dade dos resultados propostos. A notagdo utilizada é pa-
drdo, sendo que omax(A4) indica o valor singular maximo
da matriz A, Anax(A) denota o autovalor maximo para A
simétrica, R, é o conjunto dos ndmeros reais positivos e
RP*™ € o espago das matrizes de dimensdo n X m com
elementos reais.

2 - DESCRICAO DO PROBLEMA

Seja o seguinte sistema linear invariante no tempo:

#(t) = Az(t)+ Biw(t) + Byu(t)
(%) z(t) = Cuz(t)+ Du(t) .
ut) = —Kz(t)

onde z(t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R™ é o
vetor de controle, w(t) € R é o vetor de perturbagdes,
z(t) € R? é o vetor de saidas. As matrizes By, C e D tém



'.

dimensdes apropriadas e sdo supostas conhecidas; assumi-
mos que C’'D = 0 (hipStese de ortogonalidade) e D'D > 0.
A primeira hipétese implica que ndo ha termos cruzados
entre as ponderagdes das variaveis de controle e de estado
na saida z(t). A segunda significa que a matriz de ponde-
racdo de controle deve ser nao-singular. As matrizes A e
B, serdo inicialmente supostas conhecidas, com dimensdes
adequadas. Definindo

A2 A-BK,Cs2C-DK (1)

onde K € ®™*" é um ganho a ser determinado, pertencente
ao conjunto K dos ganhos admissiveis dado por

K2 {KeR™" . (A= B,K) assint. estavel }  (2)

temos entdo que a fun¢do de transferéncia em malha fecha-
da da perturbagdo w(t) para a saida z(t) é definida como

-1
H(s)=Cy[s1- 4/ B (3)

Note que H(-) obviamente depende do ganho K. Associada
a esta fungo, para s = jw e w € N4 define-se a norma Hy,
como (Doyle et. ‘al., 1989)

1 B ()l = 55 Ormas [H(j) ()

Ao estudarmos o problema Mo, uma questao importante
é o entendimento do significado desta norma. Considere
que (3) representa um sistema monovaridvel. Entdo, (4)
ird identificar, em todo o espectro de freqiiéncias w € R4,
aquela que fornece o maior médulo da funcgao de trans-
feréncia. Minimizar a norma Ho, de H(s) significa também
minimizar a influéncia do pior sinal de perturbagao aplicado

ao sistema. A 1nica consideragido com relagdo ao espectro

de poténcia do sinal w(t) é que seja limitado. No caso do
PLQ, otimizar a norma quadratica significa minimizar a
influéncia de uma média dos sinais aplicados, pressupondo
portanto um espectro de poténcia conhecido. A figura 1
apresenta o significado da norma H, no caso de diagramas
de Nyquist e de Bode para sistemas monovariaveis. Para
sistemas multivaridveis, é mais usual apresentar a norma
Hoo através do chamado Diagrama de Valores Singulares.

Dois problemas serao objeto de analise neste artigo:

Problema (P1) (Problema Sub-6timo He): Dado v >
0, determinar o conjunto de todos os ganhos K € K tal
que || H(s) ||0 < v, ou seja, tal que o sistema (X) seja
assintoticamente estdvel com atenuagdo de distirbios v.

Problema (P2) (Problema Otimo Ho,): Determinar K €
K tal que

K= argmin {y : [|H(s)[lo<7y, K€K} (5)

- Resolver o problema (P1) equivale, de fato, a caracterizar
um subconjunto K, C K, dado por

K:7={K€§Rmxn

Kek, [ H@) llo <7} (6)

0
{Real Axis)

-1 0 1

[Frequency (rad/sec)]

Figura 1 - Norma M para sistemas SISO.

e o problema (P1) é classicamente denominado como pro-
blema de estabilizagdo com nivel prescrito de atenuagio

de distirbios, notagio primeiramente utilizada em Peter-
sen (1987b).

J4 a solu¢do do problema (P2) pode ser aproximada itera-
tivamente através de uma série de subproblemas na forma
de (P1), baixando-se gradativamente o valor de atenuagao
v. O problema (P2) pode ser reescrito como ‘

min{ v

Keky) )

e alguns métodos nwnéricos de iteragdo em v sao discuti-
dos em Doyle et. al. (1989) e Scherer (1990). Tais pro-
cedimentos, além de ndo tratarem globalmente as variaveis
de otimizagdo envolvidas, ndo permitem a incorporagao de
restri¢des adicionais ao problema. Finalmente, o conjunto
K. possui uma geometria complicada, possivelmente nio-

convexa, uma vez que o ganho K atua de forma nao-linear
em H(s).

Este artigo se concentra principalmente em mostrar que
tanto (P1) quanto (P2) podem ser convertidos em proble-
mas convexos, permitindo portanto que quaisquer restri¢oes
que n3o alterem tal caracteristica possam ser conveniente-
mente incorporadas e, além disso, que procedimentos de
programagao matematica de comprovada eficicia como o
método de planos de corte venham a ser utilizados para
resolvé-los.
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3 - ABORDAGEM CONVEXA

Esta se¢do se dedica a apresentar como os problemas (P1)
e (P2) podem ser convertidos em problemas convexos. A
primeira subse¢do estd voltada ao problema sub-étimo, a
segunda ao problema 6timo e a ltima mostra como obter
a solugao desejada através de procedimentos tipo “lineari-
zagao externa”.

3.1 - Problema sub-étimo

O Lema abaixo, derivado em Scherer (1989), relaciona uma
inequagao tipo Riccati a um limitante da norma H, da
fun¢do de transferéncia de malha fechada H(s).

Lema 1 Seja v > 0 uma constante dada e considere o par
(Af,Cy) observdvel. Entdo, Aj € assintoticamente estdvel
e ||H(s)||o <7 se e somente se a inequagdo algébrica tipo
Riccati '

A}P+ PA;+~y ?PB1B{P +C;C; <0 (8)

possuir uma solugdo P simétirica e definida positiva.

Prova: Veja Scherer (1989). L3

Note que este Lema estabelece condi¢oes necessarias e sufi-
cientes para que um sistema em malha fechada possa satis-
fazer a condi¢do de estabilizagdo com nivel prescrito v de
atenuagdo de distirbios. Por outro lado, ndo aponta uma
forma explicita de calcular um ganho K admissivel. Uma
forma “em malha aberta” é apresentada no Lema 2 a seguir

(Doyle et. al., 1989; Scherer, 1989).

Lema 2 Seja v > 0 uma constante dada e considere o par
(A, C) observdvel e o par (A, By) controldvel. Entio, K, #
0 se e somente se existir W = W' > 0 solugdo da inequagdo

AWA+W A'+WC'CW+~v~ 2B, Bj~B(D'D)"'B, < 0 (9)
No caso afirmativo, K = (D'D)"'B4W~! € K,,.

Prova: Veja Scherer (1989). .

Com o Lema 2, podemos encontrar um ganho de realimen-
tagdo de estados K € K,, resolvendo o problema (P1)
(e iterativamente (P2)) para sistemas precisamente conhe-
cidos. Infelizmente, o ganho robusto K associado depende
de maneira direta dos parametros do modelo, tornando esse
procedimento ineficaz quando considera¢des do tipo incer-
tezas paramétricas ou falhas de atuadores sdo incorporadas.

Definimos agora as seguintes matrizes, associadas ao siste-
ma (X), numa formula¢io aumentada:

[A -B, Jo
r=lo o] e[t
_[cc o [ BB, 0

r=| %0 pp )@= [ T
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(10)

Definimos também a fungdo © (-, -) : RP*P x R — RPX?P
O(W,u)=FW+WF'+ WRW + uQ (11)

e o conjunto

Coo={ W), W=W 20, 420

VOW,u) <0, YveEN | (12)
onde N é o espago nulo de G’, e W ¢é particionada na forma

W, W,

W:[Wz’ Ws

] € wPxP (13)

com W; € R**"™ definida positiva, Wy € R**™ e W3 €
Rmxm_ Observe que v € N <= v/ = [z’ 0]. Além disso,
note que a matriz F' acima concentra toda a dindmica em
malha aberta do modelo, enquanto G é uma matriz cons-
tante, dependente unicamente das dimensées deste.

Antes de apresentar o Teorema que resolve o problema (P1)
via andlise convexa, definimos o conjunto

Coo(‘y)::{W=WIZO, VOW,y v < O,VveN}

onde Coo(7y) é um conjunto de matrizes W e, para y = 772,

(W, 1) € Coo se e somente se W € Coo (7).

Teorema 1 Seja v > 0 dado e suponha o par (A,C) ob-
servdvel. Entdo, as seguintes afirmativas sio verdadeiras:

(a) Coo() € convezo.

(b) Co(y) # 0 se e somente se () for estabilizdvel com
atenuagdo de distirbios y; no caso afirmativo, o ganho
¢ dado por K = WiW; ' € K,,.

Prova: O item (a) segue diretamente da observagao que,
para W' e W? € Co(7), @ matriz W = aW! + (1 — o)W?
também pertence a Co(7), com a € [0, 1]. O.item (b)
requer maior trabalho. Como v é dado, utilizando as ma-
trizes aumentadas definidas em (10), temos que, para todo

vEN:
v'@(W,y_é)v =
= 2 [AW1 — ByWi + Wi A’ — WoBY + W,C'CW; +

+ Wy D' DW} +7-ZBlB;]x <0

Com a condi¢do de ortogonalidade, obtemos
z! [ (A= BaWiWi ) Wy + W (A-Bwswi Yy 4
+ Wi (C - DWW ) (C — DWW Wy +
+ 7'23131]:0 <0

ou seja, para K = WiW ' e Ay como em (1), multiplican-
do & esquerda e & direita por W' a expressio matricial




Vogaraeiay e

entre os colchetes, pelo Lema 1 concluimos que K € K. A
suficiéncia estd demonstrada. :

A necessidade vem do fato que, pél.o Lema 1, para 7y dado,
existe uma matriz W = P~! e um ganho K tais que, com
(1), a condigdo (8) é satisfeita. Lembrando que C'D = 0,
obtemos

AW — BoKW + WA’ — WK'By + WC'CW +
+ WK'D'DKW ++472B1B] < 0

ComoV v € N é da forma v' = [¢' 0] e para F como em
:/(’/10), a expressao anterior implica que a matriz W dada por

w WK’

kw Kwk' | 20

|

pertence a Coo (7). A prova do Teorema estd completa. .

Este Teorema estabelece uma correspondéncia entre ele-
mentos do conjunto K., (de geometria complicada) e o con-
junto convexo Coo(7). A todo elemento W € Co(7y) cor-
responde um ganho K = WiW ' € Ky (e vice-versa) que
garante atenuagio Mo, menor que o limitante ¥ > 0 for-
necido a priori. Note que Coo(y) € K sdo parametrizados
com relacdo ao nivel desejado de atenuacdo de distirbios.

O Problema (P1) pode ser resolvido utilizando-se o Teore-
ma 1. De fato, qualquer elemento W pertencente ao con-
junto convexo Ce () fornece um ganho de realimentacao de
estado K = WiW, ! que garante estabilidade assintética e
atenuagao v. Podemos entdo definir um problema de oti-
mizacdo do tipo

min { V) © W € Cool) } a4

onde J(-) define um critério para a escolha de W; obvia-
mente, este problema sera convexo sempre que J(-) for con-
vexo em W. Além do mais, com a escolha de um critério a-
dequado, o problema (14) pode ser utilizado para resolucdo

de problemas de controle com critérios mistos Hy/Heo (Ge-
romel et. al., 1992).

3.2 - Problema Otimo 7.,

Considere entao o problema (P2) como formulado em (5).
O objetivo nesta subsegdo é soluciona-lo como um problema
de programagio convexa onde o ganho K* e o escalar v*,
solugdo de (P2), sejam determinados de forma conjunta.
Para isso, seja o problema (P3) definido como

C(P3) max{u : WpeCo}  (15)

O Teorema a seguir apresenta sua solu¢do e o relaciona a
solugdo de (P2).

Teorema 2 O problema (P3) possui as seguintes proprie-
dades: ’ '

(a) (P3) é um problema convezo.

(b) Seja (W*, u*) a solugdo étima de (P3). Entio K* =
WiW e v* = 1//p* solucionam (P2).

Prova: A parte (a) segue da observagao que, pela definigao
do conjunto Cy, € da fungdo © (W, p), esta tiltima é convexa
em (W, ) e portanto Co, também o é. Logo, (P3) é um
problema convexo com fungao objetivo linear. Quanto ao
item (b), pelo Teorema 1, com v* = /p*, W* € Co(7*) €
K* = WisW! € K. Como p* é, por construgio, o valor
maximo de p tal que Coo # 0; entdo o par (W*, pu*) fornece
(K*,~*) como solugdo étima de (P2).

Com o Teorema 2, o problema étimo H, pode ser abor-
dado via andlise convexa, envolvendo de maneira global no
processo de otimizac¢io o limitante da norma e o ganho es-
tabilizante, relacionados com o par (W, ). Para finalizar
a discussao, note que a variavel g nao possui um limitan-
te superior, e isto pode causar um mau comportamento
do procedimento numérico a ser adotado. Assim, torna-se
importante determinar a priori um limitante superior pps
para o valor p* solu¢do de (P3), o que é apresentado a
seguir (para maiores detalhes, veja Peres et. al., 1994).

Teorema 3 Seja W € RP*P arbitrdria e upr > 0 tal que

ty > liI(I)1+ sup { I V' (FRTF' — Q) v >0,
VoeN | (16)
Entio W, pm) € Cos. |

retot s

Prova: Defina R, = R+¢l para € > 0 e considere a seguinte
fatoragao: '

FW+WF + WRW +pQ =

= (FR-'+ W) R (FR 4+ W) = FRF' +uQ

Para ¢ — 07, o lado esquerdo desta expressio tende para
© (W, u) e assim podemos escrever que

VO (W, m)v = lim v/ [(FR 4+ W) R (FR 4+ W) —

- FRg_lFI-F/.LQ]U

> |3 =1

> EEI(I; v (FRE F uQ) v

Portanto, para pu = pps como definido em (16), existe v € A
tal que v'O(W, upar)v > 0. Neste caso, (W, pup) & Coo € O
Teorema estd provado. N

O resultado acima apresenta dificuldades por exigir que o
limite em (16) seja finito. Como demonstrado em Peres et.
al. (1994), uma condigdo suficiente para tal é que o sinal
de perturbagdes w(t) seja “rico”, ou seja, que dim(w) >
n — posto(C) e que a matriz

VE2(BB))B,[A - B, e®*r
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seja de posto completo, lembrando que I = dim(w). Neste

caso, puy pode ser obtido diretamente a partir de
py =min{ g >0 det (V'V —puR) =0}

e, deste modo, todo g > pum € tal que (W, p) € Coo. O
Corolério abaixo sintetiza essa discussao.

Coroldrio 1 Seja o problema convezo

W) €Co0, p€0,uml} (17)
Entdo a solugdo de (P4) ¢é equivalente i de (P3).

(P4) max{ p

Prova: Imediata, uma vez que, pelo Teorema anterior,
Coo =0 para pu > pm.

Algumas observagdes sao pertinentes em relagao a estes re-
sultados. Primeiramente, a determinagao do limitante ppr
proposta no Teorema 3 ndo implica em célculos de norma
Hoo ou solugdes de equagdes de Riccati. Uma comparagao
entre este limitante e outro proposto em Scherer (1989) é
feita em Peres et. al. (1994). Em segundo lugar, como
apontado em Scherer (1989), o problema 6timo He, pode
levar & ocorréncia de ganhos de norma ilimitada ou mui-
to alta. Em Peres et. al. (1994), um procedimento para
evitar tal fendmeno é proposto, baseado na verificagao da
tendéncia da sub-matriz W; a singularidade.

3.3 - Solucido numérica e algoritmo

A solu¢io de (14) pode ser obtida, por exemplo, através
de um procedimento iterativo do tipo “linearizagao exter-
na” (Bernussou et. al., 1989). Este algoritmo, explorando
a convexidade do problema proposto, aproxima o conjunto
Coo por umaseqiiéncia de politopos: partindo-se de um poli-
topo P D Coo, obtém-se a solugdo Stima (W¥, pf) € P¢ por
um problema de programagcao linear. Se o par nao perten-
ce ao conjunto Co, é gerado um hiperplano separador entre
este e a solugdo corrente e a nova restrigdo é agregada ao
problema, definindo-se o politopo P**!. Vale lembrar que
no problema (P1) o limitante ¥ > 0 é dado, trabalhando-se
entdao com o conjunto Ceo (7).

Detalhando um pouco mais o procedimento, consideremos
o problema

max{,u:(W,u)ECoo,,ue[O,pM]} (18)

e, por simplicidade, supomos que um dado par (W, o) €
Coo ¢ tal que po € [0, um] € Wo = Wy > 0. Nesse caso,
apenas a restri¢io v'O(Wy, po)v < 0 foi violada. O hiper-
plano a ser determinado deve separar Co, do par (W, o),
ou seja, definindo

FOV, 1) & Anas [T'O(W, )T] (19)

com TV = [ I 0 ] uma matriz-base geradora do espago
nulo de G’. Pela equagdo (19), sabemos que existe um
vetor normalizado zo € R” tal que, com vy = [ zf 0],

F(Wo, po) = v© (Wo, o) vo (20)
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FOV,p) > @ W, p)ve , ¥ (W, p) (21)

Lembrando que © (W, p) é uma fungdo convexa e que
Tr (X'Y)) = (X,Y) para matrizes com dimensSes apropria-
das, apés manipulagdes, chega-se & equagao do semi-espago
contendo Coo:

£Y
N

(Xo,W) + aon < fo (22)

onde
Bo = vyWoRWoug (23)
ag = vpQuo (24)

Xo = (F+WoR) vovly + vovh (F +WoR) (25)

Concluindo, é relativamente simples o calculo do hiperplano
separador, e caso fosse outra a restrigdo violada, o hiper-
plano seria calculado de maneira andloga.

Assim, em uma iteragao genérica ¢, o politopo de restrigdes
P! ¢ obtido da interse¢io de P* com o semi-espago defi-
nido por (22). O procedimento converge (Geromel et. al.,
1991), de forma que

PLo Pl 5 pH2 5 | 5

e a solugdo de uma dada iteragdo £ torna-se infactivel para
todo k > £. Escolhendo sempre a restricdo mais violada,
garantimos a maior profundidade de corte por iteragao.

O algoritmo a seguir consolida o desenvolvimento apresen-
tado. Note que os problemas na forma (14) sdo resolvidos
por algoritmos similares.

Passo 1: Faga £ — 0 e defina um politopo inicial Pt D
Coo-

Passo 2: Determine (W?¢, ut) solugio étima do problema
de programacio linear

max{u (W, p) € P, ﬂe[o:ﬂM]}

Se for infactivel, entdo Coo = 9.

Passo 3: Se (W!, ut) € C, entdo pare: a solugéo 6tima
de (18) foi encontrada. Caso contrario, determine o hi-
perplano que separa (W*, pt) de Coo € obtenha o polito-
po P! acrescentando a nova restrigao. Faga £ «— £+1
e retorne ao passo 2.

E importante ressaltar que tanto (P1) quanto (P2) foram
convertidos em problemas convexos e esta propriedade ge-
ométrica é explorada pela solugdo numérica proposta aqui,
envolvendo no processo de otimiza¢do de maneira conjun-
ta W e u. A préoxima se¢do demonstra a versatilidade e o
potencial da abordagem apresentada, adaptavel (gracas a
convexidade) a vérias situa¢es de projeto de controle.



4 - RESTRICOES ADICIONAIS

Esta sec¢do estende os resultados precedentes no sentido de
incorporar o tratamento de restri¢des adicionais. Embora
abordemos separadamente trés casos particulares, é ébvio
que, com a convexidade, quaisquer outras restrigdes que nao
alterem as caracteristicas geométricas do problema podem
ser consideradas, mesmo simultaneamente.

4.1 - Sistemas incertos

Consideremos sistemas lineares descritos por (X) onde o
par (A, Bs) é incerto, ou seja, os elementos destas matrizes
nao sdo conhecidos precisamente, mas sabe-se que a matriz
F ~ (A, B;) definida em (10) tem dimens&o conhecida p X p
e pertence ao conjunto poliedral convexo Dy dado por

N N
Dp 2 {F ERPXP . F = Z{iFi; & > OQZ& = 1} (26)
i=1 i=1

sendo N o numero de vértices deste poliedro. Em outras
palavras, qualquer matriz ' € Dp pode ser escrita como
uma combinagao convexa de “matrizes-vértices” F;. Defina
entdo a fungdo ©; (-, ) : RPXP x R — RP*?P

0; W, ) = W+ WF! + WRW +puQ  (27)

N
) A
e o conjunto Coo = ﬂ Cooi, Onde

i=1

Cooi = {Wom), W=W 20, 420,

V'0; (W, p)v < 0, Vve/\/} (28)

sendo N o espago nulo de G’ ¢ W particionada como em
(13). O conjunto de ganhos de realimentagao de estado
admissiveis, denotado Kg, é definido como

Ke 2 { K e g™*" (A - B3K) quad. est. } (29)

O conceito de estabilidade quadratica impode que um mesmo
ganho K e uma mesma fungdo quadratica de Lyapunov
v(z) = ' Pz assegurem a estabilidade para todo o dominio
de incertezas, ou seja,

(A-BoKYP+P(A-ByK)<0 VYFeDp (30)

Definimos entao o problema (P5), que é a extensdo do
problema (P2) para sistemas incertos:

Problema (P5) (Problema de Custo Garantido Ho,): De-
terminar K € Kg e v¢ > 0 tal que

Ja

7G=min{7 KEK:G) ”H(S)”ooS?’;

VFG’DF} (31)

Note que vg representa o menor valor de 4 tal que a estabi-
lidade quadratica do sistema seja assegurada. A idéia por

detras do conceito de custo garantido é exatamente esta,
ou seja, é um limitante superior minimo para o custo (no
caso em norma Ho,) do sistema em malha fechada. Com
o conjunto Co definido como a interse¢do dos Coo; (28),
considere o problema (P4):

Teorema 4 As afirmagdes abaizo sdo verdadeiras:

(a) Cw € convezo.

(b) W, 77 %) € Cs se e somente se o sistema (L) for qua-
draticamente estabilizdvel com atenuacdo de distirbios

-

(c) Seja (W*,p*) a solugdo dtima de (P4). Entdo K* =
WiW, e v6 = 1//i* solucionam (P5).

Prova: Como, pelo Teorema 1, Coo; € convexo, a interse¢ao
i=1---N também o é. Quanto ao item (b), realizando-
se a combinag¢do convexa (ou seja, multiplicando-se por
& >0, )& = 1 e fazendo a soma de 1 a N), a prova
segue os mesmos passos da prova do item (b) do Teore-
ma 1, com F; ~ (A, By);. Para o item (c), primeiramente
assuma que (W*, u*) € Coo # 0. Entdo K* = WiW, ! es-
tabiliza quadraticamente (X) com atenuagdo de distirbios
v* = /p* > v¢. Como (W*, u*) é a solugdo 6tima global
de (P4), v* é o menor limitante da norma H, solugao do
problema (P5), e portanto v* = v5.

Este Teorema representa um dos resultados mais impor-
tantes deste artigo. De fato, ele generaliza o resultado do
Teorema 1 para sistemas incertos, resolvendo o problema
de custo garantido Ho.. A principal conclusio é que ape-
nas os N “modelos-vértices” precisam ser investigados, e
a solu¢do numérica do problema é obtida a partir de um
algoritmo similar ao apresentado na se¢ao anterior. Note
que, de maneira analoga a do caso precisamente conheci-
do, poderiamos definir o conjunto Coo (), mapeando assim
o conjunto de ganhos quadraticamente estabilizantes com
atenuacao prescrita 4. Uma discussdo mais aprofundada
sobre o controle de custo garantido H., pode ser encontra-
da em Peres et. al. (1993).

4.2 - Controle descentralizado

Considere sistemas lineares descritos por () onde a res-

tricdo se d4 a nivel da estrutura do controlador. Em outras
palavras, queremos determinar um ganho de realimentagao
de estados, com uma estrutura tipo bloco diagonal

K=Kp 2 bloc diag {Kl--.[{2...KM}
caracterizando assim um controle descentralizado. Definin-
do Wp = W’D § RPXP como
WlD W2D
Wip Ws

com Wip € R"*" simétrica definida positiva. O indice
“D” indica que as matrizes devem possuir estrutura bloco
diagonal.

Wp = [ (32)
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Teorema 5 As afirmagéoes abaizo sio verdadeiras:

(a) Se eziste Wp,772) € Cu, entdo o sistema (L) € es-
tabilizdvel com atenuagdo de distirbios v e o ganho
robusto descentralizado € dado por Kp = WéDWl_Dl.

(b) Seja (Wp,p*) a solugio dtima de (P3) com a res-
trigio adicional W = Wp . Entdo K} = Wi, W €
tal que ||H(8)|oo < v* = 1/+/u* para todo Kp € K.

Prova: Segue a mesma linha das demonstra¢des anteriores,
notando-se que a estrutura particular imposta a Wp é uma
condi¢do suficiente para obtengao do ganho descentralizado
Kp.

4.3 - Falha de atuadores

Consideremos agora sistemas lineares dados por (X) sujei-
tos a falha de atuadores. Uma falha no atuador j corres-
pondente ao controle u;(t) equivale, no modelo, a zerar a
J-ésima coluna da matriz de controle B;. Para calcular um
ganho K solu¢do dos problemas (P1) ou (P2) e que ao
mesmo tempo seja robusto com relagdo a falha de atuado-
res, definimos o conjunto B como

Bé{Bg;jzlmL} (33)
\
Cada elemento B é obtido a partir da matriz B, zerando-
se a coluna correspondente ao atuador passivel de falha; o
problema entao é garantir estabilidade com atenuagao vy de
distirbios para todo By € B. Definindo as matrizes

_nJ

notamos que problemas envolvendo falha de atuadores po-
dem ser vistos como equivalentes aos descritos na subsegao
4.1, para um sistema incerto com a matriz A conhecida e
a matriz de controle pertencente ao conjunto B, que pode
inclusive contemplar outras situa¢des como falha de mais
de um atuador simultaneamente. O valor v¢, obtido da
solu¢do do problema (P5), representa um custo garantido
‘Hoo para robustez a falhas de atuadores.

5 - EXEMPLOS

O primeiro exemplo é retirado de Petersen (1987a), onde é
proposto um método para a estabilizagdo de um conjunto
de pontos de operagao de um sistema linear, através de u-
ma mesma let de controle nao-linear. Trata-se do modelo
de equagdes de estado para o modo longitudinal de curto
periodo para o aviao F4E, em quatro pontos de operagao.
Dois problemas de controle H, sdo abordados aqui: o pro-
blema de estabilizagdo quadratica com atenuagio 7 prescri-
ta (ou seja, a extensdo do problema (P1) para tratar o caso
de sistemas incertos) e também o problema (P5), de custo
garantido Ho,. Cada ponto de operagao, descrito por um
par (A, By);, constitui um vértice do dominio de incertezas
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PO 1 2 3 4

fi1 | —0.9896 | —0.6607 | —1.702 | —0.5162
fiz | 1741 18.11 50.72 | 29.96
fis | 96.15 84.34 263.5 178.9

for | 0.2648 | 0.08201 | 0.2201 | —0.6896
foe | —0.8512 | —0.6587 | —1.418 | —1.225
“faz | —11.39 | —10.81 | —31.99 | —30.38

fia 97.78 272.2 85.09 175.6

Tabela 1 - Pontos de Operagao

Dp. Os dados sao:

fuu fiz fis fie
p=| 1 fo2 f 0

0 0 =30 -30

0 0 0 0

1 00 0
Blzlsxg 5 C—_—> 01 0 ,.D: 0
000 1

sendo que os elementos incertos estao na tabela 1.

20,

-60

O W;)‘
Freqliéncia (rad/s)

10 10

Figura 2 - Diagrama de Valores Singulares - Exemplo 1.

Impondo-se um limitante v = 14 dB para a norma Heo,
obtém-se o ganho robusto

K=[-12636 -12.1822 54632 |

que garante ||H(s)|lo, < ¥ para os quatro pontos de ope-
ragao considerados. Solucionando-se agora (P5), encontra-
se que o menor limitante em norma Hoo é dado por

v* =11.8297 dB
correspondente ao ganho

K* = -3.4601 —26.6724 —1.3870 ]

Note que o ganho K cresce em norma ao se aproximar da
solugao 6tima. Além disso, no primeiro caso, o valor efe-
tivo da norma Ho, é dado por ||H(s)|lcc = 11.4403 dB,
enquanto no segundo obtém-se || H(s)|loo = 10.4710 dB. A
figura 2 mostra o diagrama de valores singulares para os
quatro pontos de operagao, ilustrando o nivel minimo 7*
de atenuagao garantido.



No segundo exemplo, com dados numeéricos gerados de ma-
neira aleatéria, resolvemos o Problema (P1) com a res-
tricdo de controle descentralizado. As matrizes sao dadas
abaixo:

028 069 078 179 -—1.69 0.12 ]
097 123 151 109 023 243
-0.86 —0.08 -—-1.62 0.02 -1.51 0.10

F=| 13 120 131 -041 -191 —0.03
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1000 0 0
0010 0 0
Bi=Ia , C=|4 g 00| P=|10
000 0 0 1

Impondo o limitante ¥ = 9.3 dB, obtemos o ganho robusto

descentralizado

K — | 375100 86.1372 0 0
b= 0 0 —0.5818 —0.4129

e se calcularmos a norma H, do sistema realimentado pelo
ganho Kp, obtemos ||H(s)|lcc = 9.0264 dB, verificando
assim a atenuagao prescrita.

Como terceiro exemplo, selecionamos um caso de robustez
a falha de atuadores com atenuagio M., prescrita. As ma-
trizes que descrevem o sistema (obtidas aleatoriamente) sdo
dadas por

-0.25 -0.22 0.37 . 0.09 154
A= 1.30 1.34 —-0.86 | , Bo=| —-0.01 0.52
-0.59 -1.75 161 -0.12 0.05
100 00
010 ~_ |00
B, =13X3 ’ C= 0 0 0 ’ D= 1 0
0 0 0 0 1

O conjunto B ¢ entao composto por B = {B2, B}, B2} onde
Bl e B2 consideram falhas nos atuadores 1 ou 2, respecti-
vamente. Dois casos sdo estudados. O primeiro considera
um limitante ¥ = 40 dB. O ganho robusto K é entao dado
por
K, = [ 13.5290 51.1801 —60.3197 ]
2.6975 16.0165 —20.6680

e o valor calculado da norma H, é ||H(s)||o = 36.5021 dB.
No segundo caso é imposto um limitante ¥ = 34.8 dB. O
ganho robusto obtido é

K. — [ —5:8304 2214941 -338.7933
27| -5.8471 89.3031 —140.8659

sendo que a norma H, é dada por ||H(s)||cc = 34.5692 dB.
Note que o ganho robusto assume valores cada vez maiores
em norma a medida que a exigéncia quanto ao limitante se
torna mais restrita.

Para comparagdo, usando os resultados de Scherer (1989)
e levando em conta apenas o sistema nominal, podemos
calcular um ganho K,,n que garante o nivel de atenuagao
(veja a equagdo (9) e o Lema 2) ¥ = 12 dB, obtendo

K _ | 0.4593 1.1332 -1.7687
nem T 3.3409 7.5785 —8.1946

0 05 1 1.5 2 25 35 4
Tempo (seg)

Figura 3 - Resposta temporal para K, ., - Exemplo 3.

8 10
Tempo (seg)

Figura 4 - Resposta temporal para K3 - Exemplo 3.

e norma H, igual a 10.2613 dB. Realizamos entdo uma
simulag¢ao apenas para o primeiro caso, para v = 40 dB,
onde no instante { = 1.05 s ocorre uma falha no atuador
2. As figuras 3 e 4 mostram o comportamento no tempo
(condigdo inicial z; = [ 1 1 0 ]) para os dois ganhos,
Kpom e Ka. Pelo figura 3, vemos que uma falha de atuador
nao levada em conta no projeto de um controlador pode ser
desastrosa.

6 - CONCLUSAO

Neste artigo é descrito um método para o calculo de contro-
ladores estdticos de realimentagao de estado e satisfazendo
um critério em norma H,. Dois problemas sdo abordados:
o problema de atenuagao prescrita de distiirbios (também
conhecido como problema sub-6timo H) € o problema
de minimizagao da norma H. A principal contribuigdo
advém de uma transformagao no espago paramétrico, que
permite o trabalho com conjuntos convexos. Assim, além
de resolver os problemas cldssicos de controle Ho, citados
acima, o método permite considerar restri¢des adicionais
das mais diversas, como descentralizagao, sistemas incertos
e/ou falhas de atuadores. Gragas também a convexidade,
algoritmos de programagdo matematica fornecem a solugdo
com convergéncia assegurada.
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