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RESUMO: Neste trabalho propõe-se uma nova técnica pa­
ra a obtenção de modelos dinâmicos de ordem reduzida a
partir de modelos de alta ordem. A técnica usa a decom­
posição de Schur, um procedimento numérico estável e efi­
ciente. São desenvolvidos dois métodos para obtenção dos
modelos de ordem reduzida, baseados em técnicas de agre­
gação modal bem conhecidas.

ABSTRACT: A new technique for obtaining reduced or­
der dynamic models from high order models is proposed.
The technique uses Schur decomposition, which is an ef-·
ficient and stable numerical procedure. Based on modal
aggregation approach, two methods for obtaining reduced
order modeis are developed.

1 - INTRODUÇÃO

A aproximação de complexos modelos de sistemas físicos
tem sido objeto de muitas pesquisas. Diferentes métodos
de redução de ordem de modelos já foram propostos com
esta finalidade. Os métodos comumente empregados para a
redução de ordem envolvem abordagens diferentes para de­
rivar os modelos reduzidos: via Agregação Modal (Davison,
1966: Aoki,1968; Wilson, Fisher e Seborg, 1972; Arbel e T­
se, 1979: Marshall, 1966), procura-se eliminar modos pou­
co dominantes no sistema; métodos como Transformação
Balanceada (Moore, 1981; Pernebo e Silverman, 1982) e A­
gregação em Cadeia (Tse, Medanic e Perkins, 1977;Drenick,
1983 ;Jamshidi, 1983) envolvem a determinação de subsiste­
mas pouco controláveis/ observáveis para serem eliminados
do sistema original. Não existe porém, nenhum procedi­
mento sistemático e que possa ser aplicado para todos os
casos, cabendo ao usuário escolher o método que melhor
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lhe convier (veja por exemplo Lastman e Sinha (1985), pa­
ra uma comparação entre as técnicas de Agregação Modal
e Transformação Balanceada).

Neste trabalho, é empregada a abordagem da Agregação
Modal, desprezando-se o efeito dos modos mais rápidos do
sistema. Classicamente, o sistema é colocado na forma de
Jordan com os autovalores ordenados de acordo com seu va­
lor absoluto. A partir desta forma, derivam-se os modelos
de ordem reduzida.

De um ponto de vista teórico, este método pode sempre
ser empregado, computando-se a auto-estrutura do siste­
ma. Entretanto, de um ponto de vista prático esta técnica
apresenta problemas , devido basicamente a dois motivos.
Primeiro, computar a forma de Jordan apresenta dificul­
dades práticas quando a matriz do sistema for defectiva ou
próxima a uma matriz defectiva (Golub e Wilkinson, 1976),
pois são necessárias decisões relativas a posto de matrizes.
Segundo,a computação da forma de Jordan pode represen­
tar um esforço excessivo, especialmente quando o sistema
for de grande ordem.

A contribuição deste trabalho está na proposição de dois
métodos para a obtenção de modelos de ordem reduzida
(Munaro, 1990; Bottura e Munaro, 1991). Estes métodos
permitem obter os mesmos modelos derivados em Wilson,
Fisher e Seborg (1972) substituindo a forma de Jordan pela
forma de Schur (Golub e Van Loan, 1989; Stewart,1973).
Este tipo de estratégia vem sendo muito utilizado para me­
lhorar a eficiência e a estabilidade numérica em métodos de
redução de ordem (Safonov e Chiang, 1989; Rabah e Khalil,
1989).

Na seção 2 sao fornecidas algumas informações sobre a
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Seja o sistema discreto linear multivariável

[ ~~~Z t B]= [:1~ :1~] [ ~~~Z~ ]+ [ ~~ ] u(k) (2)

computação da forma de Schur. A computação é nume­
ricamente estável e eficiente, usando subrotinas padrão do
EISPACK (Stewart, 1976; 'Flam e Walker, 1982; Smith ei
ai., 1976). De fato, a decomposição de Schur é uma rotina
padrão para computar autovalores no EISPACK. Portanto,
no EISPACK, obter a forma de Schur equivale ao cálculo
dos autovalores.

3 - OBTENCÃO DE MODELOS REDU~
DOS VIA fORMA DE SCHUR :1- I

y(k) = Cx(k) (3)

Na seção 3 são desenvolvidos dois métodos para obtenção
dos modelos reduzidos, baseados em suposições diferentes.
No primeiro método, o modelo reduzido é derivado direta­
mente da forma de Schur. No segundo, além da forma de
Schur um conjunto de equações algébricas é resolvido para
então obter-se o modelo reduzido.

onde Xl (k) é o vetor de estados (rx1) a ser retido no modelo
reduzido, X2( k) é o vetar de estados (n-rx1) a ser eliminado,
u(k) é o vetar de entrada (mx1). Procura-se um modelo
reduzido de ordem r da forma

Na seção 4 os métodos de redução são aplicados a um mode­
lo dinâmico discreto e, finalmente na seção 5, são apresen­
tados comentários e conclusões sobre os métodos propostos.

tal que

z(k + 1) =Fz(k) + Gu(k)

z(k) = H x(k)

(4)

(5)

2 - DECOMPOSiÇÃO DE SCHUR

Para qualquer matriz real A E R nxn , existe uma matriz
ortonormal Q tal que

onde F e G são as matrizes do modelo reduzido a serem
determinadas. Define-se H E Rrxn como a matriz de a­
gregação que representa a relação algébrica entre o siste­
ma original e o reduzido. Aplicando-se (1) ao sistema (2),
obtêm-se a forma complexa de Schur

o
(1) [

xI(k+ 1) ] _ [
x2(k +1) -

onde

511
O ] u(k) (6)

Em (6), os blocos da forma de Schur são ordenados de forma
a ter-se os modos mais lentos do sistema em Sl1 e os modos
mais rápidos em S22. Portanto, o conjunto de estados Xl (k)
possui uma dinâmica lenta ao passo que X2 (k) possue uma
dinâmica rápida.

onde Aij são blocos lxl correspondendo a autovalores re­
ais ou blocos 2x2 correspondendo a um par de autovalores
complexos conjugados. Neste caso, S é chamada forma real
de Schur e a transformação (1) é chamada decomposição
real de Schur. Se na diagonal de S tivermos os autovalores
com suas partes real e complexa, ou seja, uma matriz tri­
angular superior, S é chamada forma complexa de Schur .
A comutação de uma forma para outra é simples e efetuada
via transformação ortonormal.

(7)

Os algoritmos que efetuam a decomposição de Schur não
garantem qualquer ordenação dos autovalores. Como no
método de redução empregado a ordenação dos autovalo­
res é fundamental, utiliza-se rotinas adequadas para fazê-lo
(Stewart, 1976).

O algoritmo mais comum para a obtenção da forma de S­
chur é o algoritmo QR. Antes do algoritmo QR ser aplica­
do, A é inicialmente transformada para a matriz superior
de Hessenberg H E R nxn . Este algoritmo é muito eficiente
e numericamente estável. Para maiores informações sobre
a forma de Schur e sua computação, pode-se consultar re­
ferências sobre álgebra linear numérica, como (Golub e Van
Loan, 1989; Stewart,1973), por exemplo.
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Os termos modos lentos e modos rápidos de um sistema
discreto estão associados ao tempo de resposta do sistema,
que por sua. vez depende dos valores absolutos dos autova­
lores do sistema. Um modo é lento se o valor absoluto de
seu autovalor associado é próximo de um. Por outro lado,
os modos são tanto mais rápidos quanto mais próximos de
zero forem seus valores absolutos (Bottura, 1982).

MÉTODO I

Neste método, supõe-se que os modos rápidos do sistema
não têm dinâmica. D,~ (6) , observa-se que x2(k) representa
a dinâmica rápida do sistema e não recebe influência de
xI(k), a dinâmi<;a lenta. Supondo x2(k + 1) = x2(k), pode­
se escrever



De (7), tem-se que

x2(k) = Q;-T X2 (k) - Q;-TQfxI(k)

(8)

(9)

Como se observa, o conjunto de modos rápidos associados
a 822 não pode ser desprezado devido a existência do bloco
812 , o qual representa uma interação entre o conjunto de
modos lentos e rápidos. Procura-se então uma matriz P da
forma

e de (2)

T
I n - r

(16)

(10)
tal que

Observação: de ( 7) tem-se que posto [QI Qrl = n - r

de onde se conclui facilmente que posto (Qr) = n - r ,
garantindo a invertibilidade de Qr, cuja inversa é denotada

Q-Tpor 4 .

P5P-l = [ 5~1

Substituindo (17) em (15) , vem

(17)

De (8) e (9) pode-se, portanto, obter uma expressão para
x2(k) , que substituída em (10) com z(k) ~ xl(k) dá

k-l

[~~~Z~ ]= QP-
1 L [St/ S~2] t PQT [ ~~ ] u(k) (18)

t=O

z(k + 1) = (AI - A2Q;-TQ f)z(k)+

(B1 + A2Q;-T(In_r - 522 )-IP2)u(k)
(11) Desprezando agora o efeito dos modos rápidos na resposta,

ou seja, fazendo 822 = O , tem-se

Comparando esta expressão com (4) vem

F =AI - A 2Q;-TQ[ =AI +A2Q3Q~1

G = B 1 + A 2Q;-T(In-r - 522 )-1 P2

(12)

(13)

k-l

[ ~~~~ ] = [ 8~ ]L sil [Ir T] QT Bu(t)
t=O

com

(19)

Portanto, uma vez obtida a decomposição de Schur Q ,
as matrizes do modelo reduzido são obtidas diretamente
de (12) e (13). Para entr~das constantes, z(k) apresentará
valores de regime iguais aos de xl(k), ao passo que para
entradas variantes no tempo haverá um pequeno erro entre
a resposta do sistema reduzido e a do original.

MÉTODO II

Este método baseia-se na SupOSlçao de que os modos
rápidos tem pouca influência na resposta do sistema. Isto
causa um pequeno erro de regime entre a resposta do mo­
delo original e do reduzido. Em Munaro (1990) é discutida
uma estratégia simples que permite corrigir este erro. Para
obter o modelo reduzido, escreve-se a resposta do sistema
(2) ao estado zero,

Definindo

k-l

'Y = L sil [Ir T] QT Bu(t)

t=O

vem

[ Z(k)] [Ql]x(k) = Q3 'Y

e

(20)

(21)

(22)

[~~m]= I: [1~ 1:]' [ ~: ] u(k)
t=O

(14) (23)

Usando (1) em (14), vem

[~~m]= Q I: [s&1

t=O

(15)

Para obter F e G de (4) faz-se :

1 ) u(k) = O

Com u(k).=O e (20) , obtêm-se, de (10)

z(k + 1) = (AI +A2Q3Q~1 )z(k) (24)
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Logo, a matriz de sistema F do modelo reduzido é igual a
obtida pelo método anterior.

2 ) x(O) = O

De (19), vem

este método é que o bloco 5 11 nao tenha autovalores iguais
aos do bloc0522 como pode ser visto na equação (30). Esta
restrição é fraca, devido a forma como os autovalores são
agrupados nestes blocos: os próximos do círculo unitário
em 5 11 e os próximos de zero em 5 22 .

Z(k)=2:::;Ql SL[ Ir T ]QTBu(t)

= 2:::; Q1 SLQ;l [Q1 QIT] QTBu(t)

A resposta de (4) ao estado zero é dada por

k-l

z(k) = I:: FtGu(t)

t=O

De AQ=QS chega-se facilmente a expressão

Comparando (26) e (25) usando (27), obtem-se

(25)

(26)

(27)

4 - EXEMPLO

Sejam A ,B e C as matrizes de um modelo discreto multi­
variável, dadas por

[J015
1.000000 o o

Jooo]o 1.00000 o
A= O o 1.00000

o o o
-0.02100 0.75360 -2.46150 2.74000

B=[g
o O o b ]To o 1

C = [ 1 O o o O ]

Fazendo a decomposição de Schur deste sistema, obtêm-se

(28)

Resta agora a obtenção da matriz T , para que se possa
calcular G usando (28). Usando (16) em (1) têm-se que

ou na forma matricial , com m = n - r

[ 0.2911
-0.7414 0.5417 0.2685 0.0031 ]

0.3493 -0.4028 -0.3734 -0.7356 -0.1876
Q = 0.4192 -0.0936 -0.5365 0.3620 0.6298

0.5031 0.1996 -0.1961 0.4096 -0.7077
0.6037 0.4893 0.4908 -0.2965 0.2595

s= [

1.2000 0.6550 0.7326 -0.9902 1.7690

]O 0.8004 1.3095 -0.4477 1.4378
O 0.0000 0.7095 -1.4473 1.4309
O o O 0.0174 -1.5329
o o o 0.0000 0.0127

[Sl1l1 S1112 S1113 S111r ][
T 11 T 1 2 T13

o S1122 Sl123 S112r T 21 Tn T23

o Sll rr T r1 T r 2 T r3

T 11 T12 T 1 3 T 1m ][
S2211 S2212 S2213

T 21 T22 T23 T2m o S2222 S2223

T r 1 T r 2 T r 3 T rm

[ 512 11 S1212 512 13 5121m ]S1221 S1222 S1223 S122m

512 r 1 512 r 2 512 r 3 512 rm

~~: ] = Os autovalores do si&tema podem ser expressos aprOXlma-
T rm damentepor

S221m ]
S222m + )'(Sl1) ':: (1.2,0.8,0.71) e
S22 mm

),(S22) ':: (0.0174,0.0127)
(29)

A forma especial destas matrizes permite obter os elementos
de T fac.ilmente. Assim, temos

Pode-se aplicar o método I retendo no modelo reduzido os
modos associados a 811 , uma vez que os valores absolutos
dos autovalores de 51 I estão próximos de um,enquanto os
de 5 22 estão próximos de zero.Usando (12) e (13)

Sl1ii- S22 jj

i = 1', ... , 1 j = 1, .... m
(30)

[
o

F= o
0.6815

1.0000
o

-2.3799
1.0~00 ]
2.7100

Para aplicar o método II, deve-se obter a forma complexa
de Schur. Entretanto, como neste caso os autovalores são
todos reais as forma.') são idênticas. Podemos então obter a

Percebe-se que este método exige um esforço um pouco mai­
or que o método anterior para se chegar ao modelo reduzi­
do. Entretanto, este esforço consiste na obtenção da forma
complexa de Schur e no cálculo dos rxm elementos da ma­
triz T usando (30), uma tarefa que envolve um número
finito de operações elementares. A única restrição para
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o
o

1.0307 ] T
-1.7935



matriz T usando (30)

[

-1.1621 7.1194]
T = 2.9255 -14.9281

-2.0912 6.6539

Usando T em (28) , obtêm-se G para o método II (uma vez
que F é igual para os dois métodos ),

Golub, G.R. e J .R.Wilkinson (1976). Ill-conditioned Ei­
gensystems and the computation af the Jordan
Canonical formo Siam Rev., V.8, p.578.

Golub, G.R. e C.F.Van Loan (1989) Matrix Computations.
The Johns Hopkins University Press.

5 - CONCLUSÃO

G=[ 5.5034
-13.4494

1.6299
-4.4181

0.0478 ] T
-0.1298

Jamshidi, M. (1983) Large Scaie Systems Modeling and
Controi, North Rolland, New York, pp.23-30.

Lastman, G.J. e N.K.Sinha (1985). A Comparison of the
Balanced Matrix Method and the Aggregation
Method for Model Reduction, IEEE Trans. on
Automatic Controi, AC-30, p.301.

Nos métodos de redução propostos, busca-se utilizar proce­
dimentos que garantam robustez e estabilidade numérica.
Isto é alcançado, uma vez que para para se obter os modelos
de ordem reduzida, computa-se a forma de Schur (método
I) seguida de operações algébricas elementares (método II).

Os modelos reduzidos obtidos pelos dois métodos são
idênticos aos obtidos por agregação modal, como em (Wil­
son, Fisher e Seborg, 1972). Em (Pernebo e Silverman,
1982), uma comparação entre os métodos de Agregação
Modal e de Transformação Balanceada é feita. Os métodos
aqui propostos possuem as características dos métodos de
agregação lá descritos com a vantagem de apresentar esta­
bilidade numérica e requerer menor esforço computacional.
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