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1. Introdução

o objetivo destas notas é apresentar, de modo introdutório, alguns problemas de

controle ótimo para sistemas lineares, formulados a partir de descrições matemáticas dos

mesmos em termos de funções de transferência (ou seja, no "domínio da freqüência"). Este

tópico foi retomado em meados da década de 70 nos trabalhos de Shaked (1976) e Youla,

Jabr & Bongiorno (1976 a,b) - onde foram considerados problemas de otimização cujos

funcionais de custo consistem, essencialmente, da soma de normas quadráticas ponderadas

de várias funções de transferência em malha fechada - após um longo período no qual

predominaram formulações baseadas em equações de estado (ou seja, "no domínio do

tempo"). Cabe ressaltar que a dicotomia "domínio do tempo/domínio da freqüência"

é, em certa medida, uma questão de perspectiva uma vez que, passando-se de funções

de transferências para suas realizações por equações de estado, pode-se converter uma

formulação no domínio da freqüência em sua contrapartida no domínio do tempo - de

fato, faz-se, atualmente uso corrente destas equivalências de modo a poder tratar cada

subproblema no ambiente mais adequado à sua solução.

A linha de pesquisa iniciada pelos trabalhos acima mencionados (que se poderia ge

nericamente denominar "controle H 2 de sistemas lineares") teve continuidade nos traba

lhos de Youla & Bongiorno (1985), Park & Bongiorno (1989), Park & Bongiorno (1990),

onde generalizações da formulação original foram tratadas - configurações mais gerais para

sistemas de controle foram aí consideradas englobando controladores com dois graus de

liberdade e/ou processos com funções de transferência a quatro blocos.

Um dos trabalhos iniciais desta seqüência, Youla et alo (1976b) introduziu a perspecti

va de "parametrização dos controladores estabilizantes" que veio tornar-se um componente

fundamental na literatura de teoria de controle linear na década de 80. Esta perspectiva,

associada à introdução das ''fatorações racionais" por Desoer et alo (1979) e Vidyasagar

(1985), e uma nova formulação proposta por Zames (1981) confluíram para o que se tornou

uma das subáreas de teoria de controle mais estudadas na década de 80 e que se poderia

denominar "controle H 00 de sistemas lineares" - uma vasta coleção de artigos foi (e tem

sido) escrita sobre este tópico e a monografia de Francis (1987) apresenta de forma concisa

um panorama do trabalho realizado até 1986.
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Pretende-se, nestas notas, apresentar de forma elementar, os componentes básicos das

formulações acima mencionadas e a resolução-de alguns dos problemas aí compreendidos.

Mais especificamente, serão completamente desenvolvidas as soluções para

(i) o problema de controle ótimo H 2 (à la Youla) para a configuração processo/controlador

mais geral, i.e.; processo multivariável com função de transferência a quatro blocos e

controlador com dois graus de liberdade.

(ii) o problema H oo monovariáve1 de maximização da margem de estabilidade relativa a

uma classe de perturbações não-estruturadas, através da resolução do chamado proble

ma de Nehari - qual seja, o problema de aproximação de uma função de transferência

instável por uma estável, onde o critério de aproximação é o supremo do módulo do

erro sobre o eixo jw.

Estas notas estão organizadas da seguinte forma: na seção 2, resultados básicos re

lativos à estabilização nominal e robusta de sistemas de controle em malha-fechada são

apresentados de forma concisa para tornar explicítos o contexto e os pressupostos para as

seções subseqüentes; na seção 3, o problema H 2 multivariável (à la Youla) é formulado

e resolvido em detalhe e na seção 4 o problema H oo monovariáve1 mencionado acima é

também formulado e resolvido.
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2. Estabilidade de sistemas de controle por retroalimentação

Objetivos desta seção: Definir estabilidade de um sistema de controle (P, C); apresentar

condições necessárias e suficientes sobre um dado P para que exista um controlador C tal

que (P, C) seja estável, e uma parametrização de todos os controladores C para os quais

(P, C) é estável; apresentar condições necessárias e suficientes sobre um controlador C

para que (P +E, C) seja estável para todo E cuja "magnitude" seja inferior a um valor

pré-especificado.

2.1 Estabilização nominal

Considere-se um sistema de controle linear representado esquematicamente por

~ li

"u 7,
/I e

~.

Figura 1

onde P e C são descritos por

P : [Y(S)] = [P1(S)P3(S)] [U(S)] = P(s) [u(S)]
z(s) P2(S)P4(s) d(s) d(s)

C : u(s) = [C1 : C2) [;] = C(s) [;] , sE q;

o símbolo "EB" na Figura 1 significa adição, i.e.,

(1).

(2)

z(s) = z(s) + v(s) u(s) = u(s) + w(s) (3)

•L •

Pi, C j são matrizes cujos elementos pertencem ao conjunto

Rp .t. {f : q; -+ <l'1 f é real-rational e própria}

(i.e., f é uma fração sobre o anel de polinômios de coeficientes reais e existe o limite de

f( s) quando s -+ (Xl).
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As variáveis denotadas por u, d, y e z são, respectivamente, as chamadas variáveis de

controle, perturbação, controlada e de medida. Consideram-se ainda duas outras variá\'eis,

v e w - a primeira leva em conta erros/ruído no processo de tornar z fisicamente acessível

ao controlador ou no processo de medir os valores assumidos por z; enquanto que w le\'a em

conta erros/ruído no processo de impor à variável '1 os valores prescritos pelo controlador

para a mesma.

o sistema de controle da Figura 1 é descrito pela aplicação que, a partir dos valores

das variáveis externas (ou exógenas) r, w, d e w, permite determinar os valores das variáveis

dependentes y,u e z, ou seja, pela aplicação (r(-),w(·),d(-),v(-)) ...... (y(·);u(·),z(-)).

A partir das equações (1) - (3), esta aplicação pode ser expressa por

onde

[
Y] [Fyru = Fur
z Fzr ~::] [~] (4)

[
Fyr Fyw Fyv] [PI ]Fur Fuw Fuv = I (I - C2 P2 )-1

Fzr Fzw Fzv P2

[
FFYudd ] [PII ] [ P03 ]- (1 - C2P2 )-1 C2 P4 +
Fzd P2 P3

(o argumento s das funções acima omitido) para toda matriz C de elementos em R p tal

que det [I - C2(S)P2 (s)] =f- O e [I - C2(=)P2(=)] é não-singular - observe que para tais

C2 ,(1 - C2 P2 )-1 E M(Rp ) onde M(Rp ) denota o conjunto das matrizes (de dimensões

apropriadas) com elementos em Rp .

A idéia básica para a definição de estabilidade (externa) de um sistema de controle

como o da Figura 1 é que a qualquer quádrupla de funções (r(-),w(-),d(-),v(-)) limitadas

em [0,=] correspondam y(-),u(-) e z(·) também limitadas em [0,=]. No contexto das

equações (2.1) e (2.2) onde as relações entre as funções r(-), w(-), d(-), v(-), y(-), u(-) e z(')

são dadas através das respectivas transformadas e onde P e C E M(Rp ), esta noção de

estabilidade é apreendida na seguinte definição.

I ~'finição 1
o sistema (P,C) da Figura 1 (ou o par (P,C)) é dito estável se
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det[l - C2 (OO)P2(oo)] =f oe F(P, C) é uma matriz de funções real-racionais, próprias e

sem polos no semiplano da-esquerda e no eixo imaginário, i.e., F(P, C) E M(S) onde

.c.
S = {f E Rp : sup 11(8)1 < oo}

R.(s)~O

As perguntas a serem aqui consideradas são, naturalmente, as seguintes:

(i) dado P E M(Rp ) que condições devem ser satisfeitas por C E M(Rp ) para que o par

(P, C) seja estável;

(ii) sob que condições em P existe C E M(Rp ) tal que (P, C) é estável;

(iii) quando existe C E M(Rp ) tal que (P, C) é estável, como caracterizar todos os contro

ladores estabilizantes, i.e., todos os C E M(Rp ) tais que (P, C) é estável.

Estas perguntas são completamente respondidas no teorema enunciado abaixo (devido,

essencialmente, a Nett (1986)). Como este teorema baseia-se em fatorações coprimas em

M(S), a definição correspondente é aqui reproduzida para conveniência do leitor.

Definição 2: (a) N E M(S) e D E M(S) são ditas coprimas à direita (c.o.d.) se existem

X E M(S) e Y E M(S) tais que XN + YD = I.

(b) N E M(S) e fJ E M(S) são ditas coprimas à esquerda (c.o.e.)
- - - --

e Y E M(S) tais que NX +DY = I.

Pode-se então enunciar o seguinte resultado fundamental.

se existem X E M(S)

\7

Fato O (Vidyasagar, 1985): Seja r E M(Rp). Existem Nó, D."N., e D-y E M(S) tais que

N., e Dó são c.o.d., e N., e D-y são c.o.e., e

Enuncia-se a seguir um teorema que resolve o problema de estabilização por retroali

mentação. Neste teorema são apresentadas condições necessárias e suficientes para estabi

lidade e uma parametrização explícita do conjunto de todos os controladores estabilizantes.

Uma demonstração elementar do mesmo pode ser encontrada em Corrêa (1992).

159



Teorema 1: Sejam P = [~:~:] , Pi E M(Rp ) , Pi = NiDil = DilNj fatorações

coprimas em M (S).

(a) Existe C E M(Rp ) tal que (P, C) é estável (i.e., Pé estabilizável) se e somente se

(a.l) Existe M I2 E M(S) tal que D2 = DIM 12

- -
(a.2) Existe M24 E M(S) tal que D2 = M24 D4

(a.3) Para todo (ou para algum) par (X, Y) e M(S) x M(S) tal que XN2+ Y D2 = I,

(P3 - PID2XP4) E M(S).

(b) Para um dado P E M(Rp ) que satisfaça (a.l) - (a.3), o conjunto Sc(P) de todos os

C E M(Rp ) tais que (P, C) é estável é dado por

Sc(P) = {C = (KN2+ yo)-I[R: (KD2 - X o)] : R E M(S) , K E M(S) tal que

[KN2 + Yo](oo) é não-singular }

onde (Xo,Yo) E M(S) x M(S) é uma solução particular de XN2 + YD2 = I·

(c) O conjunto correspondente das matrizes F(P, C) é parametrizado de forma afim por

(R, K) E M(S) x M(S) da seguinte forma:

NIR: NI(KN2 + Yo): N IKN4+ H o : N1(KD2 - X o)

F(P, C(R,R)) = T(R, K) = D2R: D2(KN2+ Yõ): D2KN4+ HJ1'14 :D2(KD 2 - X o)

N2R:N2(KN2 + Yo) :N2KN4+ H 2N4 :N2(KD2 - X o)

-~ -~-- ~ ~-I
onde N 1 = N IM 12 , N4 = M24 N4 , H o = P3 - PID2X OP4 , H I = D2X oD:; ,

H2 ~ (I - N2X O)D:;1 , Hi E M(S) , i = 0,1,2. V'

Comentários:

(1) A parametrização dos controladores estabilizantes dada no Teorema l(b) é conhecida

como parametrização de Youla. Isto se deve ao fato de Youla, Bongiorno e Yabr

(1976) terem obtido pela primeira vez uma parametrização deste tipo - para o caso

em que z = y e d = w (i.e., PI = P2 = P3 = P4) e com base em fatorações de matrizes

racionais onde os fatores são matrizes polinomiais e não elementos de M(S).

Fatorações de matrizes racionais onde os fatores são elementos de M(S) foram intro

duzidas por Desoer et alo (1980) e extensivamente estudadas por Vidyasagar (1985).

160



o caso de P com quatro blocos distintos foi tratado por Nett (1986), usando fatorações

em M(S).

(2) Para computar as matrizes que definem a parametrização acima para um dado P.

é necessário obter fatorações coprimas (N2 ,D2 ) e (N2 ,D2 ) e encontrar uma solução

(particular) (Xo,Yo) da equação XN2 + YD2 = I sobre M(S) x M(S). Métodos

computacionais efetivos para estes fins baseiam-se em realizações de P2 , i.e., matrizes

(A 2 ,B2 ,C2 ,D2 ) tais que

que definem equações de estado lineares correspondentes à aplicação U t-> Z = P2 u

(ver Nett et a!. (1984).

(3) A utilidade desta parametrização deve-se em grande parte ao fato de T(R, K) ser afim

em (R, K). Isto viabiliza a resolução de problemas de otimização formulados a partir

dos objetivos básicos para projeto de sistemas de controle tais como fazer com que "y

seja próximo de r" (i.e., tornar I - NI R "pequeno" pela escolha apropriada de R) e

atenuar os efeitos das perturbações d, v, w (Le., tornar N I (KN2 +Yo), (NI KN4 +Ho)

e RI(K[h - X o) "pequenos" pela escolha apropriada de K).

Apresenta-se agora um corolário do Teorema 1, no qual se estabelece uma condição

sobre C, freqüentemente encontrada na literatura, para que (P, C) seja estável.

Corolário 1: Seja P E M(Rp ) estabilizável e (N2 ,D2 ) uma (particular) fatoração c.o.e. de

P2 (i.e., P2 . N 2 D:;I). C E M(Rp ) é tal que (P, C) é estável se e somente se

C = D;I [NIe : Nel

Demonstração: Se (P, C) é estável então, pelo Teorema 1, C:.- De(K)-I[R: Ne(K)] para
- 6,- - 6,-

algum K E M(S) onde Ne(K) = KD2 - X o e De(K) = KN2 + to. Portanto

-f\;e(K)N2 + De(K)D 2 = -KD2 N2 + X ON2 + KN2 D2 + YOD2 = I + K(N2 D2 

D 2 N 2 ) = I.
- -

Por outro lado, se -NJi2 + D e D 2 = I, segue-se da solução geral da equação
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XN2 +YD 2 = I, que, para algum K E M(S),

(-Ne) = X o + r<D 2 , De =}ó - r<N2 ;

portanto, tomando-se K = -K, tem-se

Ne = -Xo + KD 2 , i5e = Yo +KR2 , para algum K E M(S) D

Para concluir esta seção, note-se que, para P estabilizável, as condições a serem sa

tisfeitas por C para que (P, C) seja estável dizem respeito exclusivamente a P2 (este fato

fica evidenciado pelo Corolário 1). Assim sendo, e tendo em vista que a partir deste ponto

P será sempre estabilizável, "( P2 , C)" substituirá "( P, C)" sempre que questões relativas

a estabilidade forem consideradas.

2.2 Estabilização robusta

No sentido de levar em conta o caráter de aproximação inerente ao processo de cons

trução de modelos matemáticos, é conveniente investigar não somente a estabilidade de

sistemas de controle (P2 , C), para um dado P2 , mas também a estabilidade de (?2' C) para

qualquer ?2 em certos conjuntos que contém P2 . Nesta linha, a questão básica tratada

nesta seção é da robustez da estabilidade em relação a uma classe de modelos Sp, ou seja:

Dados P2 E M(Rp) e Sp C M(Rp) tais que P2 E Sp, que condições devem ser

satisfeitas por C E M(Rp) para que, para todo ?2 E Sp, (?2' C) seja estável.

Cabe ressaltar que esta questão está associada a uma das motivações básicas para o

uso de controle por retroalimentação, qual seja: utilizar observações on line relativas ao

comportamento do sistema controlado, quais sejam {z( T) : Z < t} (i.e., retroalimentação),

para alcançar os objetivos desejados (no caso, estabilidade) a despeito de imprecisões na

obtenção do modelo P.

No sentido de simplificar a exposição que se segue, apenas erros estáveis em P2 serao

considerados (ao invés de se considerar erros nos fatores coprimos de P2 ). As incertezas no

processo de obtenção de um modelo matemático P2 são representadas por erros aditivos

não-estruturados cujas magnitudes tem limitações superiores conhecidas (ou estimadas).
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Especificamente, considera-se que P2 E Sp(P~, I) onde

SP{P~,,) = {P2 = P~ +E: E E M(S)

P~ E M(Rp ) I> O, Wt E U(S) ,

U(S) = {C E M(S) : C-I E M(S)},

IIWtEWrll oo < I}

W r E U(S)

. e deseja-se obter condições sobre C E M(Rp) para que, para todo P2 E SP(P~'I)' (P2,C)

seja estável. Este problema é resolvido no teorema enunciado a seguir para o qual uma

demonstração elementar pode ser encontrada em Corrêa (1992).

Teorema 2: Sejam Pf E M(Rp) , C E M(Rp) , N~ E M(S) e Dg E M(S) c.o.d. tais que

PJ = N~(Dg)-I.

• - LI. -o - LI. -o -o LI. - 0'- -Sejam Nc(K) = KD2-Xo,Dc(K) = KN2 -Xo e Q2(K) = WrD2N c(K)Wt o (P2,C)

\ é estável para todo P2 E Sp(PJ'I), onde I > O, se e somente se C = Dc(K)-I[N1C :Nc(K)]

\ para algum K E M(S) tal que IIQg(K)lloo < Ih V
}

o Teorema 2 dá condições necessárias e suficientes sobre C para que o sistema de con

trole permaneça estável em presença de erros estáveis E no modelo P~ cujas "m1l.gnitudes

sejam limitadas por I" (no sentido de IIWtEWrll oo < I)' Uma pergunta praticamente

equivalente -àquela respondida pelo Teorema 2 (e de grande motivação do ponto de vista

de engenharia) é, a grosso modo, a seguinte: dados P~ E M(Rp) e C E M(Rp) tais que·

(P~, C) é estável qual é a maior limitação sobre a "magnitude" de erros estáveis E (no

sentido de IIWrEWtll oo ) sob a qual a estabilidade de (Pf +E,C) pode ser assegurada.

Questões deste tipo dão origem, na literatura de controle, ao termo "margem de esta

bilidade" .. No sentido de apresentar o resultado dado pelo Teorema 2 sob este ângulo,

introduz-se agora uma definição de margem de estabilidade.

Definicão 1: Sejam P~ E M(Rp) e C E M(Rp) tais que (pf, C) é estável; considere-se uma.

família de classes de modelos {S(o:) : o: > O} tais que Vo: > O S(o:) C M(Rp ) , Pf E S(o:)

e V0:2 > 0:1 , S(o:I) C S(0:2)' A margem de estabilidade v do sistema de controle (P~,C)

relativa à família {S( 0:) : o: > O} é definida por

v=sup{o:>O : VP2 ES(0:) , (P2 ,C)éestável}

Pode-se então enunciar o seguinte Corolário do Teorema 2.
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Corolário 2: Sejam p~ , N~ e D~ como no Teorema 1, C = i\(K)-l [N\c:Nc(K)] para

algum K E M( 5). A margem de estabilidade do sistema (P~, C) relativa à farrn1ia

{Sp(P~, 0') : O' > ü} é igual a IIQg(k')lloo' 'V

Para concluir esta seção é interessante observar que a condição IIQg(K) 1100 :::; Ih asse

gura a est abilidade dos sistemas de controle (P2, C) para classes mais gerais que 5p(P~ , 0')

desde que P~ não tenha polos no eixo imaginário. Na realidade, sob esta hipótese relativa

a P~, o Teorema 2 e o Corolário 2 permanecem válidos se a classe Sp(P~ , 0') for substituída

por
Sp(P~,O') ~ {P2 = P~ + E: E E M(Rp) sem polos no eixo imaginário

tal que (P~ + E) e P~ tem o mesmo número de polos em

rt+, e sup II(WtEWt)(jw)11 < ,}
wER

(cf. Doyle & Stein (1981), Chen & Desoer (1982) e Glover (1986)).
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3. Controle ótimo quadrático

Objetivos desta seção: Expressar o objetivo básico de "tornar y próximo a r a despeito

dos efeitos de d, v e w" em termos de um problema de otimização quadrática definido so

bre o conjunto dos controladores estabilizantes. Apresentar condições para a existência

e unicidade de solução e caracterizá-la explicitamente.

Nesta seção estuda-se a questão da escolha de um controlador estabilizante C através

de problemas de otimização quadrática, tendo em vista os objetivos básicos de tornar y

"próximo" a r a despeito dos efeitos de w, d e v (ver Figura 1, seção 2). Considere-se,

neste sentido, o sistema de controle representado esquematicamente na Figura 1 (seção

2), onde o bloco P é caracterizado por P E M(Rp ) estabilizáve1. Pelo Teorema 2.1, para

um controlador estabilizante C = Dc(K)-l[R : Nc(K)], onde R E M(S), K E M(S), a

"variável controlada" y tem seus valores determinados pelas variáveis exógenas r, w, d e

v através da equação

y = Fyr(C)r + Fyw (C)w + Fyd( C)d + Fyv (C)v,

Devido à linearidade, o efeito de cada variável exógena corresponde a um dos termos

no lado direito da equação (1). Assim, tornar y "próximo" a r a despeito das "variáveis

de perturbação" w, d e v resume-se a tornar (1 - NlR)r "pequeno" e, concomitantemente,

tornar os termos em w, d e v da equação (1) também "pequenos". Além disso, tendo em

vista que estes últimos dependem apenas de K e que (I - fll R) depende só de R, pode-se

tratar separadamente os objetivos de "rastreamento de r por y" (i.e., tornar (I - f\rlR)r

"pequeno" e de "atenuação das perturbações w, d e v" (i.e., tornar "pequenos" os termos

correspondentes na equação acima).

?\o sentido de definir funcionais cuja otimização reflita estes objetivos é necessário ca

racterizar as classes de funções correspondentes à evolução no tempo das variáveis r, u, de

w que serão consideradas. É usual atribuir-se um grau de imprevisibilidade à evolução ao

longo do tempo destas variáveis (principalmente no que se refere às variáveis de perturba

ção), o que leva à adoção de caracterizações estocásticas para as mesmas (ver, por exemplo,
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Kwakernaak & Sivan, 1971). Nesta linha, uma abordagem comumente adotada consiste em

caracterizar matematicamente a evolução destas variáveis através dos chamados proces

sos estocásticos estacionários em sentido amplo (ver, Kwakernaak & Sivan, 1971), Youla,

Bongiorno & Jabr (1976a,b), (Kucera & Sebek, 1985), (Youla & Bongiorno, 1985), (Park

& Bongiorno, 1989). Para evitar a necessidade de se introduzir definições e apresentar

fatos básicos sobre processos estocásticos (que fugiriam ao escopo destas notas), ao invés

de apresentar estas formulações, vai-se introduzir uma outra "classe de sinais" para as

quais os objetivos básicos a serem atingidos através da escolha de C levam a problemas de

otimização idênticos àqueles mencionados acima.

Neste sentido considere-se o conjunto

S" = {ç E Si : ç = <P,,~ para algum ~ E Si tal que 11~lloo = SUPWERII~(jw)112 ::; I}.

onde

<P" E M(S) é tal que J~oo tr[<p~(jw),p,,(jw )]dw < 00.

Note-se que, para qualquer ç E S,,' IIWw)112 < 11,p,,(jw)11 11~(jw)112 < 11,p,,(jw)ll, Vw E IR,

i.e., ç tem "magnitude" limitada em cada jw por 11,p,,(jw)ll.

Se y" = M"ç para algum ç E S,,' onde M" E M(S) então
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Portanto, Ya é de "quadrado integrável" e um limite superior sobre IIYall, é dado por

IIYall, :::; IIMa<PaIIF'

Retornando à equação (1), ao se admitir que r E Sr, W E Sw, d E Sd e t' E Sv

(Se" Q = r, w, d e v, definido acima) pode-se então considerar que os objetivos básicos para

a escolha de C-(ou de (R, K)) correspondem à minimização dos termos

IIU - Mr)<Prll~ , II-MAall~ ,Q = w,d e v onde

M w = lV1(K2V2 +Yo)

Assim, no caso de se considerar apenas um sinal de perturbação, por exemplo t". uma

formulação natural para a escolha de C seria determinar R e K a partir dos problemas de

otimização

min IIU - l~\R)<Prll~ e
REM(S)

Para o caso de se desejar também levar em conta os termos relativos a W e/ou d

poder-se-ia tomar, para a escolha de K, o problema

onde os coeficientes reais, não-negativos {Pa} permitiriam dar maior ou menor ênfase aos

vários sinais em questão, Há, contudo, um outro aspecto relevante (mesmo no caso em que

se considera apenas um termo IIMa<Pa II~) que diz respeito ao fato de ser frequentemente

indesejável que a ação do controlador acarrete "valores grandes" para a variável u (por

razões de segurança, conservação de equipamento, consumo de energia, etc). Por isso é

conveniente considerar os efeitos de r, w, d e v sobre u que, pelo Teorema 1, são dados por

e definir para cada sinal um funcional correspondente, qual seja,

Ja(K) = IIMa<Pall~ + P~IIMa<Pall~

1J(R) = IIU - Mr)<Prll~ + P~IIMr<Prll~
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onde Mr = D 2 R , Mw = D 2 (KN2 + Yo) , Md = D 2 KN4 + HJV4 , Mv = D 2 (KD2 - X o)

e os coeficientes reais positivos {p~} permitem penalizar a "magnitude" da variável u.

Pode-se então definir

--I

e escolher R e K a partir dos problemas de otimização

Po. > O

min J](R)
REM(S)

e min J2 (K)
KEM(S)

(3)

No sentido de analisar estes problemas de otimização é conveniente reescrever J, na

forma de um único termo quadrático mais um termo linear (em R para i = 1 e em K para

i = 2). Para este fim note-se que J] (R) e cada J0.( K) podem ser escritos na forma

onde a = r,d,v e w , X substitui R (quando a = r) ou K (a = d,v e w)

M: =N 2 <pw , M; = N4 <Pd , M; = D2 <pv , M; = <Pr

Fw = N]Yo<Pw , Fd = HO<Pd , Fv = -N]Xo<Pv , Fr = -<Pr

Fw = D 2YO<Pw , Po. = H]N4 <Pd , Pv = -D2 X O<Pv , Pr = O

Por outro lado, para Me E M(S), X E M(S), Mr E M(S), F E M(S) tais que

J~oo tr[F(jw)* F(jw)]dw < 00 e J~oc tr {[MeKA1Ajw)] * [MeKMr(jw)]dw < 00,

IIMeKMr + FII~ = IIFII~ +21: tr[F(jw)* Me(jw)K(jw)Mr(jw)]dw

+ 1: tr{[MeXMr(jw)]*[MeXMr(jw)]dw

(4)

(5)

(onde foi usado, em particular, o fato das funções em questão serem real-racionais). ou

seja,

IIMeXMr + FII~ = IIFII~ + 21: tr[F(jw)*Me(jw)X(jw)Mr(jw)]dw

+ 1: tr[Me(jw)* Me(jw)X(jw)Mr(jw)Mr(jw)* X (jw)*]dw
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Portanto, admitindo-se que para Q: = w, d, v tem-se p~ = pU

Ja(K) = (1IFall} + pUIIFall;)

+ 2i: tr{[Fa(jw)" N] (jw) + pU Fa(jw)" D2(jW)]K(jw)M~(jw)}dw

+i: tr[8(jw )K(jw)M~(jw)M~(jw)"K(jw )"]dw

(note que G-(jw) = G(_jw)T = [G(jw)<f = G(jw)* pois G é real-racional. )

Tendo em vista que

tr[8(jw)K(jw)M~(jw)M~(jw)"K(jw)"] = tr[K(jw )"8(jw )K(jw)M~(jw)M~(jw)*]

pode-se então escrever

h(K) = L (1IFall; + pUIIFall; + 2i: tr{[L Pa=:a(jw)]* K(jw)}dw
a=w,d.L' Q

+i: tr[K(jw)"8(jw)K(jw)<li(jw)]dw

onde

(7)

<li = L PaM~(M~)- , Pv = 1 , =:a- = M~{Fa-NI + pU (Fa)-D2} (8)
o=w,d,v

Analogamente,

JI(R) = i: tr{R(jw)*8r(jw)R(jw)<li r(jw)}dw + IIFTII}

+2 i: tr[=:r(jw)* R(jw )]dw (9)

d ;o. Á Á - - ;o. N- 8 ti. 1Ü -N uD -Don e "'r = 'l'r'l'r ,'::'r = - "'r I e -r = i'] 1+ Pr 2 2

169



É interessante observar que só foi possível escrever h (R) e J2 (K) com um único termo

quadrático em R ou K porque {Jo}, Cl' = w, d, v, dados por (4) são casos particulares da

forma

onde p~ = p~ , lv[~ = Al~ e lv[~ = IV l , M~ = D 2 - o que decorreu de se ter construído

o critério quadrático a partir das duas primeiras linhas da matriz T(R, K) sem omitir

um dos elementos de cada coluna considerada. Em várias situações é necessário usar

termos quadráticos que não satisfazem estas condições - por exemplo, para formular e

resolver problemas de controle ótimo quadrático relevantes para o caso de conjuntos de

sinais persistentes (ao invés de sinais de "quadrado integrável" como em So) é necessário

introduzir funcionais quadráticos bem mais gerais (ver Corrêa et aI., 1991; Silveira &

Corrêa, 1992). Nestes casos, para se obter um critério com apenas um termo quadrático

tem-se que lançar mão de produtos de Kronecker o que acarreta um aumento considerável

das dimensões das matrizes em questão.

I
Mais concretamente, se J(X) = L 11M;XM[ + Fdl;', pode-se escrever

i=l

I

J(X) = L II[Mf 0 (M[)T]X + Fjll~
i=l

onde para

A = [ali';' a
1q

] e
alI ... a(q

Portanto,

I ;""J(X) = L {IIFjll~ + 2 Fj(jw )*[Mf 0 (M[)T](jw)X(jw)dw
t=l -00

;

00 *
+ -00 X(j wr{[M/0(M[f](jw)} [Alf0(M[)T](jw)X(jw)dw
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...

ou seja,

I 00 I .

J(X) = L IlFdl} + 21 {L Fj(jw)*[Mf @ (M[)T](jw) }X(jw)dw
i=l -00 i=l

+I: X(jw)T(jw)X(jw)dw

I
onde r Ll. l: [Mf @ (Mf)TnMf @ (Mn T].

i=l

Os problemas quadráticos definidos acima são casos particulares do .problema

(10)

min J((J) = 100

tr[(J(jw)*é(jw)(J(jw)<Í>(jw)]dw + 2100

tr[=:(jw)*(J(jw)]dw (11)
BEM(S) -00 -00

onde é E M(Rp ) e <Í> E M(Rp ) são para-hermitianas (i.e., G E M(Rp ) é para-hermitiana

se G- = G), definidas não-negativas em j IR e tais que

sup Ilé(jw)11 < 00
wER

sup II<Í>(jw) II < 00,
wER

onde para F E M(Rp ) i 2 [F](s) Ll. 52 F(s),

=: E MtRp) , sup 11=:(jw)11 < 00 e
wER

- note-se que sob estas condições J((J) é definido para qualquer ,8 E M(S) e que,

introduzindo-se a notação RLoo Ll. {j E Rp : f não tem palas em j iR}, é, <Í> e

=: E .H(RLoo ).

Vai-se agora estudar o problema de otimização definido em (11). A grosso modo, a

idéia básica é tentar convertê-lo em um problema do tipo

min IIB - AIXArll~
EM(S)

ou seja, em um problema de aproximação de um dado B por um elemento da imagem de

}v1(S) pela aplicação X ...... AIXAr . Neste sentido note-se inicialmente que, como
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8(s) E M(RL oo )e 4>(s) E M(RL oo )
são para-hennitianas, segue-se do Teorema da Fatoração Spectral (cf. Youla, 1961: An

derson & Moore, 1979) que existem t/J E M(S) e </;17 E M(S) tais que

Vs E q:+

Portanto,

det[t/J(s)] #' ° , det[</;u(s)] #' ° e 4> = t/Jr, 8 = t/Ju -t/Ju

ir [/3(jw )*8(jw)f3(jw )4>(jw)] = tr[B(jw)* t/Ju(jwr t/Ju(jw )f3(jw )t/J(jw )t/J(jw)*]

= tr{[ t/J(jwr f3(jw)* t/Ju(jwrMu(jw )f3(jw )'</;(jw)]} =>

J(f3) = IIt/Juf3<P II} + 2 J':oo tr[:=:(jw )*,B(jw )]dw ou ainda

J(f3) = II</;uf3</; II} + 2 J':oo tr{[ó-l(jw):=:(jw)*t/J;;I(jw)][t/Ju(jw)B(jw)t/J(jw)]}dw (12)

Admitindo-se que B.c:. -(t/J;;I)-=:(r l )- E M(RL 2 ), onde

RL2 = {f E R p : f não tem polos em j IR e L: f(jw)* f(jw)dw < oo}

pode-se somar IIBII} a J(f3), chegando-se,'a partir de (12) a um problema de otimização

equivalente ao definido em (11) qual seja

(13)

Antes de exammar o problema definido em (13) cabe aqui um comentário s0

bre a hipótese B E M(RL 2 ). Como B E M(Rp ) esta hipótese é satisfeita se e se::
mente se B não tem polos em jlR e idB] E M(Rp ), onde idF](s) .c:. sF(s). Ora;

idB] = -id( t/J;;I )-:=:( t/J-I n = -( t/J;;I )-i2 [:=:]{ idt/J] -I}- e por hipótese i2 [:=:] E M(Rp );

portanto se </;17 e idt/J] forem bipróprias, então idB] E M(Rp ) - note-se que a condição ir!4>1

biprópria é compatível com a hipótese inicial de "i2 [4>] E M(Rp )" já que esta é equivalente

a "i l [t/J] E M(Rp )"; note-se também que a condição "t/J" biprópria" pode ser assegurada

em termos dos dados do problema original, qual seja, minKEM(s) J2(K), tomando-se D2

biprópria e pU > 0, Em relação à exigência de que B não tenha polos em jIR, note-se

que, por hipótese, :=: não os têm; portanto, se det[t/Ju(jw)] #' °e det[t/J(jw)] #' 0, pará.
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todo w E IR, então B não tem polos em jIR - em termos dos dados do problema original

a condição "det[<;I>".(jw)] f= O, para todo w E IR" é garantida para pU > O sempre que

det[i\\ -lV1 ] e det[D2 - D21 não possuírem zeros comuns em JIR; analogamente, a condição

"det[<;I>(jw)] f= o, para todo w E IR"

é garantida para p", > O , a = w, d, v sempre que { det[M~(M~)-]}, a = w, d, v não

possuírem zeros comuns em j IR.

Vai-se agora analisar o problema de otimização definido em (13). Note-se, inicialmente,

que, para todo 13 E M(S) , t/;".13t/; E M(S) enquanto que B ti M(S). Por outro lado,

tomando-se a expansão em frações parciais de cada elemento (Bhl de B e grupando os

termos correspondentes a polos em {s E q; : Re( s) > O} e em {s E q; : Re(s) < O},

conclui-se que B E M(RL"",) pode ser escrito na forma

onde B+ E M(S) e

IIB - <;1>".134>1 I}

IIB - t/;".13<;1>II}

Além disso, como idB] E M(Rp ), pode-se tomar B+ e B_ tais que idB+l E M(Rp )

e idB_] E M(Rp ). Pode-se então escrever

II(B+ - <;1>".13<;1» - B_II} ou seja,

IIB+ - <;1>".13<;1>1 I} + IIB-II} + 2I: tr[(B_nB+ - <;I>".13<;1»(jw)]dw

(14)

Note-se que tr[(B_nB+ - <;I>".13t/;)] E S (já que (B_)-,B+,13 e <;I> E M(S)). Além

disso, i2[tr{(BnB+ - <;I>".13<;1>)}] E Rp (já que idB+],i1[B_] e i 1[<;I>l E M(Rp )). Portanto,

pelo Lema A.l (ver apêndice desta seção)

I: tr[(B_ nB+ - <;1>".13<;1> )](jw)dw = O

Segue-se então de (14) que

Conclui-se, portanto, que sob as hipóteses adicionais

(H.l) \:fw E IR, det[<;I>".(jw)]f= Oe det[<;I>(jw)] f= O
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(H.2) </;" e id</;l bipróprias

os problemas de otimização

miniJEM(S) J((3) (definido em (11)) e mineEM(S) IIB+ - ó",B,pII}

são equivalentes. Examinando-se este último, observa-se imedia.tamente que se

Ora, t/J;;I B+</;-I não tem polos em CA (pois B+ não os tem e pelas hipóteses H.I e H.2,

t/J;;I, </;-1 também não os têm). Além disso,

Portanto </;;;1 B+</;-I E M(S), e a única solução do problema mineEM(S) J((3) é

(3 "', -I [_( A -I )-=( ,-I )-] A.-I
opt - 'P" '1'" - 'P +'1'

Estes resultados relativos ao problema de otimização definido em (11) são coletados

em um Lema enunciado a seguir.

Lema 1: Sejam 0 E M(RL oc,), <ÍJ E M(RL oo ) para-hermitianas e definidas não-negativas

em j IR, e :=: E M( RLoo ) tais que

...

(H. I) Vw E IR. det[0(j",,)] =J O e det[<ÍJ(jw)] =J O

(H.2) 0 e i 2 [<Í?] são bipráprias.

Então, o problema de otimização

min J((3) = 100

tr[(3(jw)'é(jw)(3(jw)<ÍJ(jw)]dw + 2100

tr[:=:(jw)"(3(jw)]dw
BEM(S) -00 -00

Demonstração: A hipótese (H.O) garante que J((3) é definido para todo (3 E M(S). Note

se a seguir, que como é E M(RL oo ) e <Í? E M(RL oo ) são para-hermitianas, segue-se do
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Teorema da Fatoração Spectral (Anderson & Moore, 1979) que existem t/J" E .\1(5) e

cP E M(S) tais que t/J" - t/J" = 8 , t/Jr = 4 e

'ris E 1)+ , det [t/J,,(s)] i= O e det [t/J( s)] i= O (15)

Além disso, pela hipótese (H.1), a condição (15) é válida também no eixo JIR. i.e.,

'ris E cr+ det [t/J,,( s)] i= O e det [t/J(s)] i= O (16)

Segue-se então de (16) e da hipótese (H.2) que t/J;;I E M(S) e que, para

lJ E IR+ , (t/Jv)-I E M(S), onde ~v(s) ~ (s + lJ)t/J(s).

Por outro lado, para J.l E IR, tem-se que:=:1' E M(RL 2 ), onde :=:I'(s) ~ (s + J.l):=:(s)

(já que i2 [:=:] E M(Rp ) e :=: E M(RL oo )). Portanto,

B = _(4);;1 r-:=:( t/J -I )- = -( t/J;;In -=.( -v)]( t/J~I)- E M(RL2 ).

Assim

J((3) = I1t/J,,(3t/J1 I} +2 J~oo tr{[(t/J-I:=:-t/J;;I)(t/J"f3t/J)](jw)}dw e

J(8) + IIBII} = IIB - t/J,,(3t/JII} (17)

Escrevendo-se B = B+ + B_ onde B+ E M(S) , (Br- E M(S) , B+ E M(RL 2 ) •

B_ E M(RL 2 ) , segue-se de (17) que

J(3) + IIBII} = IIB+ - t/J,,(3t/JII} + IIB_II} + 21.: tr[(B_nB+ - t/J,,(3t/J)](jw)dw (18)

;"Ias, pelo Lema A.1, J~oo tr[(B_~B+ - t/J"f3t/J)](jw)dw = O e, portanto,

J((3) + IIBII} -IIB_II} (19)

Portanto, para todo (3 E M(S),
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J(f3) = IIE_II} - IIEII} + IIB+ - 9"f3opt</J + 9,,(f3opt -13)</JII} <=}

J(/3) = IIB_II} -IIBII} + 11ç),,(f3op t - B)</JII} <=}

J(f3) - J(l3o p t) = 119,,(Bopt -B)911} 2: o

onde a igualdade se verifica se e somente se 13 = ,Bopt O

Comentários: (i) Há uma simetria entre é e 4> que, por simplicidade, não foi explorada no

enunciado do Lema 1; na realidade o Lema 1 continua válido se é e 4> forem permutados

nas hipóteses (H,O), (H.l) e (H.2).

(ii) A hipótese (H.O) (ou a hipótese correspondente com a substituição de 4> por ê) é

necessária para assegurar que J(f3) seja definido para todo 13 E M(S).

Aplicando-se o Lema 1 aos problemas de otimização minKEM(s) h(K) e

minREM(s) J I (R) chega-se ao controlador estabilizante que atinge os objetivos básicos

de cú.ltrole (no sentido da minimização dos funcionais h e J2 ) para as classes de sinais

{Sc>},a = r,d,v,w. Este é o conteúdo do teorema enunciado a seguir.

Teorema 1: Considere-se o diagrama de blocos da Figura 2.1 onde o bloco P é descrito

por P = [~~~~] E M(Rp ) estabilizável e os sinais r,d,v e w pertencem, respectivamente,

aos conjuntos

C r,~ cEc>.C_' C I cESEC>t I Ilcll <I} - d"'c> - \> '- '" . '" - ti'c>\' para a gum ",a que '" cc _ ,a - r, ,v, w

onde 0 0 E A1(S) n M(RL2 ). Tomem-se fatorações coprimas Pi = N;D;l, i = 1,2,

P2 = 15:;1 iír2 com DI, D 2 e D2 bipróprias.

Suponha-se que

(i) Para todo w E IR, det[MI2 (jw)] =I- O, onde D 2 = D 1 M 12 ( a existência de M 12 E S

decorre da estabilizabilidade de P)

(ii) id4>rJ e i4>d4>v] são bipróprias

(iii) detl9r], det[</Jv] e det[9w] não tem zeros em jIR. Se K opt (definido abaixo) é tal

que [Kopt (00 )N2 ( 00) + Y'o( (0)] é não-singular, então o controlador estabilizante que

minimiza (simultaneamente)
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il(c) = 11[1 - Fyr(C)]~rll} + P~llFur(C)~rll} e

i 2(C) = IlFyv(C)~vll} + pUllFuv(C)~vll}+

L p"{llFy,,(C)~,,II} + pUllFu"(C)~,,II}}
cr=d,w

para p~ > O, pU > O, pw > O e Pd > O, é dado por

c = (Kopt N2+ yo)-I[Ropt : (Kopt D2 - X o)], onde

R t. -!, -I [ (-!,-I )-= ( '-I)l -!,-I K" t. -!, -I [ (-!, -I )-=(-!,-I)l -!,-I
opt - 'l'er - 'l'er ~r <P r +'l'r, opt - 'l'e - 'l'e ~ 'I' + 'I' ,

:=: = ~" p" :=:" :=:r, 6 r, 6, cI> e cI>r são definidos pelas equações (6), (8) e (9), ~er, óe, ~r

e ~ E M( 5) são fatores espectrais, a saber 6 r = ~er- ~er , 6 = ~e- ~e , cI>r = Órór- ,

cI> = ~~-, cujos determinantes não tem zeros em q;+ e X ON2 +YoD 2 = 1 V

Demonstracão: Pelo Teorema 2.1 o conjunto de todos os controladores estabilizantes é

dado por

{C(R,K) = (KN2+ Yo)-I[R: (KD2 - X o)] R E M(S) , K E M(S) tal que

[KN2 + Yo](oo) é não-singular }

Note-se que idC(R,K)] = JI(R) e i 2[C(R,K)] = J2(K) onde JI e J2 são definidos

em (11) e (12), portanto a demonstração será concluída aplicando-se o Lema 1 aos prob

lemas minREM(S) JI(R) e minKEM(S) J2(K). Para tanto, vai-se agora demonstrar que as

hipóteses (H.O), (H.l) e (H.2) são satisfeitas por estes problemas.

Considere-se primeiro o problema em R. Como cI>r = ~r~r- e :=:r - -NI - or~r

segue-se de ~r E M(RL2) e NI E M(S) que i2 [cI>rl E M(Rp ) e i2[:=:r] E M(Rp ).

Como il(~r) é biprápria (devido ahipótese (ii) do enunciado do teorema) i2 [cI>rl é

biprápria. Além disso, 6 r = NI-RI + P~D2-D2 = M I2 -[NI-NI + p~(DI-DI )].'v[12 e

portanto, segue-se de (i), do fato de NI e DI serem c.o.d., de p~ > O e de DI e D 2 serem

bipróprias que 6 r também é biprápria e det[6 rJ não tem zeros em fIR. Finalmente, segue

se de (iii) que det[cI>r] também não tem zeros em JIR. Portanto, o Lema 1 se aplica ao

problema minREM(S) JI(R) cuja única solução é R opt '

Considere-se agora o problema em K. Como
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0= NI-NI + pU D2-D2 = M 12-(NI-NI + pU(DI-DI )]

<I> = (D2rPv)(D2</>v)- + Pd(N4<Pd)(N4rPd)- + Pw(N2<Pw)(N2rPw)-

:=:- = (D2<Pv)[Fv- NI + pU(i\)-D21+ Pd(N4<Pd)[Fd- NI + pU(Fd)-D2]+

Pw(N2<Pw)[Fw-NI + pU(F,;TD2]

segue-se de <Pc> E M(RL2) , NI,N2,N4,D2,D2 E M(S), que i 2 [<I>] E M(Rp ) e

Além disso, segue-se de (i), do fato de N I e Dl serem c.o.d. e de Dl e D2 serem

bipróprias que, para pU > O, 0 é biprópria edet[0] não tem zeros em JIR. Examina-se

agora a possibilidade de que det[<I>] tenha zeros em JIR. Neste sentido, admita-se que

::Iwo E IR tal que det[<I>(jwo)] = O <=> (já que <I> é para-hermitiana)

::Iv E q! , v =I- O tal que v*<I>(jwo)v = O <=>

v*rD2(jwo)<!>,(jwo)] = O, Pdv*[N4(jwo)rPd(jWO)] = O, PwV*[N2(jwo)rPw(jwo)] = O =>

(como pw > O)

""'I

] = O (20)

Por outro lado, como N2 e D2 são c.o.e. (i.e., N2X + D2Y = I), para todo v E q! ,

- - [X(.)],,* f n => "*[-'\'2(S) D2(s)] y(.) = v* =I- 0, para todo s E~;

Portanto, v*[N2(jwo)D2(jWO)] =I- O.

Segue-se então de (20) que existe v = [VI V2] =I- O tal que

vj<Pw(jwo) = Oe v2<Pv(jwO) = O.

Então det[rPv(jwo) = O ou det[rPw(jwo)] = O, o que contradiz a hipótese (ii). Portanto

det [<I>1não tem zeros em j IR.

Resta demonstrar que i2 [<I>1é biprópria. Neste sentido note-se que

i 2 [<I>] = -{(D2idrPv])(D2idrPvW + Pd(N4idrPc>])(N4id<pd]r+
+ Pw(N2id<Pw])(N2id<PwW
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Portanto deti2[</>](00) = O :::} 3v E q! , v =1= O tal que v·.z32(00)i 1 [</>v](00) = O o que

contradiz o fato de D 2 e i 1 [</>v] serem bipróprias. Desta forma, o Lema 1 se aplica ao

problema minKEM(S) J2 (K) cuja única solução é K opt ' O

Comentários: (a) A hipótese (i) pode ser relaxada colocando-se mais termos nos funcionais

J1 e J2 . Na realidade, adicionando-se a J1 o termo p:IIN2R</>rll} e a h

a existência e unicidade de solução dos novos problemas assim definidos são asseguradas

sem a hipótese (i). E com as correspondentes modificações em 8 r , CPr, 8 e cp as expressões

para as soluções ótimas Ropt e K opt continuam válidas. A adição destes novos termos cor

respondentes a todo o último bloco-linha da matrix T(R, K) mantém a estrutura específica

que torna possível evitar o uso de produtos de Kronecker na caracterização das soluções

ótimas em questão (ver comentário que se segue à equação (8)).

(b) Às hipóteses (ii) e (iii) não são significativamente restritivas já que o papel das funções

{</>o} é a de suprir limites superiores nas "magnitudes em cada freqüência" dos sinais

r, d, w e v.

(c) Note-se que, como é sempre possível escolher Yo biprópria, então para todo P tal que

P2 é estritamente próprio, i.e., lim._oo P2(s) = O (ou seja, onde a "ligação" entre u e

z é dinâmica e não instantânea) a condição "K(00)N2 (00) + Yo(oo) não é singular" é

satisfeita para todo K E M(S).

(d) Uma crítica freqüente à formulação de problemas de controle ótimo quadrático é a

ausência de garantias a priori de que os controladores ótimos resultantes correspondam

a sistemas de controle com margem de estabilidade satisfatórias (cf. Safonov et al.

(1981), Doyle & Stein (1981), Zames (1981)). De fato, conforme a seção anterior,

margens de estabilidade correspondem, em certos casos importantes, a limitações na

norma 00 de funções afins de K (e não a limitações em normas quadráticas) e a

otimização destas margens de estabilidade é o tópico da próxima seção. Esta situação

pode, contudo, ser mitigada adicionando-se ao critério L 2 outros termos quadráticos.

Neste sentido, em (Youla et al., 1986) (Youla & Bongiomo, 1985) e (Park & Bongiomo,

1989) adicionam-se certos termos específicos cuja inclusão permite ainda caracterizar
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as soluções ótimas sem lançar mão de produtos de Kronecker (o que acarretaria um

aumento considerável nas dimensões das matrizes em questão); entretanto, para que

se possa manipular efetivamente a margem de estabilidade no âmbito de controle

ótimo quadrático, é conveniente considera! termos quadráticos mais gerais quando

então torna-se necessário definir matrizes para-hermitianas via produtos de Kronecker

(conforme discussão que se segue à equação (8)). Em um ou outro caso chega-se a

problemas de otimização aos quais se pode aplicar o Lema 1.
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Apêndice da seção 3

Lema A.1: Seja f E S tal que i2 [f] E Rp . Então 1~oo f(jw)dw = O

Demonstração: Considere-se o caminho Cp, p > O

11'

---+------\;p,..---->.

'11'

Figura 1

Pode-se então escrever

r f(s)ds = JP f(jw)dw + r f(s)ds
lcp -p lcp

onde Cp = Cp - {jw : w E [-p, p]}. Como f E S, Vp E IR.+ 1. f(s)ds = O.
Cp

Portanto,

Vp E 1R.+ j p f(jw)dw = - ( f(s)ds
-P lcp

(A.I)

V=!-5~ agora demonstrar que 1c f(.5)d•• -+ O quando p -+ 00. Neste sentido, note-se
p

f R . [f] R - f() l3oS·+··+fJ. alque como E p e l2 E P' entao s = "+'+0,.'+' '+"+o••q+.'+o.+. para gum

)
k+l k+·q > 2 , (130, ... , /3k E IR. e (C'l, ... , D:k+q) E IR. q. Portanto,

1 1"'/2 J"'/2I f(s)dsl = I j[g(v)]peiVjdvl < p lj[g(v)J1dv
Cp -"'/2 -"'/2

onde 9 : [-71)2,71)2] -+ q; , g( v)= peiv .

Ora,

If(s)1 = I~ 13t
Sk

-
t

I <~ l13tll s l
k

-
t

L sk+q + ... + D:k+ - L IsH-q + ... + D:k+ 1
t=o q 1=0 q

Além disso,
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e, então,

Isk+ q + ... + ak+q! > Isk+ql-lalSk+q-l + ... + ak+ql·

Vs tal que Isl > 1, Isk+q + ... + ak+ql < Islk+q - (k + q)alslk+q-l

onde a A max{lail : i = 1,"', k + q}.

Segue-se de (A.3) e (A.4) que para todo s tal que Isl > 1,

. I ( )1 li 1 ""k 1.ou seja f s < l-(k+q)olsl-l Isl' L.Jl=O jSjT'

e como Ig(I/)1 = p, If[g(I/)]1 < l-(k+~)op-l :,2:;=0 -} para todo p > O,

v.lde p = max{IPll: e= O,'" ,k}

7J 1 1
If[g(I/)]1 < 1 _ (k + q)ap-l pq 1 - rho- 1

Segue-se, então, de (A.2) e (A.5) que para p > 1

r 7J 1 p
1 Jo

p

f(s)dsl < 1 _ (k + q)ap-l 1.;.... p-l pq 'Ir

(A.4)

(A.5)

e como q > 2,

portanto

O< Em '1 f(s)dsl < J''lrlim~ = o;
p-oo • pq

_ Cp

Emp _ oo IJo
p

f( s )ds I = o. o

Comentário: Deste lema, segue-se, de forma imediata, a ortogonalidade dos subespaços

RH2 e RH:; de RL 2 , onde

RL 2 = {f E Rp : f não tem polos em jlR e J::oo f(jw)* f(jw)dw < oo}

RH2 = {f E RL2 : f E S} , RH:; = {f E RL2 : r E S}.
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4. Margem de estabilidade e otimização em H 00

Objetivos desta secão: Formular um problema de maximização de margem de esta

bilidade de um sistema de controle (P, C), para um dado P, como um problema de

otimização em Hoo ; dar condições suficientes para a existência e unicidade de solução

para este problema de otimização

Na seção 2, foi apresentada uma definição de margem de estabilidade relativa à famílias

monoparamétricas de conjuntos de modelos. A partir desta definição enunciou-se um

corolário (Corolário 2.2) do Teorema 2.2 que caracteriza a margem de estabilidade de um

sistema de controle estável, (P~, C), relativa a perturbações estáveis não-estruturadas, i.e.,

à fanu1ia {Sp(P~,O:'): O:' > O} onde

Por este corolário, a margem de estabilidade de (P~, C), onde

c = (KN2 + Yo)-l[R: KD2 - X o] , R E M(S) , K E M(S),

relativa à {Sp(P~, 0:'): O:' > O} é dada por IIQg(K)II;;;,l onde

'0 ~. o -o .Q2(K) = Wl D2(KD2 - XO)Wr .

Nesta seção vai-se estudar o problema da escolha do controlador estabilizante C que

maximiza esta margem, ou equivalentemente, da escolha de K E M(S) que minimiza

IIQg(K)lloo. É importante ressaltar que este problema tanto pode ser um objetivo priori

tário per si de projeto de um sistema de controle como prover elementos a partir dos quais

seja possível combinar o aspecto da margem de estabilidade com os objetivos tratados na

seção anterior (ver, por exemplo, Corrêa et alo 1991).

O problema estudado a seguir, qual seja, minKEM(S) IIlVl Dg(KDg - Xo)lVrll oo e pro

blema formalmente análogos foram tratados por Zames (1981), Zames & Francis (1983),

Francis & Zames (1984), Francis, Helton & Zames (1984), Glover (1984), Safonov & Verma

(1985), Glover (1986), Francis (1987), entre outros.
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No sentido de simplificar a exposição que se segue apenas o caso de Pf E Rp (e não

pf E M(Rp )) será considerado; quando então, o problema em questão se torna

min Ilb. + a.KII=
KES

(1)

Note-se inicialmente que o problema em (1) é o de aproximar um dado b. E S por

um elemento da imagem de S pela aplicação K ...... a.K. É claro que se esta aplicação

é sobrejetora (se e somente se a;l E S) então K o = -a;lb. é solução ótima. Ora, por

hipótese W. é biprópria; e D~ pode ser tomada biprópria. Assim, este problema só é

não-trivial quando a. tem zeros em f/:+, ou seja, quando Pf ~ S. Neste caso (Dg)-l ~ S

e K o = -a;lb. = XO(Dg)-l ~ S, não sendo, portanto solução.

A idéia básica da abordagem deste prolema aqui apresentada é converter o prolema

de a!,wximaçil.O de b. E S em {a.K : K E S} em um problema de aproximação de

f E Rp(f q. S) em S - observe-se que, utilizando expansão em frações parciais, pode-se

"projetar" f em S e em (Rp - S), de modo que, ao fazer esta conversão, torna-se evidente

que o cerne deste problema diz respeito à parte instável de f assim obtida.

Tome-se, então, uma fatoração de a. que" separe os zeros em q;+ dos outros zeros",

i.e., a. = ainae, onde ain E S , ae E S são tais que, para todo w E IR , lain(jw)1 = 1 e,o

para todo sE q;+, ae(s) -10 - isto é sempre possível pois se a. = n_dnt onde os polinômios

de coeficientes reais n_, n+ e d são tais que n+ e d não tem raízes em q;+ e n_ não tem

raízes em q;~ U UIR}, então pode-se tomar ain =~ , ae = (n_~-nt
(n_)

Tem-se então

Ilb. + a.KII= = Ilb. + ainaeKII= °llain(a;:l b. + aeK)II= , =*

Ilb. + a.KII= = sUPwER lain(jw)1 l[ain1b• + aeK](jw)\ = Ilain1b. + aeKIIL~

(pois lain(jw)1 = 1), onde IlgIIL~ ti sUPwER Ig(jw)l.

Escrevendo a;:lb. = b++L onde b+ E S e L é tal que lim._= L(s) = Oe (L)- E S,

tem-se

(2)
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Suponha que a. não tem zeros em j IR. Como, por construção, ae(s) =I O para todo

5 E q:+ e a. é biprópria, então a;l E 5j tomando-se então K = Ko + 6.K onde

Ko .:l _a;l b+ E 5 e 6.K E 5 tem-se

e como a aplicação 6.K ...... ae6.K (definida em 5) é bijetora o problema definido em (1) é

equivalente ao problema

IJ.lin IIL -lllL oo

fES

conforme a proposição enunciada a seguir.

(3)

Proposição 1: Sejam b. E 5 e a. E 5 tal que a. é biprópria e não tem zeros em j IR. Então,

existe

K opt E 5 tal que Ilb. + a.Koptll oo < Ilb. + a.Klloo para todo K E 5

se e somente se, existe

~~-'~ f L ,- r RH b E 5 e b + b - a-Ib
""................. \ v _ } "-...l 2, + - + - 1n " .

~

para todo ! E 5,

~

Além disso, dada uma solução !opt do problema (3), K opt

solução do problema (1).

-a;l(j;,pt + b+) é

V'

Demonstração: Suponha que exista K opt E 5 solução ótima do problema (1). Então,

devido a (2),

Ilb. + a.Koptll oo = IIL + (b+ + aeKopdllLoo = 11h- + ae6.opt llL oo

::; Ilb. + a.Klloo = IIL + (b+ + aeK)IILoo VK E 5

onde 6.opt = a;lb+ + K opt ' Como a;l E 5, à. aplicação de 5 em 5

"K ...... b+ + aeK" é sobrejetora e, portanto, segue-se da desigualdade acima que
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11h- + aeÊl.optIIL= < 11h- -lIIL= para todo 1E S. Definindo-se 10pt = -aeÊl.opt , tem-se,

então,
~

Vi E S.

~

Suponha agora que exista iopt E 5 solução ótima do problema (2). Então

...... ...... -} ......
11h- - ioptllL= = 11(h- + b+) - (lopt + b+)IIL= = Ila in b. - (lopt + b+)IIL=

< 11h- - ilIL= = Ila~,1b. - (I + b+)IIL=

para todo i E S. Portanto, como a aplicação de 5 em 5 "i>-+ i + b+" é sobrejetora,

ou ainda, como a aplicação de 5 em 5 "x>-+ aex" é também sobrejetora,

Ora, Vw E IR , lain(jw)1 = 1. Portanto, segue-se da última desigualdade que

sup la~l(jw)1 Ib.(jw) +a.(jw)Kopt(jw)1
"'ER

::; sup la~l(jw)1 Ib.(jw) + a.(jw)K(jw)1 VK E 5
"'ER

Ilb. + a.Koptll oo < Ilb. + a.Klloo VK E 5

já que a., Ko~t e b. E S.

Vai-se agora estudar o problema de otimização

IEinllio -lliL= onde (10)- E 5 e lim iO(8) = O
/ES '-00

o

(4)

segundo a abordagem de Adamjan, Arov e Krein (1971), cujo passo iIÚcial consiste em

relacionar IlilIL= com a norma induzida de um operador definido por f. lIÚcialmente, é

necessário introduzir a seguinte notação:
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Loo = {g(j.): IR -> q;: ess SUPwER Ig(jw)1 < oo}

L 2 = {g(j.) : IR -> q;: para todo T E IR+ existe a integral Ih (g) = J!.'T Ig(jw)jZdw

e sUPTER+ "'T(9) < oo}

(por simplicidade notacional vai-se escrever 9 E La em lugar de g(j.) E La , a = 2,00)

Note-se que com a nonna Ilglloo = ess sUPwER Ig(jw)1 < 00 L oo é um espaço de

Banach e que, com o produto interno < I, 9 > t. J:::'oo f(jw )Cg(jw )dw, L 2 é um espaço de

Hilbert (Hoffman, 1962; Rudin 1966).

Hoo = {g: q;+ -> q;: 9 é analítica e sUPsEA-lg(s)1 < oo}

H2 = {g : q;+ -> q;: 9 é analítica, "Ia > Oexiste o limite

.,,(g; a) = limT_oo J!.'T Ig( a + jw) 12 dw e sUP,,>o .,,(g; a) > O}

Note-se que com as nonnas Ilglloo = sUPsEA- Ig(s)1 e IIgl12 = sUP,,>o .,,(g; a) Hoo e H2

são espaços de Banach (espaços de Hardy) - cf. (Duren, 1970; Hoffman, 1962).

Para uma função 9 E Hoo (ou 9 E H2 ) existem os limites g(jw) = lim,,_o g(a + jw)

para todo w E IR - 59' onde 59 tem medida nula e 9 E Loo (ou 9 E L2 ) - ver (Duren,

1970) ou (Hoffman, 1962). Por um ligeiro abuso de notação vai-se identificar 9 com 9 e,

neste sentido, H oo é um subespaço fechado de L oo (H2 é um subespaço fechado de L 2 ) 

para 9 E Hoo (g E Hz ),

Analogamente, definem-se H;;' e H:; trocando-se q;+ por q;_ e "a > O" por "a < O"

nas definições de H;;' e H:;; existem as funções 9 E L oo ou 9 E L 2 definidas por limites de

g( a +jw) quando a -> Opela esquerda e, identificando 9 e g, H;;' e H:; são respectivamente

subespaços fechados de L oo e L 2 • Além disso H:; é o complemento ortogonal de H 2 em

L 2 (Teorema de Paley-Wiener) - cf. Rudin (1986). As projeções ortogonais de v E L 2 em

H2 e H2- são denotadas por v+ e v_o

Definem-se ainda RLoo , RL 2 , RHoo , RH2 , RH;;', RH:; onde RX = Rp nx - note-se

que RLoo e RL2 foram definidos na seção anterior,
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RHoo = 5 e RH2 = {g E 5: lim._oog(s) = D} e que a ortogonalidade de RH2 e RHi é

uma conseqüência imediata do Lema 3.A.l.

Pode-se agora enunciar o seguinte lema (ver Francis, 1987).

Lema 1: (a) Seja 9 E Loo ' Então

Ilglloo = sup IlgvllL, = sup IlgvllL,
B,(L,) B,(H,)

onde B 1(X2 ) = {v E X 2 : IlvllL, = I}, X = L,H.

(b) Seja 9 E RLoo ' Então

Ilglloo = sup IIgvllL, = sup IlgvllL, = sup IlgvllL,
B,(L,) B,(H,) B,(RH,)

Somente a parte (b) do Lema 1 será de fato utilizada no desenvolvimento subseqüente

- esta parte é demonstrada no Apêndice. Para uma demonstração da parte (a) ver (Francis,

1987).

o Lema 1 estabelece a igualdade entre a norma de 9 E L oo e a norma induzida do

operador Zg : L 2 ---+ L 2 , Zg(vJ = gv e entre a norma de Zg e a norma induzida de sua

restrição a H2 , i.e., ZglH2 : H2 --> L 2 . A partir deste lema chega-se imediatamente a um

limite inferior no valor do funcional Jo : Hoo ---+ lR'+ , Jo(li = lIio - JIIL~, onde ia E Loo ,

qual seja

lIio - JIIL = sup IIUo - J)vlli, =
B,(H,)

e como J E Hoo , Jv E H2 para todo v E H2 e, portanto, (Jv)- = D. Tem-se, então

e, portanto,

(5)
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É claro que se 10 E S atinge este limite, i.e., se

então 10 é solução do problema definido em (4).

Vai-se agora investigar se, sob condições apropriadas, este limite inferior é atingido.

Neste sentido, note-se inicialmente, que {vd é uma seqüência em B 1(H2 ) tal que

iIUoVk)-IIL, -> sUPB,(H,) II(fov)-IIL, e 10 atinge o limite inferior, então

IIUovo)-IIL, = sup IIUov)-IIL, (6)
B,(H,)

e 10 atinge o limite inferior dado por (5), então 10 = v~IUOVO)+' Pode-se, então, enunciar

a seguinte proposição.

Proposição 2: (a) Dado io E L oo ,

(b) Se existe Vo E B 1(RH2 ) tal que IIUovo)-IIL, = sUPB,(H,) IIUov)-IIL, então ou

10 = v~IUovO)+ E S e atinge o limite inferior em (a) (sendo portanto solução do

problema (4)) ou este limite inferior não é alcançado em S. 'V

A Proposição 2 sugere que se investigue se existe Vo E B 1 (RH2 ) que satisfaça a

condição (6). Se tal Vo existir deve-se então v~rificar se 10 = v~IUovo)+ E S e se, de fato,

esta função atinge o limite inferior dado por (5). Se todas estas questões forem respondidas

positivamente, ter-se-á demonstrado que 10 é solução do problema dado por (4).

Considera-se a seguir a questão da existência de Vo E B1(RH2) que satisfaça a condição

(6). Para explorar, na análise desta questão, o fato de io ser real-racional, é conveniente

lançar mão da transformada de Fourier complexa F (ver Rudin, 1966) e dos espaços F(H2 ),
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F+ :H2 -> L2 [0,(0)

g ....... g(t) = 1/2"I: g(jw)ejwtdw , tE [0,(0)

L :H:; -> L 2 ( -00, O]

g ....... g(t) = -F+[g-](-t) , tE (-00,0]

F :L2 -> L2 ( -00,(0)

g ....... (F+[g+])e + (P-[g-])e

e onde, para j E L 2 [0,(0) (ou L 2 ( -00, O]), (J)e denota a extensão de j para (-00, O) (ou

(0,00)) dada por (J)e(t) = °para t E ( -00, O) (ou t E (0,00)). Algumas propriedades de

F relevantes para o desenvolvimento subseqüente são enunciadas a seguir.

Lema 2: (a) Sejam 9 E L 2 e 9 = F[g]. Então IlgIIL ~ J~oo Ig(tWdt = IlgIIL.

(b) Sejam 9 E L 2 , g+ e g_ as projeções ortogonais de 9 em H 2 e H:;, respectivamente.

Então,

{
F[9+](t) = F[g](t), Vt E [0, (0)

F[g+](t) = 0, Vt E (-00, O)

e {F[9_](t) = F[g](t), Vt E (-00,0]

F[g_](t) = 0, Vt E (0,00, O)

(c) Sejam 9 E L 2 n L oo , h E L 2 , 9 = F[g] , h = F[h]. Então gh E L 2 e

F[gh](t) = I: g(t - T)h(T)dz Vt E IR

Ora, lo E RH:; e RH2" C RH;;,; portanto lo E L 2 n L oo . Segue-se,então, do Lema

2(c) que Vv E H2 ,F[Jov](t) = J~oojo(t- z)v(z)dz ,t E IR e, portanto, pelo Lema 2(b).

F[(fov)_](t) = I: Jo(t - z)v(z)dz t E (-00, O] (7)

Mas v E H 2 , o que implica v(t) = O , Vt E (-00, O) e, portanto, segue-se de (7) que

F[(fov)_](t) =100

Jo(t - z)v(z)dz
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Devido ao Lema 2(a), IIUov)-IIi, = IIF[(fov)-]IIi, e este fato juntamente com a

expressão (8) permite explorar efetivamente o fato de lo ser real-racional na análise da

questão da existência de Vo que satisfaça a condição (6). Neste sentido, note-se inicialmente

que, como lo E RH:;, existem A E IRnxn , b E IRn , c E IRn tal que

(i) os autovalores de A são polos de lo

(ii) lo(s) = cT(sI - A)-Ib, Vs E q'tal que s não é polo de lo

(iii) os Gramianos

G r A 1
00

exp( -At)bbT exp (-ATt)dt e Ge A 1
00

exp (-ATt)ccT exp (-At)dt

são não-singulares (ver Lema A.1).

Portanto, Jo(t) = cT exp (At)b , t E (-00, O]. Segue-se, então, de (8), que

F[(fov)-l(t) = 100cT exp {A(t-r)}bv(r)dr , tE(-oo,O]{o}

F[(fov)_](t)=cTexP(At)loo exp(-Ar)bv(r)dr tE(-oo,O] (9)

Fazendo [uI···un](r) A bT exp (-ATr ), r E [0,00), decorre do fato dos autovalores

de A t.erem parte real positiva que Uk E L2 [0,00). Além disso, o subespaço gerado por

UI, . , , ,Un (denotado por Su) é fechado - por ser de dimensão finita segue-se então do

Teorema da Projeção Ortogonal (Naylor & SeU, 1971) que v E L 2 IO, 00) pode ser escrito

como v = V e + VI, onde Ve E Su e VI E (Su).L e, portanto, obtém-se a partir de (9)

F[(fov)_l(t)=cTexP(At)loo exp(-Ar)bve(r)dr, tE(-oo,O] (10)

Seja fUI, ... , u n } uma base ortonormal para Su, isto é, Uk E Su e

ou seja, [UI· .. un] = [UI··· un]Me, para algum Me E ~xn tal que
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(note-se que a dimensão de Su é n devido ao fato de Gr ser não-singular). Pode-se então

escrever V e = [UI· .. unja onde a E q:n é tal que

e, assim, segue-se de (10) que

F[(fov)-](t) = cT exp (At) [['" exp (-AT)bbT exp (_ATT)dT] Mea <=:>

F[(fov)-l(t) = cT exp (At)GrMea

ou, fazendo Me = G;I/2 , F[Uov)_](t) = cT exp (At)G~/2a (11)

Segue-se então do Lema 2(a) e de (11) que

IIUov)-IIL = a*G~/2 [[°00 exp (ATt)ccT exp (At)dt] G~/2a = a* [G~/2GoG~/2] a
(12)

Ora, se v E B 1 (H2), decorre do Lema 2(a) e do fato de ii = F+[v] = V e + VI que

Por outro lado, IIUov)-IIL depende so de a (devido ao (12)). Portanto, dado

v E B J (H2 ) existe v E B 1(H2 ) tal que

(basta tomar a = 11';11. a se a =I- Oou a =I- Ose a = O).

Isto implica que o T/H = sUPvEB,(H.) IIUov)-IIL. é alcançado em B 1(H2 ) se e somente

se T/H é alcançado em B 1(H2 ) n Su, ou equivalentemente, se existe ao E q:n tal que

IIaol12 = 1 e

(13)

quando então Vo LI. [UI·" un]ao é tal que
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Como B 1((f') é um conjunto compacto e formas quadráticas em q;n são aplicações

contínuas, existe ao E B1((f') que satisfaz (13), ficando então assegurada a existência de

Vo E B 1(Hz) que satisfaz a condição (6) - conforme sumarizado na proposição enunciada

a segUIr.

Proposição 3: Seja vo(s) ~ bT(sI +AT)-IG;I/2ao , Vs E Çl'tal que det(sI +AT ) f O,onde

ao E JRn é um autovetor unitário associado ao maior autovalor de (G~/2GOG~/Z). Então,

Vo E RHz, IIvol12 = 1 e

Demonstração: Note-se inicialmente que, por construção, G r é simétrica positiva definida

e portanto G~/2 é não singular. Além disso,

é sim<'-trica. Portanto, seus autovalores são reais e a cada um deles estão associados au-

tnvt?1ores f,'a.is.

DelJ 'onstra-se agora que Vo E RHz. Para isto observe-se que

Vo( s) = d (1 ) bT[cof (sI + AT)fG;I/ZaO é real-racional
et sI + A

Como os autovetores de A estão em Çl'+, os de ( - AT) estão em Çl'_; portanto Vo não

tem polns em rr+. Além disso lim._oo vo(s) = O pois o grau do polinõrnio det(sI + A) é

maior do que o grau do polinõrnio bT (cof (sI + A.T )jTG;I/2 ao . Portanto Vo E RH2.

C01lJ respeito a Ilv112, decorre do Lema 2(a) que

Ilvoll~ = 11F+[volll~ = 100

a6G;I/Z exp (-At)bbT exp (-ATt)G;I/2 ao dt

Ilvoll~ = a6G;I/2 [1 00

exp (-At)bbT exp (-ATt)dt] G;'/2 ao

ou seja Ilvoll~ = a6G-;I/2a = Ilaoll~ = 1
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Para concluir a demonstração note-se que devido au Len~d. 2 e a (12)

e Vv E B 1(H2) , II(fov)-IIL = 0*G~/2GoG~/20 para algum o E q;n tal que 110112 < L

Portanto,

II( I' v) 11 2 < À[GI/2 G GI
/
2]0*0 < À[G I

/
2G G I

/
2 JlO - L, _ T o r _ r O T

e aSSIm,

onde X(X) denota o maior autovalor de X. o

A Proposição 3 estabelece a existência de Vo real-racional que satisfaz a condição (6).

Segue-se, então, da Proposição (2) (b) que só 10 = võl(fovo)+ pode atingir o limite inferior

de {Ilfo -lIIL~ : i E Hoc} dado pela Proposição (2) (a).

Scrâ() agora examinadas as seguintes questões:

(b) O lilllite inferior de Ilio -lllL oo para i E Hoc dado por (5) é atingido por 10, i.e.,

sI1PJEH~ Ilfo - fl!L~ = Ilio - 101lLoo

se as respostas a estas questões forem positivas então io e solução do problema

minJE5 11/0 - IIILoo '

Com relação a (a), note-se, inicialmente, que se Vo tem zeros em <r+ estes zeros podem

s~r 1'.,10:' de lo, quando então 10 rt S. Na realidade, quando Vo tem zeros em <r+, se 10 E 5

então esl<;~ L:cros de Vo são taÍnbém zeros de (fovo)+. No sentido de investigar a relação

entre os zeros de Vo e de (fovo)+ em <r+, considere-se a seguinte proposição

Proposição 4: Vv E RH2 , Ilvin(fove)- - (fov) -IIL = II(fove)-IIL -1I(fov)-IIL

onde v = VinVe, Vw E 1R,lvin(jw)1 = 1, Vs E <r+,vo(s) oi- O.
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Demonstração:

<=}

Ilvin(fOV9)- - (fov)-IIL = II(foV9)-IIL + II(fov)-IIL - 2Re < Vin(fOV9)-, (fOV)- >

já que Vw E IR, IVin(jw)1 = 1.

Por outro lado,

< Vin(fOV9)-, (fov)- > = < vin(fOV9), (fov)- > - < vin(fOV9 )+, (fov)- >,

pois (foV9)- = 10V9 - (1oV9)+, e, então

< vin(fOV9)-,(foV)- > = < Vin(fOV9),(foV)- >

já que vin(fOV9)+ E H 2 e (fov)- E H:;.

Portanto,

< 10v, (fov)- >

< (1ov)-,(1ov)- >

Assim,

1!0",(lov9)- - (fov)-IIL = II(foV9)-IIL + II(fov)-IIL - 211(fov)-IIL <=}

Ilvm (foV9)- - (fov)-IIL = II(foV9)-IIL -11(fov)-IIL
o

Segue-se da Proposição 4 que "Iv E RH2 , II(foV9)-IIL, > II(fov)-IIL, (onde v = Vin V9,

Vin e 110 como no enunciado da mesma); por outro lado, como Vo satisfaz a condição (6),

escrevendo-se Vo = v?nv~, onde onde Vw E lRlv?n(jw)1 = 1 e Vs E q;+, v~(s) =1= O, chega-se

a

II(fovo)-IIL, > II(fov~)-IIL,

pois v~ E B j (H2 ) (já que Ilvolb = Ilv~lb). Portanto,

II(fovo)-IIL, = II(fov~)-IIL,

o que, justamente com a Proposição 4, implica em
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Segue-se, então que

(loVo)+ = fovo - (lovo)- = Vin[fOVO - (lov~)-l =}

10 = 1)01 (loVO)+ . v;l[foV8 - (lOV~)-] = v;I(10V~)+

Vê-se assim que se Vo tem zeros em (j:+, (fovo)+ tem os mesmos zeros e, portanto, 10
não tem polos em q;+. Desta forma, a questão (a) acima resume-se a 10 não ter polos em

- -JIR e ser própria, ou equivalentemente, a fo ser limitada em JIR (i.e., fo E RL=). Note-se

ainda que, como

- 1e fo E RL=, fo E RL= se e somente se Vo(lovo)- E RL=. A questão (a) pode então ser

re-escrita da seguinte forma

(14)

Com relação a (b), note-se que

portanto,

de forma que a questão (b) pode ser re-escrita da seguinte forma:

(15)

A proposição enunciada a seguir estabelece uma relação entre Vo e (fovo)-, a partir

da qual estas questões são respondidas.

PLOJ!osição 5:

onde a6 é o maior autovalor de G~/2GoG~/2.

Demonstração: Pela Proposição 3, voes) = bT(sI + A T )-IG;I/2 ao (ou seja,
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Vo - [UI - - -.un]ao). Segue-se, portanto, de (11) que

(Jovo)-(s) = cT(sI - A)-IG~/2ao, ou definindo --Yo ~ G-;I/2 ao ,

Assim,

vo-( s )vo(s) = --y[( -sI + A)-l W(sI +AT)-l--yO =

_ --y[(sI - A)-lbbT(sI + AT)-I--yO

[(Jovo)-]~(s)[(Jovo)-l(s) = --y[Gr(-sI - AT)-lccT(sI - A)-IGr--yO =

- --y[Gr(sI + A~)-lccT(sI - A)-IGr--yO

(17)

Por outro lado não é difícil verificar que os Grarnianos Gr e Go satisfazem as seguintes

equações de Lyapunov (cf. Francis, 1987)

(18)

Segue-se então de (18) que

e, analogamente,

ou seja,

De (17) e (19) tem-se então

vo-(s)vo(~) = ---y[{-Gr(sI + AT)-l + (sI - A)-lGrho =

= --y[Gr(sI + AT)-I--yO - --y[(sI - A)-IGr--yO (20.a)

[(fovo)-ns)[(fovo)-l(s) = ---y[Gr{Go(sI - A)-l - (sI + AT)-lGo}Gr--YO

= ---y[GrGo(sI - A)-IGr--yO + --y[Gr(sI + AT)-IGoGr--yO (20.b)
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Note-se, a seguir, que como [C;/2 CoC ;/2]ao = 0"6ao onde 0"6 é o maior autovalor de
1/2 1/2 _

C, CoC, ,entao

2(C- 1 / 2 ) C C (C- 1/ 2 )O"o , ao = o , , ao

Segue-se então de (2D.b) que

(21)

e portanto, devido a (2D.a) ,

o

Retornando então à questão (b) na forma dada por (15), note-se que como Vo e (fovo)

são real-racionais; '<Iv E H 2

Ilv~l(.foVO)_vIIL, = 1: vC(jw){[(.fovo)_nv;;-l)-v;;-l(fovo)_v}(jw) dw , ou seja,

Ilv~·)(fovo)_vIIL = 1: vC(jw){[vO-VO)]-l(foVO)_ -(.fovo)-]}(jw)v(jw) dw

e portanto, pela Proposição 4,

Tem-se então

sup Ilv;;-l(foVO)_vIIL, = 0"0
vEB,(H,)

Por outro lado, devido ao Lema 2( a) e a (12)

seguindo-se então, de (22), que

sup Ilv;;-l(foVO)_vIIL, = II(fovo)-112 = 0"0
vEB,(H,)
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o que responde afirmativamente a questão (b).

Pode-se então enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1: Seja 10 E RH;. O problema de otimização min1ERH~ 1110 -111 tem como

única solução 10 = v~l(foVO)+' onde para A. E lRnxn
, b E lRn

, c E lRn tais que

Gr e Go são não-singulares,

vo( s) = bT(sI +.4T)-l G;1/2 ao e ao é um autovetor unitário associado ao maior autovalor

de G~/2GoG~/2. V

Com base neste teorema e na Proposição 1 resolve-se o problema de otimização da

margem de estabilidade relativa a perturbações estáveis.

É este o conteúdo do teorema apresentado a seguir.

Teorema 2: Sejam p~ E Rp , p~ = Ng(Dg)-l onde Ng E S , Dg E S coprimas e Dg é

bipróprj"" Seja W. E U(S). Suponha-se que Dg(jw) # O, 'r/w E lR. Então um controlador

esta!>ilizante

C=(KNf+Yo)-1[R: KDg-xol onde RES, KES

maximiza a margem de estabilidade em relação à faml1ia

a>O

K' K ~ -1(7 b)se e somente = opt = -as JO + + ,

para as e b+ como na Proposição 1 e 10 como no Teorema 1 (para 10 =·b_).
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Apêndice da seção 4

Demonstracão do Lema l(b):

Note-se, inicialmente, que (como g E L oo )

\:Iv E Lz, IlgvllL = (27r)-1 I: Ig(jwWlv(jwWdw

~ IlgIIL (27r)-1 I: Iv(jwWdw = IIgllL IlvllL

Portanto,

(1)

sup IlgvllL < sup IlgvllL ~ sup IlgvllL < IlglIL (2)
vEB,(RH,) vEB,(H,) vEB,(L,)

Vai-se agora demonstrar que \:Ig E RLoo ,

sup IlgvllL = IlgIIL
vEBdRH,)

isto concluirá a demonstração já que (2) e (3) implicam em

(3)

A demonstração de (3) será feita a seguir apresentando-se, para um dado g E RL x ,

uma seqüência {vd C B1 (RHz) tal que IlgvkllL -+ IlgIIL·

Observe-se, inicialmente, que para g e v real-racionais

{[gv](jw)}< = [gv]( -jw); portanto,

\:Ig E RL oo , \:Ig E RLz, IlgvllL = (27r)-1 I: l[gv](jw)IZldw = (27r)-1 100

I[gv](jwWIÚ...;

(4)

Considerem-se agora seqüências {J.Ld C RHz definidas em função de WQ E JR.+ e

{éd C JR.+ tal que ék -+ Oquando k -+ 00, i.e.,

(5)
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Como Vk E IN, /-Lk E RH2 e /-Lk =1= O, pode-se definir

onde

a propriedade da seqiiência {{Lk} de relevância para esta demonstração é o fato da "energia

de {Lk (j.) : IR -> q; se concentrar em torno de Wo e (-wo) quando k -> 00"; este fato é

enunciado de forma precisa na seguinte proposição

Proposição A.1: Sejam Wo E IR e {éd C IR+ tal que ék -> O quando k -> 00. Então,

~ JI.(wo) l{Lk(jWWdw -> 1, quando k -> 00, e portanto,

{ [
(211")-1 j l{Lk(jW)1 2dw + (211")-1 j l{Lk(jW) 12 dw] -1\{Lkll~} -> O

I.(wo) I.(-wo)

quando k -> 00,

Ora, devido a (4), Vg E RLao , Vwo =1= Oe Vk tal que Ók < Wo (ou, no caso de Wo = O,

Vk E IN),

Ilg{LkllL = (11")-1 {ao \[g{Lk](jwWdw = (11")-1 j 1[9{Lk](jw)12dw
lo h(wo)

+ (11")-1 j, l[g{Lk](jwWdw
R+ -I.(wo)

Por outro lado,

inf Ig(jw)1 2(1I")-lj l{Lk(jW)1 2dw
wEI.(wo) h(wo)

< (11")-1 ( l[g{Lk](jw)dwl <
lI.(wo)

'. sup Ig(jwW(1I")-1 ( l{Lk(jwWdw
wEI.(wo) lI.(wo)

e como 9 é contínua e Ók -> O

(6)

(7)

inf Ig(jw)1 2 -> Ig(jwo )12

W E Ik(wo)
(8)

sup Ig(jw)12 Ig(jwoW->

W E h(wo)
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Segue-se, então, de (7), (8) e da Proposição A.1 que

·(9)

Pode-se agora demonstrar a proposição dada por (3) para o caso em que 9 E RL co

é tal que IlgIIL~ = Ig(jwQ)1, WQ E IR. (sem perda de generalidade WQ pode ser tomado em

IR.'+). Neste sentido, note-se que de (1) segue-se que IlgiikllL < IlgIIL = Ig(JwoW.

Decorre, portanto de (6) (já que bk -+ O quando k -+ (0) que

o que, juntamente com (9), demonstra que IlgúkllL -+ Ig(jwoW = IlgIIL.

Demonstra-se agora a proposição dada por (3) para o caso em que 9 E RLco é tal

que IlgIIL~ = lim Ig(jw)l· Neste sentido, tome-se a seqüência {J.tl} C RH2 definida
w-co

por /.t1(5) tl /.Lk(S;Wk,ék) onde {wd C IR.+,Wk -+ 00 quando k -+ 00. Note-se que

II/.Lklb = II/.Lklb = (,k)-l = é;I/2 de modo que {Jik = T'k/.Ll} C B 1(RH2 ).

01':'1, Vir tal que Wk > bk

e, então, devido a (1), Vk tal que Wk > bk

Além disso,

de modo que

inf (1l')-1 r IJik(Jw)1 2 dw < IlgJikllL < IlgIlL
wEI.(w.) lI.(w.)

Ora, pelo argumento utilizado na demonstração da Proposição A.1
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e, como, lU8k -+ O, l~ -+ O e Wk -+ 00 quando k -+ 00, então

Por outro lado, como limw _ CXJ Ig(j,,:W -+ IlgJll=, Wk -+ 00 e 8k -+ 00, então

inf Jg(jwW -+ lim Ig(jwW = Ilglll
wEI«w.) W-CXJ =

Segue-se, então, de (10)-(12) que

Demonstracão da Proposição A.I:

Note-se, inicialmente que, devido a (4)

Iljikll~ = 1 = (")-1 1CXJ

Ijik(jWWdw

= (")-1 J Ijik(jw)12dw + (")-1 r Ijik(jWWdw
I'<wo) } R+ -I.(wo)

e, portanto, é suficiente demonstrar que fR+-I.(wo) Ijik(jw)12dw -+ O quando k -+ 00.

Neste sentido, note-se que \/w E IR

4w21
ijik(jW)J2 = lei + (w + wo)2] lei + (w - WO)2]

e, portanto, como

(11)

(12)

o

<

Assim
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Ora, para Wo # Oe k tal que bk < Wo

1 1 1wo
-., 1 100

1
"""--"""--=-2 dw = dw + dw

Ri--/.(wo) (w-wo) o (w-woF woH.(w-woF

E para Wo = O

r 1 dw = r .!.-dw = 2-
1Ri--I.(wo) (w-wO)2 1•• w2 bk

Assim, para Wo # O e k tal que bk < Wo

e para Wo = O

1 4 2
O< litk(jWWdw ~ 'Yk

Ri- -I.(wo) bk

Portanto para {bd tal que bk --+ O e li/•• --+ O (por exemplo, bk = Ik e Ik --+ O),

Vwo E IR+.
r litk(jwWdw --+ O

1Ri- -I. (wo)

A demonstração é concluída observando-se que li = êk - de fato.

Ilflkll~ = 1/27rjoo [ . -]2[s . )].
-00 S - (êk + JWo) S - (êk - JWo

-2s
. [s + (êk + jwo)][s + (êk - jwo)] I.=jw

dw
{:}

2 -4s2

IIflkl12 = [s - (êk + JWo)][s - (êk - JWo)][s + (êk - jwo)] '=-«.+jwo) +
-4s2

..l....,..--_,--__....,...",---.,.-__,--.,...,..,.-_-,-_,-----,-,

, [s - (êk + jwo)][s - (êk - jwo)][s + (êk + jwo)] .=-(•• -j",o)

11 11 2 - -4(êk + jwO)2 -4(êk - j wo)2
flk 2 - [-2(êk + j wO)][- 2êk][-2jwo)] + [-2(êk][-2(êk - j wo)][2jwo] {:}

I1 11
2 (ék + jwo) -(êk - jwo) 1

flk 2 = + = - {:}
ék(2jwo) ék2(jwo) êk

Ilflkll~ = 2- =} Ik = VZ;.
êk
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Apresenta-se neste apêndice um lema básico que relaciona funções real racionais e

próprias com matrizes reais cuja demonstração pode ser encontrada em (Kailath, 1980).

Lema A.I: Seja f E R p • Então existem n E IN, A E lRnxn , b E lRn , c E lRn e d E lR tais

que

(i) Vs E <t tal que det(sI - A) i- O , f(s) = cT(sI - A)-lb + d

(ii) det[b;Ab;···;An-l b] i- O e detkAT c: ... :(AT)n c] i- O

(iii) Se f E 5, existem os limites

JaCO exp (At)bbT exp (AT)dt = CT(A, b) e

Jaco exp (ATt)ccT exp (At)dt = Co(A.,c)

e CT(A, b) e CoCA, c) são não-singulares.
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