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1. INTRODUÇÃO

é necessário buscar uma fatoração duplo-coprima de G22 sobre
RHoo (Francis, 1987) :

G" = N c D;l = Di! N: (1.2.a)
onde deve ser satisfeita a identidade de Bezout :

Em vários trabalhos existentes na literatura (Francis, 1987,
Glover et alii, 1991, Green et alii, Hung, 1989, Kawatani, 1989,
Liu et alii, 1990) utiliza-se a parametrização de Youla dos
"controladores admissíveis" para uma planta generalizada dada
como ponto de partida para se resolver problemas de otimização.
Esta parametrização é usualmente obtida fazendo-se uma
fatoração coprirna sobre RHx (Vidyasagar, 1985). Nesta
abordagem, supondo que a planta generalizada é dada por:

(1.1)

RESUMO: Neste artigo apresentamos uma forma alternativa à
teoria de fatoração coprima de sistemas lineares, invariantes no
tempo e multivariâveis para a detenninação dos controladores
que estabilizam internamente uma planta dada. A abordagem
considerada permite que a parametrização de Youla seja obtida
a partir de conceitos da teoria de variáveis de estado, e abre a
perspectiva da caracterização de parametrizações particulares
que simplificam a solução de problemas de otimização H, e H",.

ABSTRACT : This paper presents an altemative form to the
coprime factorizatian thenry af multivariable linear time­
invariant systems for the determinatian af the controllers lhat
intemal1y stabilizes a given plan!. The considered approach
allows to derive the Youla parametrizatian fiom the concepts of
state space variables theory, which opens the possibility for the
characterization of some simpler particular parametrizations for
the solution of the H2 and Hoc. optimization problems.
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(1.2.c)

A partir daí obtém-se a parametrização de Youla dos
controladores admissíveis.
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Embora haja uma fórmula geral em tennos de elementos de
estados para (1.2) (Francis, 1987, Vidyasagar, 1985), em
problemas de otimização pode ser apropriado determinar uma
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realização particular quando se conhecem algum'as restrições
para a planta em estudo. Assim, por exemplo, em (Rotea &
Khargonekar, 1991), determina-se uma realização conveniente
para o caso de realimentação de estados para se resolver o
problema HjH~.

Visando uma fonna sistemática para se determinar realizações
convenientes para casos particulares, neste trabalho os
controladores admissíveis serão parametrizados usando técnicas
no domínio do tempo. Desta forma, não apenas a
parametrização de Youla como também parametrizações
convenientes para determinados tipos de plantas podem ser
obtidas sem recorrer à fatoração de sistemas de (Vidyasagar,
1985).

A seção 2 contém um resumo da notação que será usada. Na
seção 3 apresentamos a parametrização dos controladores
admissíveis.

2. PRELIMINARES

Com J(*,*) e ;J;(*,*) representando diagramas de blocos, é fácil
ver que, se no diagrama da figura 2.1 tivermos K = ;J( Z, Q ),
então, ;J( G, ;J(Z,Q) ) = ;J( ;J,(G,Z),Q ). Assim, escrevemos

;J( G, Z, Q) := ;J( G, ;Y(Z,Q) ) = ;J( ;y,(G,Z), Q ). (2.4)

A noção de frações equivalentes (Vidyasagar, 1985, p.376)
define uma classe de equivalência [*] em Rp onde temos: Z =
(Zij) E [G] sempre que Zij e gij são frações equivalentes. Note
que as operações de soma e de multiplicação presentes acima
são operações válidas sobre esta classe de equivalência. Desta
forma, a cada matriz G E Rp de dimensão qxm pertencente à
classe [G] dizemos que a matriz

G. [A I B j~ C. TI? (n+q)x(n+m),.= CTD ~ '"

é uma realização no espaço de estados associada a G se C(sI
- AtI B + D E [G]. Dizemos que G, é uma realização

internamente estável se a matriz A for estável
(assintóticamente ).

Um sistema generalizado é uma matriz G E Rp particionada na
fonna:

Como notação básica, utilizaremos IR para denotar o corpo dos
números reais, Rp o conjunto das matrizes de transferência
próprias, e RHx as matrizes em Rp estáveis. Além disso, Ai
denota inversa à esquerda da matriz A E JRmxn de posto coluna
máximo, e >O( A ) o conjunto dos autovalores da matriz A.

GdS)]
G,,(s) . (2.1)

o conjunto de todas as realizações que podemos associar a uma
matriz G é denotado por ~G' Em ~G definimos a relação de
equivalência ':::'. da seguinte maneira: para as realizações
GS1 E EG e GSj E LG dizemos que GS1 ~ GSj se a passagem de
G" para G,c, se faz mediante uma transformação de similaridade
elou pelo acréscimo/eliminação de modos "escondidos" estáveis.
Com isso, devido à possibilidade de tennos várias realizações
associadas a (2.2) e (2.3) mesmo tendo as realizações de G, K e
de Z fixas, escrevemos ;Y(*,*) e ;Y2(*'*) para indicar que
estamos considerando as seguintes realizações dadas por ( OPI )
e (OP2):

Condição de consistência : det( I - Dn 1)) # O.

( OPl ) Conexão em feedback %(*,*)

Aqui, ;Y( G"K, ) é a realização associada à FfMF de w para z,
J(G,K), obtida pelas regras usuais de conexão de sistemas no
dODÚnio do tempo para o diagrama da figura abaixo.

A transformação linear fracionária ~(*,*) - a função de
transferência de malha fechada (FfMF) de w para z do sistema
da figura 2.1 - é dada por :

J(G,K):= Gl1 + G"K( I - GnKyJG21. (2.2)
Em um abuso de linguagem, também utilizaremos J( G,K ) para
nos referirmos ao diagrama de blocos da figura 2.1.
Para sistemas generalizados G E Rp e Z E Rp de dimensões
(l+m)x(p+q) e (q+s)x(m+r), respectivamente, o sistema
resultante para G e Z conectados conforme a figura 2.2 é dado
por:

J,( G,Z):=

J(G"K,):=

[

A+B~17(I - D2~1j'r1Cé:
,6(1- D~Tjtl_C:l

C j +D12r;(I - DJ 2Tili C:l

B2'f+B2T7(I - D 22 '17r1Ü:J2'f
0+,8(1- Dj~J]rlD-j21'

Dl:::1+D'~17(1-D"~lfrlD221'

B1+B2170 - D22li)- iD21 ]
p(I - ~lirlD21

Dll+D~t](I-~ Dl~'7):iD-lj

(2.5)

[
Gll +G12Z11 ( I - GnZl1 yl G21

Z21(l - G"Zl1yJG21
Gd I - ZllG"ylZ12 ]

Z22+Z'IG,,(l - ZllG"t1Z12

(2.3)

Como antes, utilizaremos J,( G,K ) para nos referirmos também
ao diagrama de blocos da figura 2.2.
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figura 2, I

Em termos de elementos do espaço de estados da figura 2,1,
temos a seguinte definição.

Vamos denotar a matriz-A de t(G"K,) por A(G"K,) e a matriz­
A de t2(O"Z,) por A(G"Z,). Por ( OPI ) e ( on ) é fácil
verificar que, fixadas as realizações 0" Z, e Q, de G, Z e Q,
respectivamente, podemos escrever ( Cf. (2.4) ) :

t( 0" z" Q, ):= t( G" tez"~ Q,) ) = t( t2(G" z,), Q, )

A( 0" z" Q, ) := A( G" tez"~ (1) ) = A( t2(O" Z,), Q, ),

(2.7)
Quando a realização da conexão em feedback não é
necessariamente aquela obtida diretamente de (OPI) oU de
(On), denotaremos simplesmente por J(*,*), oU por J2(*,*)"
As notações "s" e " - ", introduzidas aqui para maior clareza
dos passos usados nas demonstrações deste artigo, não são
comuns na literatura H2 - Hao, Para o leitor mais familiarizado,
o subescrito "s" e o sobrescrito "-" podem ser eliminados, Neste
caso, G é uma espécie de "anfibio" que representa a um tempo
uma realização de estados e uma matriz de transferência, e os
diagramas das figuras 2.1 e 2.2 podem ser considerados tanto no
domínio do tempo quanto no domínio da frequência,

Definição 2.1 : Dizemos que K estabiliza internamente O

sistema generalizado ° se, para w = 0, os estados de G e de K
tendem a zero a partir de qualquer condição inicial. Ou seja, K
estabiliza internamente G se e só se

(2,6)

DW71:2+D121/l10z.!'712

T12ZH121XDZZ17l:z

B 1+BZ'711XDZ1
J3,XD:21

Du+D I27'/llXDZ1
11:I:lXDZ1

B:!il+B21í'uXD:zrn
Q+.8JXD22'"Y"

Dl'Z"l'I+D1Z17llXD2:tYI

-rz+rl2lXDrr:.
C j +D121j'llXC:2

:-r.nXC:z

onde X := ( 1- D221)u )"', Condição de consistência: det( 1­
D"1)u) # 0,

Aqui, ;f2( G"z, ) é a realização associada à matriz de

transferência de [;] para [~], J2(G,Z), obtida pelas regras

usuais de conexão de sistemas no domínio do tempo para o
diagrama da figura abaixo.

;\,(O"Z,) =

( OP2) Conexão em feedback para sistemas generalizados
;f2(*'*)

Dizemos ainda que este K é um controlador admissível do
sistema generalizado G e escrevemos K, E A(G,),

Na definição de estabilidade interna está subentendido que o
sistema é bem definido, i.e., que det( I - D221)) # 0, ou de
forma equivalente, que det( I -1JD22) # 0,

w z

'~"-I
A B,

" Cc, 011 DIZ

u c2 0" 022 Y

P. IE--

,~~-[:, "I'!t,

~, v
7, '1"

A( O"K, ) =

[
A + B21)(1 - D"1))"'C2

19(1 - D221J)"! C2

é estável.

Bn+B21)(I - D221J)'! D2n ]
a+,6(1 - D221))"!D2n

III
Observe que na definição acima temos A(O"K,) independente
de B" CI , Du , Dl2 e D21' Desta forma, é de se esperar que, na
parametrização dos controladores admissíveis para 0, a
expressão da realização do controlador K seja em função apenas
de A, B2, C2 e D", oU seja, dependa apenas da realização de
G", Este fato simples corresponde ao teorema 4.2 de (Francis,
1987), e é um elemento básico na determinação da expressão da
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parametrização dos controladores admissíveis do sistema
generalizado°e na correspondente parametrização das FTMF.

B,Di\ ]

3. ESTABILIDADE INTERNA

A seguir apresentamos a teoria de estabilização usando técnicas
no domínio do tempo.

(3.2)

Demonstração: Sendo G, dado por (3.1) e Z, por (3.2). pela
regra de conexão ( on ) e usando a transformação de

similaridade T = [; ~], tem-se que

Vamos assumir que a planta G(s) tem a realização dada por:

o
I

Bl - B2Di~Dl1

o
(C, Dl1D:A C2)

- Di\ C2

- B2Dl~(Cl - Dll D21C:<)
A-Bt D2\C2(3.1)

B, ]
D~, .

A restrição D" = ° pode ser assumida sem perda de
generalidade. Esta simplificação garante que o sistema é bem
definido para qualquer controlador próprio K.

Observando que Ã(O"Z"Q,). Ã(;h(G"Z,)"Q,) e
Ã(O"J(Z"Q,),) não são necessariamente iguais. vamos
considerar o lema seguinte. Ele será importante na determínação
de controladores admissíveis.

Lema 3.1 : Sejam dados a planta generalizada G E Rp e o
controlador K E Rp com realizações 0, e 1<,. respectivamente.
Sejam ainda Z e Q E Rp com realizações Z, e Q, taís que 1<, '"
~(Z"Q,) Se J,(G"Z,), '" ~,(G,. Z,) então 1<, E A(G,) "*
Q, E A( J,(O"Z,), ).

[°1 01]Do mesmo modo, J,( z,.G, ), := '" ~,(z" O,). Segue

dai que para 1<, '" ~(Z,.Q,) temos

Q, = ~(J,(O"z,)" Q,) '" ~(~,(O"Z,),Q,)=

~( O"~(Z,,Q,» '" ~(G,.1<,)

e para Q, '" ~(G,,1<,) temos

K, '" ~(~2(Z"G,).K, ) = ~(z" ~(G,,1<,) ) '" ~(Z,.Q, ) O

Demonstração: Da definição 2.1 e por (2.7) temos:

~(Z"Q,) E A(G,) "* Ã( G"z"Q,) é estável

"* Ã( ~,(G"z,). Q, ) é estável.

Como J,( O"Z, ), '" ~,( G"Z, ), ou seja. como a realização

J,(O"Z, ), foi obtida a partir da realização ~,( O"z, ) por uma

transformação de similaridade e/ou acrescentando-se ou

eliminando-se modos não controláveis e/ou não observáveis

estáveis. temos que Ã( ~,( G"Z, ), Q, ) é estável se e só se

Ã(J,(O"Z,)" Q, ) é estável. O

No lema acima. o subscrito "s" pode ser eliminado. Neste caso,
0, Z, K e Q são matrizes de transferência e o único cuidado que
devemos tomar para garantir a estabilidade interna é que não
haja cancelamento de modos instáveis.

O lema 3.2 determina, a grosso modo, a solução da equação
J(G,K) = Q onde °e Q são dados e K é a incógnita. Note que
de forma análoga à equação matricial GK = Q, isto exige a
determinação de uma inversa Z para G. resultando a solução K
=ZQ.

Na proposição seguinte obtemos a parametrização de Youla de
todos os controladores admissíveis (Francis, 1987, Vidyasagar.
1985) aplicando os dois lemas acima.

Proposição 3.1 : Seja a realização da planta generalizada dada
por (3.1) onde é suposto que (A,B"C,) é estabilizável e
detectável. Para quaisquer F, L. Dn .. DI" e D'I, satisfazendo
(i) DI" e D'I' são inversíveis, (3.3)
(ii) A + LC, é estável (3.4)
(iii) A + B,F é estável (3.5)
temos que
K, E A(G,) "* K, '" ~(Z"Q,), Q, internamente estável (3.6.1)
onde

o seguinte lema será necessário para a determinação de todos os
controladores admissíveis.

Lema 3.2 : Suponba G, dado por (3.1) com D12 e D'l
inversíveis. Se A - BIDi\C, e A - B,Di~CI são estáveis então
Q, '" ~(O,,1<,) "* 1<, '" ~(Z"Q,). Q E Rp

onde
z,:=

(3.6.2)
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[

A +B, F +LC, - B,Dl1zC,
F - Dl1,C,

- D21zC,

B, D l1z - L
Duz
D21z

(3.6.3)

Como (A,B,) é estabilizável e (C"A) é detectável, podemos

determinar F e L tais que A + B,F e A + LC, sejam estáveis.

Neste caso, pela definição 2.1 :

Demonstração :
A demonstração será desenvolvida de maneira construtiva.
Dada a planta (3.1), consideremos os controladores da forma K,
; J(Z"Q,), onde Z, é dada por (3.6.2), e a realização de Q dada

por Q,; [~ I ~:]. Vamos determinar uma realização

Q, E A( ~,(G"z,), ) ~ A estável Ç} Ao estável Ç} Q
internamente estável. (3.15)

Assim, todos os controladores dados por (3.6) estabilizam
internamente G.

(3.16)

(3.17)

(3.18.1)

(3.18.2)

G,.

Seja
Q, :; J(H"K,).

Falta mostrar que todos os controladores admissíveis podem ser
postos ua forma (3.6).
Sejam F e L tais que A + B,F e A + LC, sejam estáveis. Seudo
D12z e D,lz inversíveis, pelo lema 3.2, podemos determinar um
sistema H com realização H, tal que:

- - [O 01]~,(Z"H,) '" ~,(H"Z,) '" I

Este H, é dado por

É fácil verificar que, para este H" J,(G"Z"H,)

Assim, para qualquer K E Rp temos

J(G"K,) '" J(G"Z"H"K,).

(3.8)
(3.9)

(3.10)
(3.11)

Dll + D12011:021
D:!1z D21

Bt + B2DtlzD21
-Bl-(B2DllrBlz)D21

B2 Cl;;
A+(B2Dllz -B,,,,)C2

[

A+B2(DtL"C2+Cl,,)

Cl+D'2(Cl~ +DiizC2)

onde foi feito A,:; A + B,Dl1,C, + B,C,z - B,zC, para que o
bloco (2,1) se anulasse. Agora, denotando
F:; C" + Dl1zC,
L := B2Duz - Blz

e impondo as restrições
C2z:= - D21zC2

B,z :; B,D12z
Z, fica na forma (3.6.3), e além disso,

Pela regra de conexão ( OP2 ) e usando a transformação de

similari:m.de T; [: ~l temos:

J,(G"Z,) '"

~(G"z"Q,), '" J(G"Z"Q,).

B1+ B2D uzD21

- (B, +LD21)
Dll +D12D l1zD21

D21.z D21

Como H, está nas condições do lema 3.2, K, J(Z"Q,). Além
disso, se K, E A( G, ), por (3. I8) temos que A( G"z"H"K, ) é
estável. Daí Q, ; J(H"K,) E A( ~,(G"z,), ) e de (3.15) segue
que Q, é internamente estável. Assim, para qualquer K
admissível, temos que K, é da forma (3.6) para algum Q,(K,)
internamente estável.O

(3.12)
Finalmente,

J(G"Z"Q,) '" ~(G"z"Q,),:;

[T
B,Clz - B,D12zDQ D21 z C, B,D12zCQ

~]
A+LC, O

- BQD21 ,C2 Ao
* *

(3.13)

Como a proposição 3.1 exige que a realização de Q seja
internamente estável, para o que segue, será considerado que a
realização adotada para Q não tenha modos escondidos
instáveis. Neste caso, Qs internamente estável é sinânimo de
Q E RHo".

Corolário 3.1 : Nas condições da proposição anterior, com os
controladores K dados por (3.6), O conjunto de todas as funções
de transferência de malha fechada é parametrizado por :

~(G,K); ~(T,Q); Tl1 + T12QT21 , Q E RHo". (3.19.1)

onde * denota os termos que não são importantes para a análise.

Seja A a matriz-A de ~(G"z"Q,),. Tem - se que A(G"Z"Q,) é

similar a A e

À( A) ; À( A + B,F) U À( A + LC,) U À( Ao ) . (3.14)

onde

[

A+B,F B,(F-Dl1zC,) B, + B,Dl1zD21 ]

(Tl1 ),; O A+LC, - (B,+LD21 )
rc;-,-:-+~D;-",F"---;D,,-,n(F==-'=;D""l1-,rcC',);-tTD'l1 +D12Dl1zD21

(3.19.2)
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[
A +B,F I B,D", ]

(T,,),= C DF ID D
1+ I' I' I',

[
A +LC, I B1+LD'I ]
D,I.C2 I D21,D'1

(3.19.3)

(3.19.4)

Corolário 3.2 : Suponha G, dado por (3.1); D21 com posto
coluna máximo. Supondo que
(i) (A,B,) é estabilizável
(ii) A - B1D,lLC2 + P( 1- D21 D,lL )C2 é estável para algnrn P
onde D,lL é a inversa à esquerda de D21, temos

K, E A(G,) Ç} K, '" ~(2"Q,), Q E RHoo
onde

2, :=

A, = A + B,F - B1D,lLC, + P( I - D21D,1 )C2 - B,Dll,C2
F é tal que A + B,F é estável
D12z e D21z são inversíveis
Duz é livre.

Neste caso, todas as funções de transferência de malba fechada

são parametrizadas por :

[ A,

Demons!ração: Imediata. A expressão de ( T;j ), sai de (3.12).
O

Observação 3.1 : Se D" oJ O, os resultados são facilmente
obtidos fazendo-se ~,(G,. 2, ) = ~,(G" Z,), onde

[~
B1

B, ] [~
f3I ~ ]G,= Dll D" Zs;:;: 1)1l 1)"

C, D21 0" 12 1)21 112'

[~
B1

B, ] [;
~l ~, ]Gs ;:;: Dll D~, 2,= 1)1l ~12

C, D'l I' 1)21 '722

e2,eZs são relacionados por

(3.23.1)

onde

[

(..):+131 D22 (1-111 1022)"11'1

(I-1111 022)"1 11

72+1121022(1·1711 D22)"1 71

l3t (1-0221'111)"1

(1-171:' D22)"1 17,1

1121 (1.D22111I)-1

/32+(3\D22(1-'I711 D22)"1 1712 ]
(I-1}1l DZ2yl 1712

'122+7,n D:22(1·'71 i D22)"1 1112

(3.20)
(3.23.2)

(3.23.3)

Como ~2(G" 2,) = ;'f,(G" 2,), mudando-se apenas a expressão
do "controlador central" 2" a demonstração para o caso D" oJ O
é ex'lamente a mesma da proposição 3.1, e além disso, todas as
funções de transferência de malha fechada são parametrizadas
por (3.19). A condição de consistência neste caso é dada por
det(I-1)ll D,,) oJ Oou,de forma equivalente, det(l+1)ll D,,) oJ O.
O

D 11 +D12DllzD21

D21zD21

[ A+B,F

Substituindo o valor obtido de L na proposição 3.1 obtemos a
expressão de Z,.
O

Demonstração : Resolvendo a equação B1 + L021 = Oobtemos
L = - B] D;'L + P( I - D21D,1 ), P livre. Substituindo este valor
de L em (3.19), ou equivalentemente em (3.12), obtemos A +
LC, como uma parte não-controlável. Como por hipótese A +
LC2 é estável, segue que

(3.21)

13:z-1h D22 (1+'11; 1D22)"1'1]12 ]

(I+V'Ju Ih2yl.1J12

7122-"121022(1+7/11D22)"1'1]12

731(1+D22"11;)"1

(l+'1h 1D22yl'l'}l 1

'7121 (I+D.<2'1Jllyl
[

cr·Pl D22;(1+'1111 (12)"1 1'1

(1+1111 O2ü·1í1

1'2-7i21 D22(1+'1jl1 022)-1 71

Observação 3.2 : Para a planta no caso do corolário 3.2, as
esco1bas correspondentes para fazermos a fatoração (1.2) são:

Para cada Dll" D12" D21z, F e L satisfazendo as restrições (3.3)
- (3.5) temos em (3.6) uma parametrização em Q. Assim, na
proposição 3.1 e no corolário 3.1 temos uma família de
pararuetrizações em Q. Aproveitando este fato, quando temos
mais informações sobre os elementos da planta, podemos
escolher alguns dos parâmetros Blz• eIx , Dnz , D12z e D21z do
controlador e, aplicando o lema 3.1, obter subfamílias com
expressões mais simples para as FTMF ~( G, K ). Como
exemplo apresentamos o corolário seguinte.

Di~:(F Dl1zC2)
D21zC2

-B,

Di~:Dllz
D:11z
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b:= [B,Dl1, + B,D"L - P( 1- Dz,D"L ) ]D,l"
Dl1,livre
DIZ.:: e D21.2: inversíveis.

[
D'
N,
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4. CONCLUSÃO

Neste artigo, a parametrização de Youla, obtida originalmente
através da solução de equações diofantinas e fatorações em
RILo. é totalmente desenvolvida usando-se uma abordagem no
domínio do tempo. Na opinião dos autores, a tradução do
conceito de estabilidade interna em termos de propriedades dos
fatores coprimos da planta e do controlador envolve
manipulações algébricas que tornam a abordagem
excessivamente técnica. A abordagem aqui apresenta~ por
outro lado, trata o problema usando o conceito de estabilidade
interna e as regras usuais de conexão de sistemas em diagramas
de blocos, ambos para sistemas descritos na forma de variáveis
de estado, e resulta bastante apelativa ao engenheiro de
controle. Além disso, assim como o caso "Fui! Information" aqui
considerado. as demais parametrizações particulares para vários
casos estudados na literatura na solução de problemas de
otimização H, e !Lo podem ser obtidas seguindo a mesma
abordagem deste artigo.
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