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O comeco ...

» Uma matriz A € R™" é Hurwitz estavel se

Re{\i(A)} <0, Vi=1,---,n

» A equacdo diferencial linear
x(t) = Ax(t), ¥V x(0) = xo € R"

¢ assintoticamente estdvel = convergéncia!
» H3 muito tempo estudadas
» Contribuicdo fundamental - A. Lyapunov no final do século 19!
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O comeco ...

» O célebre Lema de Lyapunov estabelece que as afirmacdes

» A matriz A € R"™" é Hurwitz estavel
» Existe P € R"™" simétrica tal que

AP+ PA<O
P>0

sdo equivalentes

» Simples solucdo numérica: com Q > 0 qualquer, a equacio
(linear) de Lyapunov A’P 4+ PA = —Q é resolvida
» Estabilidade <—= P >0
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O comeco ...

» Uma matriz A € R"™" & Schur estdvel se

‘)\I(A)| <17 VI:]W y N

» A equacdo a diferencas finitas
X1 = Axk, V x(0) = x0 € R”

¢ assintoticamente estdvel = convergéncial
» H3 muito tempo estudadas
» Contribuicdo fundamental - A. Lyapunov no final do século 19!
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O comeco ...

» O célebre Lema de Lyapunov estabelece que as afirmacdes

> A matriz A € R"™" é Schur estavel
» Existe P € R"™" simétrica tal que

APA—P <0
P>0

sdo equivalentes

» Simples solucdo numérica: com Q > 0 qualquer, a equacio
(linear) de Lyapunov A’PA — P = —Q é resolvida
» Estabilidade <—= P >0
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Em seguida ...

P> Robustez - incertezas paramétricas

Ac A=co{A}N,

» {A;}N, Hurwitz estdvel nio implica em estabilidade robusta!

» Problema de dimens3o infinital
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Em seguida ...

» B. Ross Barmish! introduziu o conceito de estabilidade
quadratica: Se existir P € R"*" simétrica tal que

AP+ PA <0, i=1-- N
P>0

» Qualquer matriz A € A é Hurwitz estavel!
» Estabilidade robusta < Estabilidade

quadrética <= Desigualdades matriciais lineares (LMI)
» Problema convexo de dimens3o finita!

[1] B. R. Barmish, Journal of Optimization Theory and Applications, 1985.

8/29



Em seguida ...

P> Robustez - incertezas paramétricas

Ac A=co{A}N,

imag

» {A;}N., Schur estdvel nio implica em estabilidade robusta!

» Problema de dimens3o infinital
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Em seguida ...

» Também se aplica o conceito de estabilidade quadratica: Se
existir P € R™*" simétrica tal que

[P AP

p ]>O, i=1,---,N

» Qualquer matriz A € A é Schur estavel!
» Estabilidade robusta <— Estabilidade

quadrdtica <= Desigualdades matriciais lineares (LMI)?
» Problema convexo de dimens3o finita!

[2] S. Boyd, L. El Ghaoui, E. Feron, and V. Balakrishnan, Studies in Applied Mathematics - SIAM, 1994.
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Em seguida ...

» Lema de Lyapunov Generalizado3: Existem P € R"*"
simétrica e G € R"*" tais que

PAP) o . [P AG =0
e P e G+G —P

Permite ir além do conceito de estabilidade quadratica:

P AG .
DA EL R AR

em que a matriz P pode agora ser diferente em cada vértice.

[3] M. C. de Oliveira, J. Bernussou, and J. C. Geromel, Systems & Control Letters, 1999.
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Nos dias atuais ...

» A solucdo de x(t) = Ax(t) com x(0) = xp € R", avaliada nos
instantes de amostragem x(tx) = x[k] em que

{tx = kh}ken

satisfaz x[k + 1] = e*x[k], x[0] = xo € R". As seguintes
afirmacgdes sdo equivalentes:

» A matrix exponencial e”" é Schur estéavel
» Existe S € R"™" simétrica tal que

eVhseAh 5 <
$>0
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Nos dias atuais ...

» O conjunto A é convexo e poliedral, mas o conjunto
Ah:{eAh:AEA}

ndo é convexo nem poliedral! Assim sendo, o conceito de
estabilidade quadratica ndo pode ser diretamente aplicado.

» Geometria muito complicada. Nenhuma relacdo com o
conjunto convexo

Aihy N
sl

co{e 1

» Assim sendo, como tratar incertezas paramétricas em sistemas
lineares amostrados?
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Nos dias atuais ...

» Fundamental: As seguintes afirmacdes s3o equivalentes:
> Existe S € R"*" simétrica tal que

eVhSeAh S <0
$>0

> Existe S € R"*" simétrica tal que

P(t) + A'P(t) + P(t)A < 0
P(0)=P(h)=5>0

denominada desigualdade matricial linear diferencial (DLMI)*

[4] T. R. Gongalves, G. W. Gabriel, and J. C. Geromel, IEEE Control Systems Letters, 2018.
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Nos dias atuais ...

» O conceito de estabilidade quadratrica pode agora ser
aplicado aos sistemas amostrados: Se existir S € R"*"
simétrica tal que

P(t)+ AiP(t) + P(t)A; <0, i=1,--- N
P(0) = P(h) =S5 >0

» Qualquer matriz e*” € Ay, é Schur estavel
» Estabilidade robusta <— Estabilidade

quadrética <= Desigualdades matriciais lineares diferenciais
(DLMI)

» Problema convexo de dimens3o finital
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Solucdo numérica

> Forma geral de uma DLMI

L(P(t),P(t)) <0, t €[0,h), (P(0),P(h)) € Q

» L(-,-) é um operador linear
> Q é um conjunto definido por LMIs

T

P(t) = Xidi(1)
i=0
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Solucdo numérica

> Linear por partes: Com 7 = h/n, and ¢;(t) = ¢(t — in)

Mﬂz{l_%’ =

0 , fora do intervalo

> P(t) é continua e é factivel sse

Xit1— X;
ﬁ(L,X,) < 0
n
Xit1— X;
E<%7Xi+l) < 0
(Xo,Xn¢)EQ

para todo i =0,--- ,ng — 1.
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Controle amostrado

» Controle amostrado: Segurador de ordem zero

ue U<« u(t) = ulk], Vt € [tk, tk+1), Yk € N
~—~
u(t)
» H, and H, otimizacdo com u € U
» Trés livros importantes:

[5] J. R. Ragazzini, and G. F. Franklin, McGrawHill Series in Control Systems Engineering, 1958.
[6] T. Chen, and B. A. Francis, Springer, 1995.

[7] A. Ichicawa, and H. Katayama, Springer, 2001.

» Um artigo recente:

[8] J. C. Geromel, P. Colaneri, and P. Bolzern, Automatica, 2019.
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Controle amostrado

» Sistema linear invariante no tempo

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ecwc(t)
z(t) = Cx(t) + Du(t)

u(t) = Lx[k] +Eqwglk — 1], t € [tk, tkr1), Vk €N
(K]

x(-) € R™ - estado

z(-) € R™ - saida controlada

u(-) € R™ - controle via realimentagdo de estado: L € R"™*"
we(-) € R - perturbacdo exdgena

wq[-] € R™ - perturbagdo exdgena

vvyVvyyvyy
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Controle amostrado

» Proposicao: Considere h > 0 dado. O sistema de controle
amostrado é assintoticamente estdvel e o indice de
desempenho H, resulta da solucdo 6tima do problema de
otimizacao convexo

J2 = inf {er(Jc'P(h)Jc) + tr(Js'P(0) o)}

sujeito a _
P(t) + F'P(t) + P(t)F + G'G <0

com a condi¢do de contorno

P(h) H'
Y e | >0
controlador
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Controle amostrado

» As matrizes J., Jy, F e G dependem apenas das matrizes do
sistema em malha aberta!

» DLMI permite considerar incertezas paramétricas
» O controle étimo H, resulta da solu¢do do problema

ig{) {tr(J.P(h)Jc) + tr(JyP(0)Jg)} — CONVEXO

)

» Os resultados s3o validos para a sintese de controladores
dindmicos de ordem completa
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Controle amostrado

» Proposicao: Considere h > 0 dado. O sistema de controle
amostrado é assintoticamente estdvel e o indice de
desempenho H resulta da solugcdo 6tima do problema de
otimizagdo convexo

Joo = inf A2

sujeito a
P(t) + F'P(t) + P(t)F + v 2P(t)J.J'P(t) + G'G < 0
com a condicdo de contorno

P(h) H' 0
P(O)_1 Ju >0
° . 72I

controlador
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Controle amostrado
» As matrizes J., Jq, F e G dependem apenas das matrizes do

sistema em malha abertal

» O controle étimo H resulta da solucdo do problema

P(h)y H 0

inf {~? : e PO Jy | >0
L,P()y . ( .) 21
controlador
U
CONVEXO

» Os resultados s3o validos para a sintese de controladores
dindmicos de ordem completa
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Controle preditivo

» Caracteristicas principais de grande impacto:

» Controle em malha fechada com estabilidade assegurada
» Restrigdes nas varidveis de controle e de estado

» Preco a ser pago (quase sempre):
» Horizonte de otimizac¢3o finito com custo final
» Técnica restrita ao controle de sistemas a tempo discreto!

> Trés artigos importantes:

[9] M. V. Kothare, V. Balakrishnan, and M. Morari, Automatica, 1996.
[10] D. Q. Mayne, J. B. Rawlings, C. V. Rao, and P. O. M. Scokaert, Automatica, 2000.

[11] A. Bemporad, F. Borrelli, and M. Morari, IEEE Trans. Autom. Control, 2002.

> Um artigo recente:

[12] J. C. Geromel, IEEE Trans. Autom. Control, 2021.
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Controle preditivo
» Sistema linear invariante no tempo
x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo
z(t) = Cx(t) + Du(t)
ylk] = Cyx[k] + Dy ulk]

» Controle amostrado - u(t) € U
U(t) = U[k], te [tka tk+1)7 Vk e N

» Restricdes no controle e no estado - y[k] € Y CONVEXO
» Incertezas paramétricas

(A, B) € co{(Ai, B},

» Critério de desempenho H;

= [ (o) Pde. x(6) = x

ty
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Controle preditivo
» As matrizes {F;}"|, G, D, e I, dependem apenas das
matrizes do sistema em malha aberta!

> Para todo k € N, o controle étimo u[k] = L)Xy, resulta da
solu¢ao do problema convexo

m -1

. , ,
Q(-),Q Icn? X / Q I) X
(')7 0>0,Q,>0,0>0 k\k( x X0 Ix k\k

—Q(t) + FQ(t) + Q(t)F/ Q(t)G/} c0 i=1... N
. —1 ’ ’ ’

(Qo — Qn)h >0
o0l — DonD{p >0
I;QOIX - 0Xk‘kX;(|k >0
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Exemplo

> Exemplo proposto na literatura

10
—_ 5r
+
— .
X of Pie
.
2
.
5l .
0 5 10 15 20 25 30 35 40
ts]
1 T
—~ 05F
+
—
3 of
05 . d . . . . .
5 10 15 20 25 30 35 40
t[s]

com h =1 [s] e a restri¢do |u[k]| <1
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O futuro préximo ...

» Em quais temas dedicar maior esforco:

» Controle via realimentacao de saida: no contexto de
sistemas lineares com saltos Markovianos

» Controle H ., no contexto de controle preditivo

» Amostragem nao uniforme
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